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I. 

Znr  Geometrie  des  Kreises  und  der  Kngel. 

Von 
Fr.   G.   ^  ff  ölte  r. 


In  zwangloser  Seihenfolge  einiger  Mitteilungen  gedenke  ich  meine 
Untersuchungen  aus  der  Geometrie  des  Kreises  und  der  Kugel  hier 
zu  veröffentlichen.  Das  sämmtliche  hier  vorliegende  Material  hatte 
ich  schon  vor  drei  Jahren  zum  Drucke  hereit,  und  wurde  mit  dem- 
selhen  seihst  auch  hegonnen,  als  besondere  Umstände  dessen  Weiter- 
fahrung verhinderten.  Seither  sind  davon  nur  drei  kleinere  Resul- 
tate, als  die  Lösungen:  1)  vier  Kugeln  durch  eine  fünfte^) 
und  2)  fünf  Kugeln  durch -eine  sechste  unter  gleichen 
Winkeln  zu  schneiden^),  wie  3)  einen  Beweis  zur  Stei- 
nerschen  Construction  des  in  der  Ebene  verallgemei- 
nerten malfattischen  Problems'),  veröffentlicht  worden. 

In  meinen  Untersuchungen  glaube  ich  zu  Resultaten  gelangt  zu 
sein,  welche  die  Geometrie  des  Kreises  und  der  Kugel  hinsichtlich 
ihres  Schneidens  einem  gewissen  Abschlüsse  näher  bringen  werden. 
Die  vorliegende  Arbeit  befolgt  den  doppelten  Zweck:  Erstlich  .die 
Darstellung  dieser  Resultate  und  zweitens  Darstellung  derselben  in 
einer  dem  Wesen  der  Sache  angemessenen  Form.  Es  sind  daher 
aus  den  Elementen  der  Geometrie  keine  weiteren  Kenntnisse  als  die 
Begriffe  des  Kreises  und  der  Kugel,  so  wie  im  spätem  Verlaufe  die 


1)  Sclilömilch'8  Zeitschrift,  Band  16.  Seite  163.  1870.      . 

2)  Clebsch  nnd  Nenmann,  Math.  AnnaL^Band  4.  Seite  185.  1871. 

3)  ,  n  „  „  „      6.       „     597.   1873. 
Teil  LVII.  1 
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Eenntniss  der  hannonischen  Pankte  und  Strahlen  notwendig.  Diese 
Arbeit  soll  sich  ganz  an  die  Arbeiten  Steiner's,  die  er  im  1.  Bande 
des  Journals  von  Grelle  1826  unter  dem  Titel:  Geometrische 
Betrachtungen,  so  wie  deren  Fortsetzungen  niedergelegt  hat, 
anschliessen.  Es  würde  meine  grösste  Befriedigung  sein,  wenn  hier 
diese  folgenden  Theorien  im  Sinne  Steiner's  durchgeführt  und  so 
weiter  entwickelt  wären;  und  es  mir  dadurch  also  gelungen  wäre 
eine  naturgemässe  Kreis-  und  Kugelgeometrie  zu  geben.  Dadurch 
wird  man  aber  auch  erkennen,  dass  die  Arbeiten  Steiner's  den 
alleinigen  Impuls  zu  diesen  Arbeiten  gaben. 

Weitere  Angaben  über  diesen  Gegenstand,  welche  mir  während 
der  Bedaction  zur  Yergleichung  und  weiteren  Anhalt  dienten,  sind 
die  folgenden: 

1)  Fr.  Schweins  Geometrie  nach  einem  neuen  Plane  bearbeitet. 
I.  Teü.    Göttingen  1805. 

2)  Alle  Arbeiten  über  das  malfattische  Problem;  siehe  deren 
teilweises  Verzeichniss  in: 

3)  Arnim  Wittstein.  Geschichte  des  malf attischen  Problems. 
München  1871. 

4)  C.  F.  Geiser.  Einleitung  in  die  synthetische  Geometrie. 
Leipzig  1869. 

5)  S.  Lie.  üeber  Complexe,  insbesondere  Linien-  und  Kugel- 
complexe,  mit  Anwendung  auf  die  Theorie  der  partiellen  Differenz- 
gleichungen.   Neumann  Annalen,  Band  5.  Seite  145.  1872. 

6)  G.  Darbonx.  Sur  un  classe  remarquables  de  courbes  et  de 
surfaces  algebnques,  et  sur  la  theorie  des  imaginaires.    Paris  1873« 

7)  G.  Darboux.  Sur  les  relations  entre  les  groupes  depoints, 
de  cercles,  de  sph^res  dans  le  plan  et  dans  l'espace.  Annales 
Bcientif.  de  T^cole  normale  sup.  t.  L  serie  2.  p.  323.  1872. 


L  Mitteilung. 

Einleitende  Betrachtungen. 

Obwohl  ich  mich  vollständig  an  die  oben  genannten  Arbeiten  von 
Steiner' anschliessen  könnte,  so  ziehe  ich  es  doch  vor,  seine  Besul- 
tato  hier  dem  Zweck  entsprechend  zu  wiederholen.    Hierdurch  wird 
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manehes  Bekaimto,  das  schon  yöUig  in  die  Schnle  übergegangen  ist, 
wiederiiolt  werden.  Ich  hoffe  aber  dadiffch  möglichst  ein  Ganzes 
ans  einem  Grebiete  der  Oeometrie  zvl  bringen,  welches,  wie  kein 
anderes,  der  Schale  so  nutzbar  gemacht  werden  kann. 

Bemerkung.  Die  Untersuchungen  werden  nur  völlig  streng 
für  Kreise  in  der  Ebene  durchgeführt  werden;  jedoch  fOr  Kreise  und 
Kugel  im  Räume  nur  dann,  wenn  sich  die  Resultate,  für  Kreise 
der  Ebene  erhalten,  nicht  ohne  weiteres  auf  die  räumlichen  Gebilde 
übertragen  lassen. 


1.  Abflcbnitt. 

Theorie  der  Potenz. 

aj   Entwieheltmg  des   Potenzbegriffes, 

Legen  wir  in  der  Ebene  des  Kreises  k  *)  Fig.  1.  durch  den 
beUebig  gewählten  Punkt  p  die  beiden  Transversalen  t^  und  t^^  welche 
den  Kreis  k  beziehlich  in  den  Punktepaaren  *i',  t^'\  ^',  ^"  schnei- 
den; alsdann  folgt  aus  der  Aehnlichkeit  der  Dreiecke 


die  Proportion 


ptj!t^' .  und    ^</V 

oder  auch 

1)  Ph''Pk"-Ph'ph'' 

Halten  wir  die  Transversale  t^  fest,  während  wir  ^  um  p  herum  sich 
drehen  lassen,  so  bestimmt  diese  mit  dem  Kreise  k  in  jeder  ihrer 
Lage  tn  vom  Punkte  p  aus  gerechnet  zwei  Abschnitte  ptn'  und  ptn'\ 
von  denen  das  Product  ihrer  Maasse  gleich 

Ph'-Ph!' 

ist.  Dieses  Product  hat  also  für  alle  Lagen  der  Transversalen  tn 
denselben  Wert.  In  Folge  dieses  dem  Product  eigenen  invarianten 
Charakters  heisst  es  Steiner  die  Potenz  des  Punktes  p  in  Bezug 
auf  den  Kreis  k  oder  auch  die  Potenz  des  Kreises  k  in  Bezug  auf 
den  Punkt  jp. 

Es  sind  nun  die  beiden  Lagen  des  Punktes  p  in  Bezug  auf  den 
Kreis  k  genau  auseinander  zu  halten,  nämlich  ob  p  wie  in  Fig.  la. 


1)  Wir  bexeichnen  hier  wie  in  der  Folge  jeden  Kreis  mit  deniBelben  Buch- 
staben wie  seinen  Mittelpunkt. 
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ansserhalb,  oder  wie  in  Fig.  Ib.  innerhalb  des  Kreises  k  liegt.  Ist 
p  ein  äusserer  Punkt,  so  liegen  die  beiden  Abschnitte  ptn  '^  <h^ 
ptf!'  =  a^  in  jeder  Lage  der  Transversalen  nach  derselben  Bichtong 
von  p  aus,  d.  h.  beide  Abschnitte  haben  wesentlich  gleiche  Zeichen 
und  die  Potenz  0^,0^  ist  wesentlich  positiv.  Ist  jedoch  p  ein  innerer 
Pnnkt,  so  liegen  die  beiden  Schnitte  tn'  und  ^n '  vom  Punkte  p  aus 
in  jeder  Lage  der  Transversalen  nach  verschiedenen  Richtnngen, 
d.  h.  die  beiden  Abschnitte  haben  wesentlich  verschiedene  Zeichen 
und  die  Potenz  oj.os  ist  daher  wesentlich  negativ. 

Bezeichnen  wir  den  absoluten  Wert  der  Potenz  eines  Punktes  p 
mit  p\  so  haben  wir  für  die  äussere  Potenz 

2)  ptn'.pu:'  =  (±%).(±a8)  =+P* 
und  für  eine  innere 

3)  puj.pu:'  -  (±<h)'{+<h)  =-p^ 

Legen  wir  die  Transversale  ^  welche  den  Punkt  p  mit  dem  Mittel- 
punkte k  verbindet,  so  ist  für  die  äussere  Potenz 

4)  +i>«  «  (x-'r)(x+r)  =  a«— r« 
und  für  die  innere 

5)  — 1>*  «-  —  (r  — a;)(a;+r)  «  a;«  — r« 

WO  r  gleich  dem  Badius  des  Kreises  k  und  x  gleich  der  Entfernung 
des  Punktes  p  von  dem  Mittelpunkt  k  des  Kreises  ist  Aus  diesen 
beiden  Gleichungen  erkennt  man  sogleich,  dass  sowohl  die  äussere 
wie  die  innere  Potenz  durch  denselben  Ausdruck 


gegeben  wird  und  dass  ihre  Werte  wesentlich  nur  von  dem  Werte 
der  Entfernung  x  abhängen.    Wir  setzen  daher  allgemein 

6)  ^««»«-r«, 

wo  dann  das  Zeichen  des  Ausdrucks  rechts  das  Zeichen  von  p^  und 
somit  p*  als  die  äussere  oder  innere  Potenz  bestimmen. 

Aus  Gleichung  6)  ergeben  sich  nun  leicht  die  folgenden  Sätze: 

1)  Alle  Punkte^,  welche  vom  Mittelpunkte  des  Krei- 
ses k  gleiche  Entfernung  haben,  oder  alle  Punkte  eines 
mit  k  concentrischen  Kreises  besitzen  in  Bezug  auf  den 
Kreis  k  dieselbe  Potenz. 

2)  Die  Potenz  aller  Punkte  des  Kreises  k  ist  gleich 
Null. 
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3)  Die  Potenz  eines  Punktes  ist  um  so  grösser,  je 
grösser  seine  Entfernung  vom  Mittelpunkt  des  Krei- 
ses k  ist. 

Lassen  wir  in  Fig.  la.  die  Transversale  tn  in  eine  der  Grenz- 
lage abergehen,  d.  h.  in  die  Lage  wo  t'  mit  tf'  zusammenftUt,  oder 
d.  h.  wo  t  zur  Tangente  wird,  so  ist 

und  folglich 

d.h. 

4)  Die  äussere  Potenz  ist  gleich  dem  Quadrat  des 
Abschnittes,  der  durch  den  Punkt  p  und  den  Berüh- 
rungspunkt auf  einer  der  durch  jp  an  den  Kreis  k  gehen- 
den Tangente  bestimmt  wird. 

Lassen  wir  in  Fig.  Ib.  die  Transversale  <  in  die  zu  dem  durch 
p  gehenden  Durchmesser  normalstehenden  Sehnen,  d.  h.  zur  kleinsten 
Sehne  übergehen,  so  wird  dem  absoluten  Werte  nach 

oder 

d.  h. 

5)  Die  innere  Potenz  ist  gleich  dem  negativen  Quad- 
rat der  halben  kleinsten  durch  den  Punkt  p  hindurch 
gehenden  Sehne  des  Kreises  k. 

Haben  wir  die  beiden  Punkte  px  und  p^  mit  beziehlich  den  Po- 
tenzen pi^  und  ps^  so  folgt  aus  Gleichung  6): 

Pi*  =•  x^^—r^    und    p2*  =*  fl?i*— r* 

und  folglich  erhält  man  durch  Subtraction 

7)  Pi^—Pi^  -  «1«— X,« 

d.  h.  da  in  Gleichung  7)  der  Radius  r  nicht  auftritt: 

6)  Die  Differenz  der  Potenzen  zweier  Punkte  in  Be- 
zug auf  denselben  Kreis  ist  unabhängig  von  der  Grösse 
des  Radius  des  Kreises. 

Nehmen  wir  Fig.  la  u.  b.  auf  irgend  zwei  durch  den  Punkt  p 
hindurch  gehenden  Transversalen  t^  und  ^  je  zwei  Punkte  so  an, 
dass  sie  wie  in  la.  von  p  aus  je  in  gleicher  oder  wie  in  Ib.  je  in 
entgegengesetzter  Richtung  liegen  und  es  sei  für  beide  Fälle 


Digitized  by 


Google 


6  Affolter:  Zur  Geometrie  des  Kreises  und  der  Kugel.  . 

pty' .pt"  ^pt%  .ptjl' 

Legen  wir  dnrch  irgend  drei  dieser  Punkte  z.  B.  t^\  t"^  t^  den 
Kreis  ä;,  so  schneidet  dieser  die  zweite  Transversale  ^  je  noch  ausser 
'  dem  Punkte  %^  in  ii:gend  einem  zweiten  Punkte  z.  B.  T^".  Dieser 
Punkt  muss  in  Fig.  la.  von  p  mit  t^  in  gleicher  und  in  Fig.  Ib.  in 
entgegengesetzter  Richtung  liegen.  Ferner  folgt  aus  dem  Begriff  der 
Potenz 

pt^ .pt;'  ^ pt^ ,pTi* 

Berücksichtigen  wir  obige  Gleichung,  so  folgt  i 

pt4'-pT^^ 
d.  h.  der  Punkt  T^'  fällt  mit  dem  Punkte  t^*  zusammen;  oder: 

7)  Bestimmt  man  auf  jeder  von  zwei  durch  einen 
Punkt  p  hindurch  gehenden  Geraden  je  zwei  Punkte,  die 
beide  auf  beiden  Geraden  gleichzeitig  vom  Punkte  p  aus 
in  gleicher  oder  entgegengesetzter  Richtung  liegen  und 
ist  das  Product  der  zwei  vom  Punkte  p  aus  mit  den  bei- 
den Punkten  gebildeten  Abschnitte  der  einen  Geraden 
gleich  dem  Product  der  entsprechend  gebildeten  Ab- 
schnitte der  andern  Geraden,  so  liegen  diese  vier  Punkte 
auf  einem  Kreise. 

h)  Die  Potenz  in  Beziehung  zu  zwei  und  mehreren  Kreisen. 

Liegen  in  derselben  Ebene  zwei  Kreise  Jc^  und  k^  Fig.  2.  vor, 
und  besitzt  der  Punkt  p  in  Bezug  auf  diese  beiden  Kreise  die  bezieh- 
lichen  Potenzen  pj*  und  pg^,  so  ist,  wenn  man  die  Entfernung  des 
Punktes  p  von  den  beiden  Kreismittelpunkten  mit  x^  und  x^  bezeich- 
net, nach  Gleichung  6) 

wo  rj  und  rj  die  Radien  der  beiden  Kreise  sind.    Es  sei  nun 
8)  ^  =  »1«  =  constante 

so  heissen  wir  den  Wert  v^^  das  Potenzverhältniss  des  Punktes 
p  in  Bezug  auf  die  Kreise  Is^  und  Jc^.  Es  drängt  sich  nun  die  Frage 
auf:  Welchen  Punkten  der  Ebene  kommt  dasselbe  Potenzverhältniss 
vi^  zu?  Um  diese  Frage  zu  erledigen  ersetzen  wir  in  Gleichung  8) 
die  Potenzen  p,*  und  p,*  dnrch  die  Werte  in  «4  und  x^  und  wir 
erhalten 
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9)  «i«-t.i,V-(»-i*~«'iar/)^0 

Wir  erkennen  somit,  dass  die  Punkte  der  Ebene,  deren  Entfernungen 
0^  und  Xfi  der  Gleichung  9)  genügen,  dasselbe  Potenzyerhältniss  be- 
sitzen. Um  den  Ort  dieser  Funkte  zu  bestimmen,  verbinden  wir  den 
auf  der  Gentrallinie  k^h^  =  c^^  beliebig  gewählten  Punkt  m  nut  dem 
Punkte  p  durch  g.  Wir  setzen  femer  k^m=^y^^  h^m  ^^^^  y^  ^^^ 
mp^  =»  d,  dann  ist  nach  bekannten  elementaren  Sätzen  aus  der 
Geometrie  des  Dreiecks 

Gleichung  9)  geht  somit  in  folgende  über 

10)  p«(l-t;i,)-|-yi»~i;,,ya8-2rf(y,-t;,,yj)-(V~t,,,V)  «0 

Für  jede  Lage  des  Punktes  p  ändern  sich  die  Werte  von  q  und  d. 
Es  sei  nun  jedoch  der  Punkt  m  so  bestimmt,  dass 

11)  .     ^  yi— «»i«y»  =  0 

dann  ist  Gleichung  10)  von  d  unabhängig  und  wir  haben 

12)  9«(l-t'i2)+yi*-t;i,y,*-(ri*-t;,3V)  ===  0 

Für  die  Lage  des  Punktes  m,  welche  die  Gentrallinie  k^k^  nach  dem 
Yerhältniss 

Vi 

teilt,  bleibt  also  nach  Gleichung  12)  auch  g  oder  die  Entfernung  des 
Punktes  p  von  m  constant  gleich.   Berücksichtigt  man,  dass  an  Fig.  2. 

ist  und  eliminirt  man  aus  Gleichungen  11)  und  12)  die  Werte  von 
^1  und  ^2)  so  erhält  man  allgemein 

13)  ,2 ^____ 

Aus  diesem  geht  hervor: 

8)  Der  Ort  der  Punkte  p  der  Ebene  zweier  Kreise, 
welche  in  Bezug  auf  diese  Potenzen  besitzen,  deren 
Yerhältniss  einen  gegebenen  Wert  hat,  ist  ein  Kreis. 
Der  Mittelpunkt  dieses  Kreises  teilt  die  Gentrallinie 
jener  zwei  Kreise  nach  dem  Yerhältniss,  das  gleich  ist 
dem    Potenzverhältniss.      Der   Badius    des    Kreises    ist 
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durch  Gleichung  13)  gegeben.  Biesen  Kreis  heissen  wir 
den  Potenzkreis  mit  dem  Fotenzverhältniss  (^^2)  zu  den 
zwei  Kreisen  (k^  und  k^)  gehörend. 

Schneiden  sich  Fig.  2.  die  Kreise  k^  und  k^  in  den  Punkten  «, 
so  ist  für  jeden  dieser  Punkte 

9)  Jeder  Potenzkreis  zu  zwei  Kreisen  geht  durch  die 
beiden  Schnittpunkte  dieser  Kreise  mit  welchem  Potenz- 
verhältniss  er  auch  behaftet  sein  mag. 

Hieraus  fliesst  nun  aber  sogleich  der  folgende  Satz: 

10)  Legt  man  durch  die  beiden  Schnittpunkte  zweier 
Kreise  einen  beliebigen  dritten  Kreis,  so  ist  das  Yer- 
hältniss  der  Quadrate,  der  Tangente  (kleinsten  halben 
Sehne),  die  von  den  Punkten  des  letz tern  Kreises  nach  den 
zwei  erstem  gehen,  constant  und  gleich  demYerhältniss, 
nach  dem  die  Centrallinie  der  zwei  ersten  Kreise  vom 
Mittelpunkt  der  dritten  geteilt  wird. 

Je  nachdem  aber  die  Potenzen  p^^  und  p^^  gleichartig  oder  un- 
gleichartig sind,  wird  das  Potenzverhältniss  v^^  positiv  oder  negativ. 
Für  den  absoluten  Wert  von  v  erhalten  wir  somit  zwei  Potenzkreise 
—  einen  äussern  und  einen  iAuern.  —  Der  äussere  Potenzkreis 
enthält  die  Punkte  p^  deren  Potenzen  pi*  und  p^^  in  Bezug  auf  die 
Kreise  ^^  und  k^  gleichartig  und  beide  äussere  oder  beide  innere  sind. 
Der  innere  Potenzkreis  enthält  die  Punkte,  deren  Potenzen  ungleich- 
artig, d.  h.  die  eine  äussere  und  die  andern  innere  sind.  Wir  be- 
zeichnen die  Radien  der  äussern  Potenzkreise  mit  ^a„  und  die  der 
innem  mit  pt,,  und  die  entsprechenden  Mittelpunkte  mit  0^2  ^^^  hi^ 
so  ist  also  nach  Gleichung  13) 


14)  (>a,.  = 


^is^i^—W  —  Vii^s^)  (^  —  1) 


—  n« 


(v-1) 


^•"  I         (t'+l)* 

Es  ist  nun  aber  nach  Satz  8) 

^1^12  •  ^2^«  =°  ^12»     Khi  •  ^ihi  "^  — ^12 

Die  Mittelpunkte  0^2  ^^^  ht  teilen  also  die  Centrallinien  k^k^  nach 
entgegen  gesetzt  gleichen  Verhältnissen  und  daher  bezeichnen  wir 
diese  zwei  Punkte  mit  dem  Namen  beigeordneter  Aehnlich- 
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keitspnnkte,  so  wie  wir  ihre  Potenzkreise  als  einander  bei- 
geordnet bezeichnen. 

Von  den  Potenzkreisen  gemessen  einige  eine  ganz  besondere 
Wichtigkeit  Es  sind  dies  die,  welche  zu  den  spedellen  Werten  der 
Potenzyerhfiltnisse 

>2~ 


»11 

-±i;    - 

+  -*• 

gehSren. 

Es  sei 

nim 

D» 

=  +1; 

dann  ist 

15) 

?•..= 

0 

-V)0 

=  CO 

nnd 

16) 

Qi'  =  - 

A 

'+r,*) 

Der  äussere  Poteif^kreis  besitzt  also  einen  unendlich  grossen  Badins. 
Dies  ist  aber  nur  möglich,  wenn  entweder  der  Mittelpunkt  der  Kreise 
im  Endlichen  und  alle  Punkte  der  Kreise  im  Unendlichen  der  Ebene 
liegen;  oder  aber,  wenn  der  Mittelpunkt  im  Unendlichen  liegt  und 
dann  der  Kreis  in  eine  Gerade  übergeht,  die  mit  ihren  Punkten  teil- 
weise im  Endlichen  oder  auch  ganz  im  Unendlichen  liegt  Da  aber 
die  beiden  Schnitte  s  der  Kreise  ib^  und  k^  auch  auf  dem  Potenzkreise 
liegen,  so  geht  in  diesem  Fall  der  Potenzkreis  in  die  den  Kreisen 
ifcj  und  k^  gemeinsame  Sehne  über.  Da  »u  =»  +1,  so  ist  p^^  =•  pj* 
und  wir  haben: 

11)  Der  Ort  alle  Punkte  in  der  Ebene  zweier  Kreise, 
welche  in  Bezug  auf  diese  Kreise  gleiche  und  gleich- 
artige Potenzen  besitzen,  ist  die  gemeinsame  Sehne  der 
beiden  Kreise.  Wir  heissen  diese  Sehne  die  Potenzlinie 
der  beiden  Kreise. 

Oder  auch,  da  p^^  »p,*  und  p^  '^^  p^  ist,  nach  den  Sätzen  4) 
und  5). 

12)  Der  Ort  aller  Punkte,  von  denen  aus  an  zwei 
Kreise  gleich  lange  Tangente  und  kleinste  Sehne  gehen, 
ist  die  gemeinsame  Sehne  der  beiden  Kreise. 

Der  Aehnlichkeitspunkt  c^g  für  t^j^  »  —  1  liegt  in  der  Mitte  der 
beiden  Kreise  k^  und  k^  und  in  diesem  Fall  ist 

Pi^ P%^ 
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ateo  die  tJutfiatf  Wcfie  rga  ^  ^ 

lZ}I}eT  Ort  all  derjeKifesPsskt«  im  derEbeme  zweier 
Kreife,  tob  demes  aas  as  dea  eiaeB  Kreis  bezieUieh 
TangeBteii  oder  kleift§te  halbe  SebBea  gebe«,  diebeziek- 
Heb  gleicb  fiad  dea  kleiastea  Sebaea  oder  Taageatea 
aa  dea  aadera  Kreis,  ist  eia  Kreii  der  darcb  dieScbaitt- 
poakte  der  beidea  Kreise  gebt  aad  dessea  Mittelpaakt 
die  Ceatralliaie  dieser  zvei  Kreise  kalbirt. 

2n  sei  9^  »  ±  -,  alsdana  bat  man  ans  Glekkai^  IB): 

und 

»»)  *'---  (r.+r,)* 

Die  Radien  dieser  Kreise  bezeichnen  wir  mit  MU^^  und  £t.,.    Es  ist 
also: 


19)  .  „ 

und  die  Hittelponkte  seien  mit  A^^  nnd  J^^  bezeichnet  Da  in  diesem 
Fall  Fig,  3.  die  Proportionen 

Ä?i  Alf  :  k^A^g  ^  r^ir^  ='  k^s:  k^s 
und 

richtig  sind,  so  folgt  ans  einem  bekannten  Satze  des  Dreiecks,  dass 
dur  Radius  Äa,.  —  A^^s  den  Aussenwinkel  nnd  Ä„  =  J^i»  den  Innen- 
winkel bot  «  des  Dreiecks  k^k^s  halbirt.  Es  sind  also  die  Radien 
i1ii#  und  J^^s  zu  einander  normal.  Es  schneiden  sich  also  die  Kreise 
/li,  und  ./,!  rechtwinklig.  Ebenso  halbirt  jeder  dieser  Potenzkreise 
den  Winkel,  nnter  dem  sidi  ^  nnd  k^  schneiden^). 

Aus  all  dem  fliessen  nachfolgende  Sätze: 

14)  Dor  Ort  all'  der  Punkte,  von  denen  aus  an  zwei 
Kroiso   Tangenten    oder  halbe   kleinste   Sehnen   gehen, 

1)  Wir  asgon,  Ewei  Ereile  ki  nnd  k^  schneiden  sich  unter  dem  Winkel 
fii  wenn  dio  Radien,  welche  nach  dem  einen  Schnittpunkte  der  beiden  Kreise 
goheoi  den  Winkel  o  einschliessen. 
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deren  Quadrate  sich  verhalten  wie  die  Badien  dieser 
zwei  Kreise,  ist  ein  Kreis,  welcher  durch  die  Schnitte 
der  beiden  Kreise  hindurch  geht  und  dessen  Mittelpunkt 
die  Centrailinine  nach  dem  äussern  Yerhftltniss  teilt, 
das  gleich  ist  dem  Yerhältniss  der  Badien  der  zwei 
Kreise. 

16)  Der  Ort  der  Punkte,  von  denen  aus  nach  zwei 
Kreisen  Tangenten  oder  kleinste  halbe  Sehnen  nach  dem 
einen  Kreise  gehen,  deren  Quadrate  sich  verhalten 
zu  den  Quadraten  der  kleinsten  halben  Sehnen  oder  Tan- 
genten, die  nach  dem  andern  Kreise  gehen,  wie  die  Ba- 
dien der  beiden  Kreise,  ist  ein  Kreis,  der  durch  die 
Schnittte  der  beiden  Kreise  hindurch  geht  und  dessen 
Mittelpunkt  die  Centrallinie  der  zwei  Kreise  nach  dem 
innern  Yerhältniss  teilt,  das  gleich  ist  dem  Yerhältniss 
der  beiden  Badien. 

16)  Biese*  beiden  Ortskreise  in  Satz  14)  und  15) 
schneiden  sich  rechtwinklig  und  wir  heissen  sie  deshalb 
orthogonale  Potenzkreise. 

17)  Jeder  der  beiden  orthogonalen  Potenzkreise 
zweier  Kreise  schneidet  diese  unter  gleichen  Winkeln, 
d.  h.  halbirt  den  Winkel  unter  dem  sich  diese  Kreise 
schneiden. 

Die  Mittelpunkte  der  beiden  orthogonalen  Potenzkreise  zweier 
Kreise  heissen  wir  die  Hauptähnlichkeitspunkte. 

Es  ist  hier  wichtig,  die  speciellen  Formen  der  Kreise  k^  und  k^ 
selbst  zu  betrachten. 

Es  sei  1)  r^  »  r^,  dann  folgt  aus  Gleichung  17),  dass 

Äa,.«oo    und    RiJ=^^^1''^\ 

In  diesem  Fall  geht  also  der  äussere  orthogonale  Potenzkreis  in  die 
Potenzlinie  der  beiden  Kreise  und  der  innere  in  den  der  Potenzlinie 
beigeordneten  Potenzkreis  über. 

Es  seien  2)  die  beiden  Kreise  h^  und  k^  concentrisch,  d.  h. 

Ci8=0 

80  folgt,  da  h^A^^  h^i%y  d&ss 
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und  ebenso 
d.  h. 

18)  Die  beiden  Hauptähnlichkeitspunkte  bei  zwei 
concentrischen  Kreisen  fallen  mit  dem  Centrum  der  bei- 
den Kreise  zusammen.  Die  Badien  der  beiden  orthogo- 
nalen Potenzkreise  sind  gegeben  durch 

20)  \ 

Es  sei  3)  der  Radius  der  Kreise  k^  gleich  Null,  d.  h.  es  redudre  sich 
der  Kreis  k^  auf  einen  Punkt,  dann  ist 

und 

Ic^Jii :  ÄTj  J^j  =  0 :  r. 
Also 

19)  Zu  einem  Kreise  und  einem  Punkt  lässt  sich  immer 
der  Punkt  als  der  äussere  und  innere  Hauptähnlichkeits- 
punkt  ansehen.  Die  Radien  der  beiden  orthoganalen 
Potenzkreise  sind  gegeben  durch 

21)  i?«..«  =  Ä,.  =  0, 

d.  h.  der  Punkt   repräsentirt  selbst  diese  beiden  ortho- 
gonalen Potenzkreise. 

Es  degenerire  4)  der  eine  Kreis  in  eine  Gerade  mit  ihr  an  end- 
lich und  unendlich  fernen  Punkten,  so  ist  r^  z.  B.  gleich  oo,  also 
auch  Ci2,  und  zwar  kann  man  zunächst  c^^  «  r-\~8  setzen.  Setzen 
wir  allgemein  in  der  Proportion 

und 

den  Wert  c^g  =  r^,  so  folgt 

Oder: 

k,Aa  = ^—T^    and       k,J» ^—r^ 
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nnd  die  Radien  sind 
Oder  anch: 


Setzen  wir  schlieBslich  r,  =  oo,  so  folgt: 

und 

22)  Ä«..»  =3  2r,(«+r,);    'ä...«  -  ~  2r,(J-r,). 

Es  ist  leicht  zu  erkennen,  dass  d  gleich  ist  dem  Normalabstand  des 
Hittelpunktes  k^  von  der  Geraden.  Aus  diesen  Gleichungen  fliesst 
der  folgende  Satz: 

20)  Fällt  man  in  der  Ebene  eines  Kreises  nnd  einer 
Geraden  den  zu  dieser  normalen  Barchmesser,  so  sind 
dessen  beide  Ecken  als  die  Hauptähnlichkeitspunkte  zu 
dem  Kreise  und  der  Geraden  anzusehen.  Insbesondere  ist 
deir  Endpunkt,  welcher  yom  Mittelpunkt  des  Kreises  aus 
nicht  in  derselben  Richtung  liegt  wie  die  Gerade,  als 
der  äussere  und  der  andre,  der  also  in  derselben  Rich- 
tung liegt,  als  der  innere  Hauptähnlichkeitspunkt  anzu- 
sehen. Die  Radien  der  beiden  Potenzkreise  sind  durch 
die  GljBichungen  22)  gegeben. 

Hieraus  fliesst  der  folgende  Satz: 

21)  Beschreibt  man  aus  den  Endpunkten  des  Durch- 
messers eines  Kreises  der  zu  einer  Geraden  normal  steht 
und  beschreibt  man  aus  den  beiden  Endpunkten  dieser 
Durchmesser  die  zwei  Kreise,  welche  durch  die  zwei 
Schnittpunkte  jener  Kreise  mit  der  Geraden  gehen,  so 
schneiden  sich  diese  rechtwinklig  und  jeder  von  ihnen 
halbirt  den  Winkel,  unter  dem  sich  jener  Kreis  und  die 
Gerade  schneiden. 

r  « 
Es  sei  3)  »,,  «=  ±  -^»  alsdann  ergiebt  sich  aus  Gleichung  13): 
**« 
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23) 


P^..^==W-^2+-2)2 


7>1*:P2*  =  V-V 


Da  in  diesem  Fall  die  Proportion 

übergeht  in 

so  folgen  di^  Sätze: 

22)  Der  Ort  all'  der  Punkte  in  der  Ebene  zweier 
Kreisen,  von  denen  ans  an  beide  Kreise  Tangenten  oder 
halbe  kleinste  Sehnen  gehen,  die  sich  terhalten  wie  die 
Radien  der  Kreise,  ist  ein  Kreis,  der  durch  die  Schnitt* 
punkte  der  beiden  Kreise  hindurch  geht  und  dessen  Mit- 
telpunkt die  Centrallinie  beider  Kreise  nach  dem  äus- 
sern Yerhältniss  teilt,  das  gleich  ist  dem  Yerhältniss 
der  Quadrate  der  Radien  der  beiden  Kreise. 

23)  Der  Ort  all'  der  Punkte  in  der  Ebene  zweier 
Punkte,  von  denen  aus  an  den  einen  Kreis  Tangenten 
oder  halbe  kleinste  Sehnen  gehen,  die  sich  verhalten  zu 
den  halben  kleinsten  Sehnen  oder  Tangenten,  welche 
von  ihnen  an  den  andern  Kreis  gehen,  wie  die  Radien  der 
beiden  Kreise,  ist  ein  Kreis,  dessen  Mittelpunkt  die 
Centrallinie  beider  Kreise  nach  dem  innern  Yerhältniss, 
gleich  dem  Yerhältniss  der  (Quadrate  der  beiden  Radien 
teilt 

Diese  Kreise  und  ihre  Mittelpunkte  bezeichnen  wir  beziehlich 
mit  IK]2  ^^<^  3i2  ^i^d  '^^  Radien,  deren  Werte  durch  Gleichungen 
23)  gegeben  sind,  mit  Stai,  und  91^.^. 

Setzt  man  endlich  4)  v  «  ±  -^»  so  erhält  man  Resultate,  welche 

den  obigen  analog  sind  und  somit  leicht  weiter  verfolgt  werden  können. 

Bemerkung.  Bei  den  bisherigen  Beobachtungen  tiber  doi 
Potenzkreis  zweier  Kreise  wurde  immer  stillschweigend  vorausgesetzt, 
dass  sich  die  beiden  Kreise  h^  und  h^  in  reellen  Punkten  schneiden. 
Dieser  Schnittpunktenpaar  war  aber  bei  der  Herleitnng  der  Potenz- 
kreiso  als  Ortskreis  ohne  Einfluss.  Hieraus  folgt  sogleich,  dass  alle 
Sätze  über  Potenzkreise  im  allgemeinen  gelten,  sowol  bei  Potenzen 
die  zu  zwei  sich  in  reellen  Punkten,  als  zu  zwei  sich  nicht  in  reellen 
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Punkten  schneidenden  Kreisen  geh{^end.  Bei  Pot^izkreisen  beson- 
derer Natur  werden  sich  einige  Modificationen  ergeben,  die  wir  am 
geeigneten  Orte  betrachten,  was  z.  B.  bei  den  orthogonalen  Potenz- 
kreiseii  der  Fall  ist 


Nehmen  wir  zn  den  Kreisen  h^  nnd  k^  noch  den  Kreis  k^  hinzu. 
Es  sei  zn  h^  und  h^  der  Potenzkreis  a^  mit  dem  Potenzverhältniss 
«3,  zn  k^  und  h^  der  Potenzkreis  o,  mit  dem  RPotenzverhältniss  v^ 
und  endlich  zu  k^  nnd  h^  der  Potenzkreis  a^  mit  dem  Potenzver- 
haltniss  «8  gegeben.  Die  zwei  Potenzkreise  %  und  a^  schneiden  sich 
in  dem  Punktepaar  P.  Die  Potenzen  des  einen  Punktes  P  in  Bezug 
auf  die  drei  Kreise  h  seien  p^^  p^\  p^*.    Es  ist  alsdann: 

P«*  ^'       Pl 

und  das  Potenzverhftltniss  in  Bezug  auf  k^  nnd  k^  sei  93',  dann  ist 

Der  Potenzkreis  03',  der  dem  Potenzverhaltniss  V3'  entspricht,  geht 
also  auch  durch  den  Punkt  P.  Wir  setzen  daher  v^ « t^^'  und 
haben  so  ^ 

Bei  dieser  Bestimmung  entspricht  auch  dem  zweiten  Punkte  P  das 
Yerhftltniss  «3  und  es  gehen  also  bei  dieser  Annahme  die  drei  Potenz- 
kreise a  durch  dasselbe  Punktepaar  P  und  ihre  Mittelpunkte  a  liegen 
auf  einer  Geraden  —  der  Aehnlichkeisaxe. 

Aus  diesen  fliessen  folgende  Sätze: 

24)  Sind  in  der  Ebene  drei  Kreise  beliebig  gelegen, 
und  man  bestimmt  zu  je  zweien  einen  beliebigen  Potenz- 
kreis, jedoch  so,  dass  das  Product  der  zugehörenden 
Potenzverhältnisse  gleich  der  positiven  Einheit  ist,  so 
schneiden  sich  die  drei  Potenzkreise  in  demselben 
Punktepaar. 

In  andere  Fassung  gebracht,  heisst  dieser  Satz: 

25)  Schneidet  man  das  Centraldreieck  k^k^k^  dreier 
Kreise  durch  ein«  beliebige  Gerade  in  den  Punkten  %, 
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ds,  o,  nnd  beschreibt  man  beziehlich  am  diese  Punkte  als 
Mittelpunkte  Kreise,  so  dass  a^  durch  das  Schnittpunk- 
tenpaar der  Kreise  h^  und  k^^  a^  durch  das  der  k^  und  h^^ 
und  endlich  o,  durch  das  der  \  und  ^^29  so  schneiden  sich 
diese  Kreise  in  demselben  Punktepaar. 

Das  Punktepaar  P,  in  dem  sich  irgend  drei  Potenzkreise  dreier 
Kreise  schneiden,  heissen  wir  Potenzpunktenpaare. 

Da  durch  den  beliebig  gewählten  Punkt  P  und  die  zwei  Schnitt- 
punkte der  Kreise  h^  und  h^  der  Potenzkreis  o,  bestimmt  ist  und 
zwar  eindeutig,  ebenso  Oj  und  o,,  so  folgt: 

26)  Jeder  Punkt  der  Ebene  dreier  Kreise  kann  als 
Potenzpunkt  aufgefasst  werden,  und  ihm  ist  immer  ein 
zweit.er  Punkt  als  Potenzpunkt  conjugirt  Durch  den 
einen  von  den  Punkten  eines  Potenzpunktepaares  ist 
immer  der  andere  besimmt  und  zwar  nur  auf  eine  Weise. 

Gonsommiren  wir  zu  den  drei  äussern  Potenzkreisen  Oj,  o,,  oj, 
derselben  Aehnlichkeitsaxe  die  beigeordneten  innem  «7i,  J«,  J^^  so 
hat  man  nach  der  Belation  24): 

(+t,,).(+f;,).(+r,)  «  +1;         (+t,J.(-i;,).(-t,3)  «  +1 
(-«'i).(+t'8).(-t;8)  «  +1;         (-ri).(~t,,).(+i;3)  =  +1 

Hieraus  folgt: 

27)  Gehen  drei  Potenzkreise  durch  dasselbe  Punkte- 
paar, so  bilden  diese  mit  den  drei  be^igeordneten  Potenz- 
kreisen sechs  Kreise,  von  denen  einmal  je  die  drei  äus- 
sern und  dreimal  je  ein  äussrer  mit  den  zwei  nicht  bei- 
geordneten innem  je  durch  dasselbe  Potenzpunktepaar 
gehen. 

Gehen  wir  nun  zu  den  speciellen  Fällen  über.  Es  sei  v^^-\-l. 
In  diesem  Fall  geht  03  in  die  Potenzlinie  der  Kreise  h^  und  ^^2  ^^^9 
und  wir  haben: 

28)  Schneidet  man  das  Centraldreieck  dreier  Kreise 
mit  einer  beliebigen,  jedoch  einer  der  drei  Central- 
linien  parallelen  Geraden  und  beschreibt  um  die  Schnitt- 
punkte der  beiden  übrigen  Centrallinien  mit  dieser  Ge- 
raden als  Mittelpunkte  Kreise,  welche  beziehlich  durch 
die  Schnittpunktepaare  der  zugehörenden  zwei  der  drei 
gegebenen  Kreise  gehen,  so  schneiden  sich  diese  zwei 
Kreise  in   zwei   Punkten,    die   auf  der   Potenzlinie   der 
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swei    Kreise    liegen,    deren    Mittelpunkte  auf    der  mit 
der  Geraden  parallelen  Centrallinie  liegen. 

Es  sei  «2  —  t2|  =  -fl;  dann  ist  auch  y^  «  -}*1  und  alle  drei 
Äussern  Potenzkreise  gehen  in  die  Potenzlinie  je  zweier  der  drei  Kreise 
Aber.  Da  die  Belation  24)  erfüllt  ist,  so  müssen  sich  also,  die  drei 
Potenzlinien  dreier  Kreise  in  demselben  Ponktepaar  schneiden.  Da 
sich  zwei  Gerade  mit  ihren  endlichen  Teilen  nur  in  einem  ihrer  end- 
lichen Punkte  schneiden  kOmien,  so  muss  der  zweite  Schnittpunkt 
auf  ihren  unendlich  fernen  Teilen  liegen,  und  wir  haben: 

29)  Die  drei  Potenzlinien,  die  zu  je  zwei  von  drei 
Kreisen  gehören,  schneiden  sich  in  zwei  Potenzpunkten, 
von  denen  der  eine  im  allgemeinen  im  Endlichen  und 
der  zweite  immer  im  Unendlichen  der  Ebene  liegt.  Wir 
heissen  den  im  Endlichen  liegenden  Potenzpunkt  den 
Hauptpotenzpunkt  und  bezeichnen  ihn  mit  9r. 

Da  für  den  Hauptpotenzpunkt  alle  Potenzverhaitnisse  gleich  der 
positiven  Einheit,  so  folgt: 

30)  Liegt  der  Hauptpotenzpunkt  innerhalb  oder  aus- 
serhalb einer  der  drei  Kreise,  so  liegt  er  im  Innern 
oder  Aeussern  aller  drei  Kreise, 

oder  auch: 

30)  In  der  Ebene  dreier  Kreise  giebt  es  einen  im  End- 
lichen liegenden  Punkt,  von  dem  aus  an  alle  drei  Kreise 
entweder  gleiche  Tangenten  oder  gleiche  halbe  kleinste 
Sehnen  gehen. 

Beschreiben  wir  um  den  Hauptpotenzpunkt  s  mit  diesen  Tan- 
genten oder  Sehnen  als  Radius  den  dadurch  bestimmten  Kreis,  so 
folgt: 

31)  In  der  Ebene  dreier  Kreise  l&sst  sich  immer  ein 
solcher  Kreis  beschreiben,  der  entweder  alle  drei  Kreise 
rechtwinklig  und  folglich  auch  von  allen  drei  Kreisen 
rechtwinklig,  oder  aber,  wenn  dies  nicht  möglich,  von 
allen  drei  Kreisen  über  seinem  Durchmesser  geschnitten 
wird.  Der  Mittelpunkt  dieser  Kreise  ist  der  Haupt- 
potenzpunkt dieser  drei  Kreise. 

Diesen  Kreis  mit  dem  Mittelpunkt  n  heissen  wir  den  Ortho- 
gonalkreis der  drei  Kreise  h,  und  wir  sagen  auch:  Jeder  Kreis, 
der  einen  zweiten  entweder  rechtwinklig  oder  über  seinem 
T«n  Lvn.  2 
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Darchmesser  schneidet,  habe  diesen  zweiten  Kreis  za 
seinem  Orthogonalkreis. 


wir  »1  =  4-1;  »2  =  ^3  =  — 1,  so  folgt,  dass  sich  die 
Potendinien  k^  und  k^  wie  die  zn  den  zwei  andern  Potenzlinien  bei- 
geordneten innem  Potenzkreise  in  demselben  Pnnktepaar  schneiden 
nnd  hieraus  folgt: 

32)  Anf  jeder  Potenzlinie  von  zwei  zu  drei  Kreisen 
giebt  es  je  zwei  Punkte,  von  denen  ans  an  die  znr  Potenz- 
linie gehörenden  zwei  Kreise  ebenso  lange  Tangenten 
oder  halbe  kleinste  Sehnen  gehen,  wie  an  den  dritten 
Kreis  kleinste  halbe  Sehnen  oder  Tangenten. 

Setzen  wir 
so  ist: 

Hieraus  ergiebt  sich: 

33)  Drei  Kreise  einer  Ebene  besitzen  sechs  ortho- 
gonalePotenzkreise  und  sechs  Hauptähnlichkeitspunkte. 
Von  diesen  liegen  vier  mal  je  drei  auf  einer  Geraden  — 
den  Hauptähnlichkeitsaxen  und  zwar  einmal  je  die  drei 
äussern  und  dreimal  je  ein  äusserer  mit  den  zwei  nicht 
beigeordneten  innem.  Von  den  orthogonalen  Potenz- 
kreisen gehen  somit  auch  yiermal  je  drei  durch  dasselbe 
Hanptpotenzpunktepaar  und  zwar  je  die  drei  äussern 
und  je  ein  äusserer  mit  den  zwei  nicht  zugehörenden 
innem. 

Aehnlich  verhält  es  sich  mit  den  oben   betrachteten   Kreisen 

8j,y  und  3aE,y. 

c)   lieber  Kreisechaaren. 

Schneiden  sich  die  zwei  Kreise  h^  und  k^  (Fig.  4.)  in  dem  Punkte- 
paar 8  und  sei  k^  ihre  Potenzlinie  oder  gemeinsame  Sehne.  Fällt 
man  aus  irgend  einem  Punkte  p  derselben  die  Tangenten  t^  nnd  i« 
nach  den  Kreisen  k^  und  A^,  so  ist 
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Beschreiben  wir  nm  p  mit  dem  Radius  t  den  Kreis  p,  so  schneidet 
dieser  die  beiden  Kreise  k^  und  h^  rechtwinklig;  halten  wir  die  Kreise 
^1  and  p  fest  nnd  lassen  h^  in  irgend  einen  andern  durch  die  Punkte 
8  hindurch  gehenden  Kreis  übergehen,  so  ist  für  jeden  beliebigen 
dieser  Kreise  hn  die  Gerade  h  die  Potenzlinie  zu  h^  und  kn.  Es 
schneidet  also  auch  der  Kreis  p  den  beliebig  gewählten  Kreis  kn  recht- 
winklig. Alle  Kreise  An,  welche  durch  das  Punktepaar  a  hindurch 
gehen,  heisstman  eine  Kroisschaar.  Die  Mittelpunkte  der  Kreise 
derselben  liegen  auf  der  Geraden  2;^,  ä^,  die  wir  Axe  heissen.  Da 
jeder  Punkt  der  Axe  nur  Mittelpunjct  eines  Kreises  hn  ist,  der  den 
Kreis  hn  rechtwinklig  schneidet,  so  folgt: 

34). All«  Kreise,  welche  einen  Kreis  rechtwinklig 
schneiden  und  ihre  Mittelpunkte  auf  einer  bestimmten 
Geraden  haben,  bilden  eine  Kreisschaar.  Die  beiden 
Grandpunkte  a  der  Schaar  liegen  auf  einer  Geraden, 
welche  durch  den  Mittelpunkt  jener  Kreise  geht  und  zur 
Axe  der  Schaar  normal  steht.  Diese  Gerade  ist  die  Po- 
tenzlinie der  Schaar,  oder  der  Kreis  derselben,  welcher 
in  eine  Gerade  mit  ihrem  endlichen  und  unendlichen 
Teil  übergeht 

Nehmen  wir  aber  in  Fig.  4.  den  Punkt  p  nicht  ausserhalb  der 
beiden  Grundpunkte  9,  vielmehr  zwischen  denselben  in  p'  an,  so 
gehen  yonp'  keine  Tangenten  als  vielmehr  die  kleinsten  halben  Sehnen 
&j^  und  iSJn«  Beschreiben  wir  um  p'  mit  diesen  Sehnen ,  als  Badius 
den  dadurch  bestimmten  Kreis,  so  wird  dieser  sowol  durch  h^  wie  h^ 
über  seinem  Durchmesser  geschnitten.  Durch  vollständig  gleiche 
weitere  Betrachtungen  wie  oben,  ergiebt  sich: 

35)  Alle  Kreise,  welche  ihre  Mittelpunkte  auf  einer 
Geraden  haben  und  einen  Kreis  über  seinem  Durch- 
messer schneiden,  bilden  eine  Kreisschaar.  Die  Potenz- 
linie derselben  geht  durch  die  Kreise,  welche  von  allen 
der  Schaar  über  ihrenDurchmessern  geschnitten  werden. 

Beschreiben  wir  aus  all  den  Punkten  p  der  Potenzlinie  /^g  die 
Kreise,  welche  den  Kreis  h^  und  folglich  alle  Kreise  hn  rechtwinklig 
schneiden,  so  bilden  diese  nach  Satz  34)  eine  neue  Kreisschaar,  die 
wir  die  der  ersten  conjugirte  Schaar  nennen.  Hieraus  folgt 
sogleich: 

36)  Von  zwei  einander  conjugirten  Schaaren  ist  die 
Potenzlinie  der  einen  die  Axe  der  andern. 

Wir  haben  die  erste  Schaar  in  Fig.  4.  definirt  als  die  Gesamrat- 

2* 
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heit  aller  Kreise,  welche  durch  zwei  Punkte  s  gehen.  Die  zweite 
Schaar  hat  nnn  aber  die  Eigenschaft,  keine  zwei  solche  (reelle) 
Grondpunkte  zu  besitzen,  d.  h.  von  dieser  Schaar  schneiden  sich 
zwei  Kreise  in  zwei  (reellen)  Punkten.  Um  dies  einzusehen,  hat  man 
nur  zu  zeigen,  dass  es  zwei  Kreise  der  Schaar  so  giebt,  die  sich 
nicht  schneiden.  Betrachten  wir  die  Grundpunkte  s  der  ersten  Schaar 
als  Kreise  vom  Radius  NuU,  so  sind  dies  Kreise  p^  welche  jeden  Kreis 
kn  rechtwinklig  schneiden,  und  sind  somit  als  Kreise  der  zweiten 
Schaar  zu  nehmen.    Hieraus  folgt: 

37)  Von  zwei  conjugirten  Kreiss&haaren  besitzt  die 
zweite  die  Grundpunkte  der  ersten  als  Kreise  ihrer 
Schaar  mit  dem  Badius  gleich  Null.  Wir  heissen  diese 
Punkte  deshalb  Grenzkreise  der  zweiten  Schaar. 

Nehmen  wir  von  der  einen  von  den  beiden  coigugirten  Kreis- 
schaaren  zwei  Kreise  heraus,  so  folgt: 

38)  Alle  Kreise,  welche  zwei  Kreise  reehtwinklig 
schneiden,  bilden  eine  Kreisschaar,  deren  Axe  die  Po- 
tenzlinie jener  zwei  Kreise  ist. 

Nehmen  wir  zwei  der  Kreise  p,  welche  von  allen  Kreisen  der 
Schaar  kn  über  ihren  Durchmessern  geschnitten  werden,  so  folgt  um- 
gekehrt: 

39)  Alle  Kreise,  welche  zwei  Kreise  über  ihren 
Durchmessern  schneiden,  bilden  eine   Kreisschaar. 

Nehmen  wir  endlich  einen  Kreis  jp,  welcher  von  allen  Kreisender 
Schaar  kn  rechtwinklig,  und  einen  Kreis  2>i9  welcher  von  allen  Kreisen 
kn  über  seinen  Durchmessern  geschnitten  werden,  so  folgt  umgekehrt: 

40)  Alle  Kreise,  welche  einen  Kreis  rechtwinklig  und 
einen  zweiten  über  seinen  Durchmesser  schneiden,  bil- 
den eine  Kreisschaar. 

Die  drei  letzteren  Sätze  38) — 40)  lassen  sich  im  folgenden  zu- 
sammen fassen: 

41)  Alle  Kreise,  welche  zwei  Kreise  zu  Orthogonal- 
kreisen  besitzen,  bilden  eine  Kreisschaar. 

Bei  den  Kreisen  p  liegen  die  Grundpunkte  a  vom  Mittelpunkte  p 
in  derselben,  bei  den  Kreisen  p^  aber  in  entgegengesetzter  Bichtung. 
Bezeichnen  wir  die  Badien  dieser  Kreise  mit  r  und  r^,  so  folgt  aus 
dem  Begriff  der  Potenz,  wenn  wir  diese  beiden  Grundpunkte  zur 
Unterscheidung  mit  r^  und  r,  bezeichnen,  für  den  Kreis  p 
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und  fbr  den  Kreis  pi  ergiebt  sich 

Hieraas  folgt,  in  beiden  Kreisen  liegt  der  eine  Omndpünkt  innerhalb 
und  der  andre  ausserhalb.  .  Die  beiden  Punkte  heissen  wir  sowol  in 
Bezug  auf  den'  Kreis  p  wie  p^  polarreciproke  Punkte.  Hieraus 
ergiebt  sich  sogleich: 

42)  Jeder  Durchmesser  eines  Kreises  schneidet  einen 
zweiten  Kreis  in  einem  Paar  polarreciproker  Punkte  in 
Bezug  auf  den  ersten  Kreis,  wenn  dieser  in  Bezug  auf 
den  zweiten  Kreis  ein  Orthogonalkreis  ist  und  umgekehrt. 

43)  Jeder  Kreis,  der  durch  zweipolarreciprokePunkte 
eines  Kreises  geht,l>esitzt  diesen  zum  Orthogonalpunkt 

Beachten  wir  obige  Relationen  und  den  Satz  7),  so  folgt: 

44)  Durch  zwei  Paar  gleichartige  polarreciproke 
Punkte  eines  Kreises  geht  immer  ein  Kreis,  der  jenen 
Kreis  zum  Orthogonalkreis  hat 

Lassen  wir  von  zwei  Kreisen  den  einen  in  einen  solchen  mit 
dem  Badius  Null  und  in  einen  Punkt  übergehen,  so  folgt  aus  Lehr- 
sate  42): 

45)  Alle  Kreise,  welche  durch  einen  Punkt  gehen  und 
einen  Kreis  zum  Orthogonalkreis  haben,  bilden  eine 
Krefsschaar. 

Haben  wir  einen  Kreis  k^  und  zwei  Punkte  Je^  und  ibj,  so  folgt 
aus  Satz  30),  sobald  man  diese  Punkte  als  Kreise  mit  dem  Badius 
Null  ansieht: 

46)  Durch  zwei  Punkte  geht  immer  ein  Kreis,  welcher 
zu  einem  Kreis  Orthogonalkreis  ist 

und  aus  Satz  45): 

47)  Durch  zwei  Punkte  gehen  immer  zwei  Kreise, 
welche  einen  beliebigen  Kreis  zum  Orthogonalkreis  ha- 
ben. Der  eine  schneidet  diesen  über  seinemDurchmesser 
und  der  andre  rechtwinklig. 

Zu  zwei  Kreisen  haben  wir  durch  die  Sätze  38)— 42)  vier  ver- 
schiedene Kreisschaaren  kennen  gelernt,  n&mlich  1)  die  Schaar  der 
Kreise  die  jene  zwei  rechtwinklig,  '2)  die  Schaar  der  Kreise,  welche 
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jene  zwei  je  über  ihrem  Durchmesser,  3)  welche  den  ersten  recht- 
winklig und  den  zweiten  über  seinem  Durchmesser  schneidet.  Zu 
diesen  vier  Schaaren  gesellt  sich  noch  die  folgende,  welche  zn  jenen 
in  eigentümlicher  Beziehung  steht;  —  es  ist  dies  die  Schaar  der 
Kreise,  welche  durch  die  Mittelpunkte  der  beiden  Kreise  hindurch 
gehen. 

Wir  bezeichnen  die  Axe  dieser  Schaar  mit  grossen  Buchstaben, 
wie  wir  die  Mittelpunkte  der  Kreise  der  Schaaren  selbst  mit  den 
gleichnamigen  kleinen  Buchstaben  bezeichnen. 

Wir  bezeichnen  die  Kreise,  welche  die  zwei  Kreise  ik^  und  k^ 
rechtwinklig  schneiden,  mit  o^^^  ihre  Axe  somit  mit  O^s;  die  Kreise, 
welche  A;^  und  k^  über  ihren  Durchmessern  schneiden,  mit  4^2  und 
ihre  Axe  mit  Z>^;  die  Kreise,  welche  hj^  rechtwinklig  und  k^  über 
dem  Durchmesser  schneiden,  mit  di,2  und  die  Axe  mit  Ih,2  und  die 
Kreise,  welche  h^  rechtwinklig  und  den  Kreis  k^  über  dem  Durch- 
messer schneiden,  ndt  <22,i  vnd  die  Axe  mit  Z^,i,  und  schliesslich 
die  Kreise,  welche  durch  die  Mittelpunkte  von  k^  and  ^2  gehen,  mit 
9n^2  nud  ihre  Axe  mit  3^2* 

Es  schneide  der  beliebig  gewählte  Kreis  d^^  die  beiden  Kreise 
kl  und  k^  über  den  Durchmessern  s^Sj"  und  82^82%  dann  schneiden 
sich  diese  als  Potenzlinie  aufgefasst  im  Punkte  0^2  der  Potenzlinio 
O^.  Beschreiben  wir  den  Kreis  0^2  ^^^  ouj  so  ist  dieser  der  Ortho- 
gonalkreis zu  k^j  k2  und  <^29  ^^^  zwar  schneidet  er  alle  drei  recht- 
winklig. Schneiden  sich  03^2  und  di2  in  dem  Punktepaar  <{,  so  sind 
also  die  Winkel  Fig.  5. 

je  rechte  d.  h.  die  sechs  Punkte 

rfi2>    ^11    S>    0,2,    k^ 

liegen  auf  demselben  Kreise  m^2«  ^er  Mittelpunkt  m^t  liegt  also  mit 
den  Mittelpunkten  o^  und  ^2  ^^  derselben  Geraden  und  halbirt  die 
Centrallinie  o^s^*    Hieraus  folgt: 

48)  Die  Axen  der  Kreisschaaren,  deren  erste  zwei 
Kreise  rechtwinklig  und  deren  andere  dieselben  zwei 
Kreise  je  über  ihrenDurchmessern  schneidet,  liegen  zu 
der  Axe  der  Kreisschaar,  deren  Kreise  durch  die  Mit- 
telpunkte jener  zwei  Kreise  gehen,  symmetrisch.  In 
den  Schaaren  Oj2,  D^  und  3/^2  giebt  es  je  einen  Kreis, 
beziehlich  0^2,  ^21  ^21  welche  alle  drei  sich  in  demsel- 
ben Pnnktepaar  schneiden  und  wo  die  Mittelpunkte  0^2 


Digitized  by 


Google 


Affolter:  Zur  Geometrie  des  Kreises  und  der  Kugel  23 

and  di2  ^^^  einem  Darchmesser,  als  dessen  Endpunkte, 
des  Ereisea  m^  liegen. 

Drei  Kreise  0^2 »  ^  ^^d  «hg  9  welche  durch  dasselbe  Punkte- 
paar  9)  gehen,  heissen  wir  zusammengehörende  Kreise.  Die  Central- 
linie  k^k^  ist  Fig.  5.  die  allen  Kreisschaaren  O^^,  Z>i2  etc.  gemein- 
same Potenzlinie.  Die  Gerade  qq  schneidet  kjk^  in  dem  Punkte  St^g* 
Dieser  Punkt  ist  Punkt  gleicher  Potenzen  oder  Hauptpotenzpunkt  zu 
den  drei  Kreisen  o^^^  d^^  und  «742  ^^^  folglich,  da  er  auf  kjc^  liegt, 
zu  allen  Kreisen  der  drei  Schaaren  O^^,  Z>i29  ^n-  Ausserdem  ergiebt 
sich  wie  leicht  einzusehen,  dass  er  ausserhalb  der  endlichen  Strecke 
der  beiden  Mittelpunkte  h^  und  k^  liegen  muss.  Beschreiben  wir 
daher  um  SI12  als  Mittelpunkt  den  zugehörenden  Orthogonalkreis  zu 
den  drei  Kreisen  0^29  ^i  ^^^  ^a?  so  ist  dieser  Orthogonalkreis  in 
Bezug  auf  alle  Kreise  der  zugehörenden  Kreisschaaren  O^g«  As?  ^ii- 
Weil  der  Kreis  812  Orthogonalkreis  zu  allen  o^  ist,  so  ist  21^  einer 
der  Kreise  der  durch  k^  und  ^2  bestimmten  Kreisschaar.  um  nun 
den  Eadius  des  Kreises  812  zu  bestimmen,  setzen  wir  k^Htt  «=  y^ 
und  2^9i2  =  ^8,  so  ist 

wo  c^  *=  kjkf.    Es  sei  femer 

so  ist,  wenn  man  812  als  Potenzkreis  der  Kreise  k^  und  ^^2  auffasst, 
sein  Badius  nach  Gleichung  13)  gegeben  durch 

y)  ^-'- ö^;;7iip 

Da  nun  H^  den  Kreis  m^^  rechtwinklig  schneidet,  so  ist,  wenn  wir 
den  Kreis  wählen,  welcher  k^k^  zum  Durchmesser  hat;  oder  auch 
aus  dem  Begriff  der  Potenz: 

Ana  diesen  4  Gleicbungen  ergeben  sich  nnn  sogleich  die  folgenden 
Besoltate 

und  schliesslich 
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25)  P-..  =  «<...  =  i^5^ 

Ans  diesem  geht  herror,  dass  der  Kreis  H^^  identisch  mit  dem  oben 
betrachteten  Kreise  Ki)  ist.  Da  H^^  Hanptpotenzpnnkt  in  Bezug  anf 
alle  Kreise  a^^i  <^t  ^^^  ^i  üt,  so  folgt 

49)  Irgend  zwei  beliebig  gewählte  Kreise  o^  nnd  d^f 
schneiden  sich  in  zwei  Punkten,  durch  welche  immer 
einer  der  Kreise  m^^  geht.  Die  Potenzlinie  drei  solcher 
Kreise  teilt  immer  die  Centrallinie  der  zwei  Kreise  k^ 
und  k^  nach  dem  äusseren  Yerhältniss,  das  gleich  ist  dem 
Yerhältniss  der  Quadrate  der  Radien  der  beiden  Kreise 
k^  und  kf.  Dieser  Teilpunkt  ist  Mittelpunkt  eines  Krei- 
ses, der  zur  Schaar  der  Kreise  k^  und  k^  gehört  und  Or« 
thogonalkreis  ist  zu  allen  Kreisen  der  drei  Bchaaren 
^119  A»  und  M^f. 

Nehmen  wir  die  zwei  Kreisschaaren  Di,%  und  Z>2,i  und  be- 
trachten aus  jeder  dieser  Schaaren  je  einen  Kreis,  ausser  dass  sich 
diese  zwei  rechtwinklig  schneiden,  sonst  beliebig  gewählt  wie  in 
Fig.  6.,  so  erkennt  man,  dass  der  Mittelpunkt  di,^  auf  dem  Durch- 
messer Yon  kl  liegt,  über  welchem  d^.i  den  Kreis  k^  schneidet.  Es 
ist  also 

Ebenso  findet  man 

Z.di,2k^^i--9(fi 

Bezeichnen  wir  mit  q^  die  Schnittpunkte  von  cfi^s  und  </2,i,  so  sind 
die  Winkel 

^di,2qid%i^2(f> 

Es  liegen  also  die  sechs  Punkte 

di,2j    kj^\     *,1,     qi 

auf  einem  Kreise  fiiis  mit  <A,2,  dt,i  als  Durchmesser.    Wir  haben: 

50)  Die  beiden  Kreisschaaren  Z>i,2  undi)»,i  haben  ihre 
Axen  symmetrisch  gelegen  zur  Axe  der  Schaar  2^.  Je 
zwei  Kreise  di,2  nnd  d^ij  welche  sich  rechtwinklig  schnei- 
den, schneiden  sich  in  zwei  Punkten,  durch  welche  ein 
Kreis  m^  geht,  der  auch  die  Mittelpunkte  di,2  nnd  d2,i 
fasst.  Sobald  sich  dx,9  und  d2,i  rechtwinklig  schneiden, 
sind  ihre  Mittelpunkte  immer  die  Endpunkte  eines 
Durchmessers  eines  bestimmten  Kreises  m^g. 
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Durch  den  Obigen  ToUständig  analoge  Betrachtangen  ergiebt  sich: 

51)  Dnrch  die  zwei  Schnittpunkte»  in  denen  sich 
irgend  zwei  der  Kreise  di^z  und  d%i  schneiden,  geht 
immer  ein  Kreis  f»,s-  Die  Potenzlinie  dreier  solchen 
Kreise  teilt  in  ihrem  Schnitte  mit  der  Centrallinie  kih^ 
diese  nach  dem  inneren  Yerhältniss,  das  gleich  ist  dem 
Yerhältniss  der  Quadrate  der  Radien  der  beiden  Kreise 
k^  und  k^.  Dieser  Punkt  ist  Mittelpunkt  eines  Kreises, 
der  zu  allen  Kreisen  der  drei  Schaaren  M^^^  ^»2  und  D2A 
Orthogonalkreis  ist.   Diesen  Kreis  bezeichnen  wir  mit  Si^. 

52)  Der  Kreis  9u  wird  von  allen  Kreisen  der  Schaa- 
ren Oi29  JOti  ^ud  JM^f  rechtwinklig  und  der  Kreis  3ia  wird 
Yon  allen  Kreisen  der  Schaaren  2>i,2,  IhA  und  M^^  über 
seinem  Durchmesser  geschnitten.  Da  ^^  zu  oii'nicht 
Orthogonalkreis  sein  kann,  so  gehört  also  3^2  nicht  zu 
den  Kreisen  der  durch  k^^  und  k^  bestimmten  Kreisschaar. 
Die  beiden  Kreise  H^  und  3^2  schneiden  sich  auf  dem 
Kreise  m^a,  welcher  die  Centrallinie  kjc^  zum  Durch- 
messer hat 

Der  Radius  des  Kreises  ^  bestimmt  sich  somit  aus  Fig.  6.  mit 
HOlfe  des  letzten  Teils  des  obigen  Lehrsatzes  52)  wie  folgt  Es  ist, 
da  H^  den  Kreis  m^j  der  e^^  zum  Durchmesser  hat,  rechtwinklig 
schneidet: 

folglich  schliessUdi,  da 

und  die  tlbrigen  Werte  oben  bestimmt  sind,  so  folgt 

26)  "-im  • 

Nehmen  wir  zu  den  zwei  Kreisen  ib^und  k^  noch  den  Kreis  A;, 
hinzu,  so  erhalten  wir  zu  je  zwei  von  diesen  drei  Kreisen  fünf  Kreis- 
schamren,  ÜA  sind  Fig.  7. 

ö«,     O«,     Oai;    A„    D^,    D^^-, 
i>i,2,    jD2,8,    I%,i;    ^.1,    I%,a,    Ä.8. 

Es  sefaneideu  gi<^  nun  die  Axen  O  in  dem  Houptpotenzpunkt  U^ 
der  drei  Krefse^     Die  Axen  D^t  itnd  D^  scfaneUen  sich  in  dem 
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Punkte  J^^,  Dieser  Punkt  ist  also  Mittelpunkt  eines  Kreises, 
welcher  die  Ereispaare  k^  und  k^  wie  k^  und  k^  über  je  den  Durch- 
messern dieser  drei  Kreise  schneidet,  also  auch  insbesondre  die 
Kreise  k^  und  k^  d.  h.  durch  J^^s  E^^^  ^^^^  ^sv  -^^^  gleiche  Weise 
«findet  man,  dass  sich  je  9  mal  drei  der  fünfzehn  Axen  in  je  einem 
Punkte  schneiden.    Es  schneiden  sich  so  insbesondere: 

Ms  9    Ms  9    Ml  ^  d^™  Punkte  V129 


Da,    A», 

Al 

99 

99 

99 

^m 

0«,     0«, 

Om 

99 

9> 

99 

^m 

A,2,   2^8.2, 

0«! 

99 

99 

99 

^n,2 

^,8,   Dl,8, 

0« 

99 

99 

99 

^12,8 

■08.1,  -02,1, 

i>M 

99 

9> 

99 

-^28.1 

-ÖB.2,   ^.1, 

A, 

99 

99 

99 

^8.12 

i>l,8,  X>1,2, 

^a. 

99 

99 

99 

-^1,28 

-02,1,  -02,8, 

i>M 

99 

9> 

99 

-^2,81 

Da  die  Axen  M  zu  je  zwei  der  übrigen  symmetrisch  liegen,  so  folgt 
sogleich,  dass  von  diesen  9  Punkten  viermal  je  zwei  mit  V^^  auf 
derselben  Geraden  und  symmetrisch  liegen.  Es  liegen  mit  V^s&  sym- 
metrisch je  die  Punktepaare 

z^,88  IMld  i7jj,3;      z^i2,8  und  ^^8,12 
/^28,l  und    ^1,28',      ^81,2  und  /^2,81 

Componirt  man  die  diesen  9  Punkten  zugehörigen  Kreise,  so  folgt, 
dass  der  Kreis  V^^^  der  durch  die  Mittelpunkte  der  drei  Kreise  it|, 
^«9  ^  g^h^  je  durch  die  Schnittpunktenpaare  der  Kreise  geht,  die  zu 
diesen  vier  Punktenpaaren  gehören.  Auf  diese  Weise  entstehen  vier 
Kreistripel,  deren  Potenzlinien  je  die  Centrallinie  der  drei  Kreise  k^^ 
k^^  k^  nach  den  Sätzen  49) — 52)  in  den  Verhältnissen  teilten,  welche 
beziehlich  gleich  sind  den  Verhältnissen  der  Quadrate  der  Radien 
der  zugehörenden  .Kreise  k^^  k^  und  k^.  Die  Potenzlinie  zu.  den 
Kreisen 

1)  ^iW9  ^123  9    J^ias    geht  durch  «i,,  «23,  «si 

2)  ^1289   -^1.23,   -^28.1        „  „         3l2  9   8289   Ssi 

S)         ^1289    -^2.819    -^»»a  99  99  3l29    3«8  9    ^1 

4)      Fi,5,    z^8,12,  ^12,8       „  „         a«,  328  9  3dl 

Aus  all  dem  ergiebt  sich: 

53)  Zu  drei'  Kreisen,  in  derselben  Ebene  liegend, 
giebt  es  einen  Kreis,  welcher  durch  ihre  Mittelpunkte 
geht;  einen  Kreis,  der  sie  rechtwinklig,  und  einen,  der 
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sie  über  ihren  Dar chmessern  schneidet.  Es  giebt  ferner 
drei  Kreise  der  je  zwei  Yon  jenen  dreien  rechtwinklig 
und  den  dritten  je  ttber  seinen  Durchmesser  schneidet 
und  endlich  giebt  es  noch  drei  Kreise,  welche  je  zwei 
von  jenen  drei  über  ihren  Durchmessern  und  den  drit- 
ten rechtwinklig  schneiden.  Von  den  acht  letzton  sind 
viermal  je  zwei  so  einander  beigeordnet,  dass  sie  sich 
in  zwei  Punkten  d*es  ersteren  schneiden. 

Beachten  wir  nun  die  Ejreise  11^29  und  ^i^  mit  dem  Kreise 
^i2S9  so  ergeben  sich  die  folgenden  Sätze,  sobald  wir  uns  diese  drei 
Kreise  fest,  jedoch  h^,  Jc2y  k^  ia  der  Ebene  veränderlich  denken. 

54)  Alle  Kreise,  welche  einen.  Kreis  rechtwinklig 
schneiden  und  ihre  Mittelpunkte  auf  einem  zweiten 
Kreise  haben,  werden  von  einem  dritten  Kreise,  der 
zu  der  durch  jene  zwei  Kreise  bestimmten  Kreisschaar 
gehört,  je  über  ihren  Durchmessern  geschnitten. 

55)  Alle  Kreise,  welche  von  zwei  Kreisen,  vom  einen 
rechtwinklig  und  vom  anderen  über  ihren  Durch- 
messern geschnitten  werden,  haben  ihre  Mittelpunkte 
auf  einem  Kreise,  der  zu  der  durch  die  zwei  ersten  be- 
stimmten Kreisschaar  gehört. 

56)  Alle  Kreise,  welche  ihre  Mittelpunkte  auf  einem 
Kreise  haben  und  von  einem  zweiten'Kreise  über  ihren 
Durchmessern  geschnitten  werden,  schneiden  einen  drit- 
ten Kreis  rechtwinklig.  Diese  drei  Kreise  gehören  der- 
selben Kreisschaar  an. 

57)  In  allen  drei  vorhergehenden  Sätzen  liegt  der 
Mittelpunkt  des  Kreises,  auf  dem  die  Mittelpunkte  des 
veränderlichen  Kreises  liegen,  in  der  Mitte  der  Mittel- 
punkte der  zwei  übrigen  Kreise.  Die  gemeinsame  Po- 
tenzlinie der  drei  Kreise  teilt  immer  die  Centrallinie 
zweier  der  veränderlichen  Kreise  nach  dem  Verhält- 
niss,  das  gleich  ist  dem  Yerhältniss  der  Quadrate  die- 
ser zwei  Kreise. 


d)  Fortsetzung  der  Theorie  der  Potemspunkte  und  der  Fotemhreise. 

Es  sei  (Fig.  8.)  77  der  Orthogonalkreis  zu  den  drei  Kreisen  k^j 
i^,  X:^,  und  a^a,  o^S)  ^i  ^^  ^^^  tasseren  Potenzkreise,  welche  zur 
Aehnlichkeitsaxe  g^^^  gehören;  so  schneiden  sich  diese  drei  Kreise 
nach  Satz  24)  in  demselben  Potenzpunktenpaar  P.    Aus  dem  Begriff 


Digitized  by 


Google 


28  Affolteri    Zur  Geometrie  dks  Kreises  und  der  Kugel. 

der  Kreisschaaren  folgt  nan,  dass  U  der  Orthogonalkreis  zu  allen 
drei  Potenzkreisen,  wie  überhaupt  zu  allen  Potenzkreisen  ist  Hier- 
aus folgt: 

58)  Zwei  einander  conjugirte  Potenzpunkte  dreier 
Kreise  liegen  mit  dem  Hauptpotenzpunkt  derselben 
in  einer  Geraden  und  sind  in  Bezug  auf  den  Orthogo- 
nalkreis der  drei  Kreise  polar  reciproke  Punkte. 

• 

Lassen  wir  die  Aehnlichkeitsaxe  parallel  mit  sich  selbst  ver- 
schieben,  so  entsprechen  ihr  in  jeder  Lage  zwei  Potenzpunkte,  welche 
immer  in  der  durch  den  Hauptpotenzpunkt  hindurch  gehenden  zur 
Azenrichtung  normal  stehenden  Geraden  liegen  und  wir  haben: 

59)  Die  Potenzpunkte  allen  Aehnlichkeitsaxen  con- 
jugirt,  die  mit  einer  gegebenen  Richtung  parallel  sind, 
liegen  auf  der  Geraden,  welche  durchdenHauptpotenz- 
punkt  hindurch  geht  und  zur  Aehnlichkeitsaxenrich- 
tung  normal  ist. 

Haben  wir  irgend  zwei  Aehnlichkeitsaxen,  welche  sich  Fig,  9.  in 
dem  Punkte  N  schneiden,  so  bilden  also  ihre  coigugirten  Potenz- 
punkte zwei  Paar  reciproker  Punkte  in  Bezug  auf  den  Orthogonal- 
kreis n  und  liegen  ßomit  nach  Satz  43)  auf  einem  Kreise,  welcher 
n  zum  Orthogonalkreis  besitzt.  Da  die  beiden  Aehnlichkeitsaxen 
durch  die  Mitten  der  coi^ugirten  Punktepaare  gehen  und  zu  ihren 
Yerbindungsgeraden  normal  stehen,  so  folgt,  dass  ihr  Schnittpunkt  N 
der  Mittelpunkt  dieses  Kreises,  auf  dem  die  vier  Potenzpunkte  liegen, 
ist.  Auf  diesem  Kreise  liegen  somit  die  Potenzpunkte  aller  Aehn- 
lichkeitsaxen coiyugirt,  die  durch  den  Punkt  N  gehen.  Wir  heissen 
diesen  Kreis  den  Potenzpunktenkreis  des  Poles  N  oder  auch 
Kreis  N  und  wir  haben: 

60)  Die  Gesammtheit  der  Potenzpunkte,  welche  den 
Aehnlichkeitsaxen  conjugirt  sind,  die  durch  einen 
bestimmten  Pol  N  gehen,  bilden  einen  Kreis,  welcher 
den  Pol  ^zum  Mittelpunkt  und  den  Orthogonalkreis  U 
der  drei  Kreise  k  zum  gleichartigen  Orthogonalkreis 
hat. 

Unter  Beachtung  des  Satzes  45)  folgt: 

61)  Alle  Potenzpunktenkreise,  welche  durch  einen 
bestimmten  Punkt  gehen,  gehen  noch  durch  einen 
zweiten,  durch  den  dem  ersten  conjugirten  polar  reci- 
proken,  und  bilden  so  eine  Kreisschaar.  Diese  beiden 
Punkte  sindPotenzpunkte,  der  Axeder  P'otenzpunkten- 
kreisschaar  als  Aehnlichkeitsaxe  beigeordnet 
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Ferner  ist  ohne  weiteres  klar: 

62)  Jeder  Kreis,  der  den  Orthogonalkreis  11  dreier 
Ereisezum  Orthogonalkreis  hat,  ist  als  Potenzpunkten- 
kreis  dieser  drei  Kreise  anzusehen  und  jeder  Punkt  N 
ist  als  Mittelpunkt  eines  Potenzpunktenkreises  zu  be- 
trachten. 

Durch  Beachtung  der  Sätze  43)  und  61)  folgt: 

63)  Durch  zwei  beliebig  gewählte  Punkte  geht  nur 
ein  Potenzpunktenkreis.  Dieser  Kreis  geht  auch  durch 
die  den  zwei  Punkten  polarreciprok  entsprechenden 
Punkte. 

Zu  diesem  Satz  hat  man  nun  noch  folgende  Anwendung: 

Es  seien  in  der  Ebene  der  drei  Kreise  k^^  k^^  k^  noch  drei 
andere  beliebige  Kreise  (Fig.  10.)  gegeben,  diese  seien  K^j  K^y  K^. 
Bezeichnen  wir  das  Paar  Schnittpunkte,  je  zwei  der  drei  letzteren 
Kreise,  beziehlich  mit  «^g,  «93,  «si,  so  geht  durch  s^^  der  Potenz- 
punktenkreis Nif  in  Bezug  auf  die  drei  Kreise  A^,  X^,  X^,  durch  das 
Pünktepaar  s^  der  Kreis  N^.  Die  l)eiden  Poteuzpunktenkreise  N^^ 
und  i^28  schneiden  sich  in  dem  Potenzpunktenpaar  F  der  Central- 
linie  Nj^^  N^  beigeordnet.  Nach  den  Sätzen  61)  und  62)  ist  jeder 
Kreis,  der  durch  das  Punktepaar  P  geht,  ein  Potenzpunktenkreis  in 
Bezug  auf  die  drei  Kreise  k^j  X^,  k^.  Wählen  wir  von  diesen  allen 
den,  dessen  Mittelpunkt  N^  im  Schnitte  der  Centrallinien  K^K^  und 
^ti^u  li^  <b^i^  ^0^: 

64)  Liegen  in  der  Ebene  irgend  6  Kreise  vor,  welche 
man  in  zwei  Gruppen  zu  je  dreien  absondert  Legt  man 
durch  jedes  der  Schnittpunktenpaare  von  je  zwei  der 
drei  Kreise  der  einen  Gruppe  die  Potenzpunktenkreise 
in  Bezug  auf  die  drei  Kreise  der  anderen  Gruppe,  so 
schneiden  sich  diese  Potenzpunktenkreise  in  densel- 
ben zwei  Punkten,  den  Potenzpolen  der  ersten  ^reis- 
gruppe  in  Bezug  -auf  die  zweite.  Die  Mittelpunkte  der 
4rei  Potenzpunktenkreise  liegen  auf  derselben  Gera- 
den, der  Potenzaze  der  zweiten  Kreisgruppe  in  Bezug 
auf  die  erste.  ^) 


1)  Diese  Sätoo  ftber  die  Folenskroise  und  Potenspnnktenkreuc ,  so  ein- 
jheher  Katnr  iie  such  sind,  besonders  Sati  64),  bieten  die  völlig  snsreiohenden 
Mittel,  das  System  von  sechs  Kreisen  in  der  Ebene  in  erschöpfender  Weise 
nnd  in  elementarster  Darstellung  in  untersnchen«     Besonders  SßU  64)  scheint 
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Liegen  auf  der  Aehnlichkeitsaxe  ^^23  ^^^  ^^^  Kreise  ht^ln^h^ 
die  drei  Mittelpunkte  Oi^,  0,3,  a^  der  gleichnamigen  PotenAreise 
und  componirt  man  zu  diesen  die  beigeordneten  Potenzkreise  mit 
den  gleichnamigen  Mittelpunkten  ^2,  1^3,  23^,  so  liegen  von  diesen 
sechs  Mittelpunkten  a  und  %  nach  Satz  27)  viermal  je  drei  auf  einer 
Geraden,  so  liegen  insbesondere 

«i«>  «83  j  «81  auf  ^128 

«1«»   »SS5    *31    auf  flri2,3 
*1«J    ^8»   Hl    ^^^  5^23,1 

ha  5  «28»  «81  auf  ^1,2 

Dreht  sich  g^^^  um  den  Pol  N^^^  so  werden  in  jeder  ihrer  Lagen 
drei  neue  beigeordnete  Aehnlichkeitsaxen  entsprechen.  Verbinden 
wir  Fig.  11.  den  Punkt  N^<^^  mit  k^  durch  die  Gerade,  welche  g\%^ 
und  hje^  beziehlich  in  den  Punkten  JVi2,8  und  S^  schneidet  Die  vier 
Punkte  *8,  iVi2,8,  Äj,  i^i23  stehen  in  derselben  Beziehung  zu  einander 
wie  die  vier  Punkte  k^s  i^,  k^^  o^s,  d.  h.  da: 

so  ist  auch; 

ÄgiVjjs :  ÄgiVigs  =  S^Ni%z :  k^N\2,z  =  «?23  ^) 
Ist  also  die  zweite  Belation  erfüllt,  so  ist  es  auch  die  erste.    Drehen 


den  Schlflssel  zur  Aufdeckang  der  Beziehangen  zwischen  sechs  Kreisen  in 
der  Ebene  zu  enthalten  nnd  ist  etwa  mit  dem  Satz  von  Pascal  zn  vergleichen, 
mit  dem  er  die  hanpts&chlichsten  Eigenschaften  gemein  hat;  nnd  wo,  wie  sich 
für  den  Kreis  ergehen  wird,  dieser  nur  ein  hOchst  specieller  Fall  von  jenem 
ist.  Eine  specielle  und  einfache  Anwendung  dieses  Satzes  64)  habe  ich  bei 
dem  Beweis  der  Stein  er  *schen  Constrnction  des  Malfatti'schen  Problems  ftir 
drei  Kreise  einer  Ebene  gegeben.  (Nenmann's  Annalen,  Bd.  6.  Seite  597.) 
Man  ersieht  also  hieraas,  dass  sich  diese  Constrnction  des  erweiterten  Malfatti- 
sehen  Problems  ohne  weiteres  ans  dem  Begriff  der  Potenz  ergiebt  und 
also  nicht  nur,  wie  Herr  Schröter  in  Borchhardt's  Joamal  Bd.  77.  Seite  SSO. 
gezeigt  hat,  für  das  geradlinige  Dreieck.  Ausserdem  ist  ein  Beweis  der  Con- 
Btmction  für  das  geradlinige  Dreieck  nur  ein  Wabrscheinlichkeitsbeweis  Ar 
die  Constrnction  des  erweiterten  Problems  -*  für  drei  nicht  durch  einen  Pankt 
gehende  Kreise. 

Ans  dem  Satz  64),  übertragen  auf  acht  Kugeln  im  Baume,  werden  wir 
zu  einer  Kugelgeometrie  gelangen,  welche  die  von  8.  Lie,  die  er  in  der  ge- 
nannten Abhandlung  niedergelegt  hat,  nur  als  speciellen  Fall  in  sich  schliesst. 

l)  Es  ist  dies  leicht  elementar  zu  zeigen  ohne  von  dem  Begriff  der  har- 
monischen Punkte  und  Strahlen  Gebranch  zu  machen.  Ich  setze  daher  diese 
Beziehungen  hier  als  bekannt  Toraus. 


Digitized  by 


Google 


Affolter:   Zur  Geometrie  des  Kreises  und  der  Kugel.  31 

wir  nun  g^^  um  N^f^,  so  bleiben  die  zwei  Punkte  ^9  und  S^  fest, 
also  auch  der  dritte  Punkt  ^12,3.  Es  dreht  sich  somit  die  Aehn- 
lichkeitsaxe  ^2,8  um  den  Punkt  Nu»z*  Ebenso  findet  man,  dass  sich 
also  auch  die  Aehnlichkeitsaxen  ^28,1  und  ^31,2  beziehlich  um  die 
Pole  ^88,1  und  iV^8i,2  drehen.  Ebenso  wie  N^^s  ^^^  ^12,8  mit  k^  auf 
einer  (jeraden  liegen,  findet  man,  dass  je  folgende  6  Punktetripel 
auf  einer  Geraden  liegen. 

-^1885   "^12,8,  A^s  -0^12,8,   -^28,1,  ^2 

■^ItS»  ^28,1,  h  -^28,1,  iV81,2,  Arg 

-^128J  ^81,2,  A^  iV81,2,  iVl2,8,  A?^ 

Die  vier  Punkte  j^ijs,  iVi2.8,  -^23,1,  iV^8i,2  heissen  wir  einander 
beigeordnete  Pole  und  wir  haben: 

65)  Dreht  sich  von  vier  Aehnlichkeitsaxen  die  e.ine 
um  einen  Pol,  so  drehen  sich  auch  die  drei  übrigen  um 
je  einen  Pol  —  um  die  dem  er  s  t  er  en  beige  ordneten  Pole. 
Zu  einem  Potenzpunktenkreis  gehören  also  noch  drei 
beigeordnete  Potenzpunktenkreise.  Die  Mittelpunkte 
von  vier  beigeordneten  Potenzpunktenkreisen  sind 
vier  beigeordnete  Pole.  Von  diesen  liegen  sechsmal 
je  zwei  mit  je  einem  Mittelpunkte  der  drei  Kreise  {k) 
in  derselben  Geraden. 


%.  Abschnitt. 

Das  Prinzip  der  reciproken  Bi^dien« 

In  diesem  Teile  der  Mitteilung  gehen  wir  zu  einer  elementaren 
Darstellung  des  Prinzips  der  reciproken  Radien  ttber,  wie  ^ich  das- 
selbe ohne  weiteres  aus  dem  Begrüf  (fer  Potenz  darstellt 

a)  Enhnckelung  des  Prinzips  der  reciproken  Radien. 

Ziehen  wir  Fig.  12.  z.  B.  durch  den  äusseren  Hauptähnlichkeits- 
pnnkt  A^  der  Kreise  k^  und  ä^^  die  Aehnlichkeitslüiie  e«,  welche  die 
Kreise  beziehlich  in  den  Punkten 

schneidet  und  ziehen  wir  die  Badien  nach  diesen  Schnittpunkten,  so 
folgt,  da  nach  dem  Begriff  von  A^^  die  Relation 

A?^  -^12  *  "^  "^12  *^^  ^1  *  '*2 
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besteht  und  aas  der  Aebnlichkeit  der  Dreiecke 

-^2^öl"     ^Od      ^xsitsOs" 

dass    k^a^'  parallel  mit  2^  V 
und     ÄTia/      „  w    ^««" 

ist.  Drehen  wir  tx  um  ^^^  bis  sie  znr  Tangente  an  den  Kreis  k^ 
wird  oder  bis  sich  die  beiden  Pnnkte  o^'  und  €^"  bis  zum  Zusammen- 
fallen genähert  haben.  In  diesem  Fall  müssen  sich  auch  die  beiden 
Punkte  o,'  und  a^'^  bis  zum  Zusammenfallen  nähern,  d.  h.  ^  wird 
auch  Tangente  an  den  Kreis  k^  und  wir  haben: 

66)  Durch  den  äusseren  Hauptähnlichkeitspunkt 
gehen  zwei  beiden  Kreisen  gemeinsame  Tangenten. 

£benso  findet  man: 

67)  Durch  den  inneren  Hauptähnlichkeitspunkt 
zweier  Kreise  gehen  zwei  den  beiden  Kreisen  gemein- 
same Tangenten. 

Die  Punktepaare  a^  und  o,'  wie  a^"  und  o,"  heissen  wir  äu- 
ssere directe  Punktepaare.  Die  Punktepaare  o^'  und  V'  ^^ 
Ol"  und  a^'  heissen  wir  äusssere  inverse  Punktepaare. 

Auf  ähnliche  Weise  erhält  man  innere  directe  und  innere 
inverse  Punktepaare. 

Berahrt  die  äussere  gemeinsame  Tangente  Fig.  12.  die  Kreise 
kj^  und  k^  beziehlich  in  den  Punkten  h^  und  6,,  so  ergiebt  sich  aua 
dem  Begriff  der  Potenz: 

Durch  Multiplication  folgt: 
Nun  ist  aber  die  Proportion 

und  folglich  auch  die  Productengleichheit 

y)    ^li  «i'-  Ai<h''  -=  A« Ol"-  -^1«  <h' 
richtig.    Aus  Gleichung  ß)  und  y)  folgt; 
27)  A^a^'.A^^a/'  —  J[^,ö/'.^„a,'  ^  A^^^b^  .A^^b^ 
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Den  Wert  dieses  Prodnctes  bezeichnen  wir  mit  A^^^  und  sehen, 
welche  Lage  die  Transversale  tn  auch  haben  mag,  sein  Wert  ist  con- 
stant  Wir  bezeichnen  A^*  daher  mit  dem  Namen  der  äusseren 
den  Kreisen  k^  und  k^  gemeinsamen  Potenz.  Auf  gleiche 
Weise  erhalten  wir  eine  innere  den  beiden  Kreisen  k^  und  k^ 
gemeinsame  Potenz,  die  wir  mit  Jj^^  bezeichnen. 

Lassen  wir  die  Transversale  e»  in  die  Centrallinie  k^k^  über- 
gehen, so  folgt,  wenn  e^i  »  ^li^, 

A^^^  ^  {A,^k,^r^)(A^^k^+r^) 
Nun  ist  aber 

^«*,=i^      und     A,,k,=.p^ 

folglich  hat  man 

Ebenso  findet  man 


29) 


Vergleichen  wir  diese  Gleichungen  mit  deiyenigen,  welche  die  Werte 
der  Radien  des  äusseren  und  inneren  orthogonalen  Potenzkreises 
geben,  so  findet  man,  dass 

BaJ^A^^^    und    i2^.,««h»* 
Hieraus  folgt: 

68)  Die  äussere,  beziehlich  innere  gemeinsame  Po- 
tenz zweier  Kreise  ist  gleich  dem  Quadrat  des  Radius 
des  äusseren,  beziehlich  inneren  orthogonalen  Potenz- 
kreises. 

Schneiden, wir  die  zwei  Kreise  ^^  und  k^  durch  einen  Kreis  R^ 
welcher  durch  zwei  inverse  Punkte  (äussere)  %.  B.  durch  o^''  und  og' 
geht,  und  bezeichnen  wir  Fig.  12.  die  beiden  flbrigen  Schnitte  mit 
Ol'  und  Oj".  Verbinden  wir  Oi'  mit  ^  durch  eine  Grerade,  so 
schneidet  diese  den  Kreis  R  noch  in  dem  zweiten  Punkte  er/'  und 
den  Kreis  k^  in  dem  Punkte  tx^']  welcher  inverser  Punkt  zu  ajf  ist. 
Es  ist  also 

Aa^  =  ^is  «i'-  -^1«  «»'  =  Ali  ^h"-  Ali  a^ 

Es  ist  aber  auch  in  Bezug  auf  den  Kreis  R 
Durch  Vergleichung  folgt 

T«U  LVIL  3 
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Es  fallen  also  die  Punkte  a^"  und  o,'  zusammen  und  liegen  somit 
in  dem  Punkte  Os',  d.  h.  auch  Oi'  und  a^"  sind  ein  Paar  inverser 
Punkte.    Hieraus  folgt: 

69)  Schneidet  ein  Kreis  zwei  Kreise  in  einem  Paar 
äusserer,  beziehlich  innerer  inverser  Punkte,  so 
schneidet  jener  Kreis  diese  zwei  noch  in  einem  zweiten 
Paar  äusserer,  beziehlich  innerer  inverser  Punkte. 
Einen  solchen  Kreis  heissen  wir  einen  äusseren,  beziehlich  inneren 
Kreis  zu  den  zwei  flbrigen  Kreisen. 

Da  die  Potenz  des  (äusseren  oder  inneren)  Hauptähnlichkeits- 
punktes in  Bezug  auf  jeden  (äusseren  oder  inneren)  Kreis  gleich  ist 
dem  Quadrat  des  Radius  des  (äusseren  oder  inneren)  orthogonalen 
Potenzkreises,  so  folgt,  dass: 

70)  Jeder  äussere  oder  innere  Kreis  zweier  Kreise 
hat  den  äusseren  oder  inneren  orthogonalen  Potenz- 
kreis dieser  zwei  Kreise  zum  Orthogonalkreise. 

Aus  diesem  Satze  folgen  ohne  weiteres  die  nachfolgenden  unter 
Beachtung  der  Sätze: 

71)  Alle  äusseren  oder  innerenKreise,  welchedurch 
einen  bestimmtenPunkt  gehen,  gehen  noch  durcheinen 
zweiten  Punkt,  durch  den  dem  ersten  in  Bezug  auf  den 
äusseren  oder  inneren  orthogonalen  Potenzkreis  ent- 
sprechenden polarreciproken  Punkt 

72)  Durch  zwei  beliebig  gewähltePunktegeht immer 
ein  äusserer  und  ein  innerer  Kreis. 

72a)  Jeder  Punkt  istMittelpunkt  eines  äusseren  und 
eines  inneren  Kreises, 

Aus  Satz  71)  folgt: 

73)  Sind  irgend  zwei  Kreise  in  Bezug  auf  zwei  an- 
dere Kreise  änssere  oder  innere  Kreise,  so  liegt  der 
eine  oder  andere  Aehnlichkeitspunkt  der  zwei  letzte- 
ren Kreise  auf  der  Potenzlinie  der  beiden  ersteren. 

Haben  wir  Fig.  12.  z.  B.  den  äusseren  Kreis  ft,  welcher  in  dem 
einen  inversen  Punktepaar  Vo,'  schneidet,  und  dessen  Mittelpunkt 
9  sei.  Ziehen  wir  die  Radien  JßiOi",  h^a^^  9a^'  und  fto,',  und  die 
Aehnlichkeitslinien  A^^j^a^'a^^  so  ist: 
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folglich  auch: 


Das  hdsst,  der  Kreis  ft  schneidet  die  beiden  Kreise  k^  und  h^  gleich- 
winklig und  wir  haben: 

74}  Alle  äusseren  und  inneren  Kreise  zweier  Kreise 
schneiden  diese  je  gleichwinklig. 

Umgekehrt  folgt  nun  leicht: 

75)  Alle  Kreise,  welche  zwei  Kreise  gleichwinklig 
schneiden,  sind  in  Bezug  auf  diese  äussere  oder  innere 
Kreise. 

Bezeichnet  man  den  Radius  eines  äusseren  oder  inneren  Kreises 
ft  der  zwei  Kreise  h^  und*  Arg  mit  r,  die  äussere  oder  innere  gemein- 
same Potenz  dieser  Kreise  allgemein  mit  &  und  die  Entfernung  des 
Mittelpunktes  ft  von  dem  äusseren  oder  inneren  Hauptähnlichkeits- 
punkte mit  Zr,  so  folgt  aus  Satz  70)  sogleich  die  Gleichung: 

30)  L»  — P»±r« 

Es  ist  also  L  für  alle  Kreise  ft  mit  demselben  Radius  constant  und 
wir  haben: 

76)  Alle  äusseren  oder  inneren  Kreise  mit  gleichen 
Radien  haben  ihre  Mittelpunkte  auf  einem  Kreise  lie- 
gen, dessen  Centrum  mit  dem  äusseren  oder  inneren 
Hauptähnlichkeitspunkte  der  beiden  Kreise  zusammen- 
fällt. 

Setzt  man  r  «« 0,  so  folgt: 

L^  P^Ra  oder  =  Ä. 
und  man  erhält: 

77)  Alle  Punkte    des  äusseren  oder  inneren  ortho-^ 
gonalen  Potenzkreises  zweier  Kreise  sind  als  äussere 
oder  innere  Kreise  mit  dem  Radius  gleich  Null  anzu- 
sehen. 

Aus  Satz  74)  ergiebt  sich: 

78)  Wenn  ein  äusserer  oder  innerer  Kreis  zweier 
Kreise  den  einen  dieser  Kreise  berührt,  so  berührt  er 
auch  den  anderen  und  die  beiden  Berührungspunkte 
sind  zwei  äussere  oder  innere  inverse  Punkte. 

8* 
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Schneiden  wir  die  zwei  Kreise  k^  nnd  A^  durch  einen  beliebigen 
dritten  Kreis  t  in  den  vier  Punkten  04',  «i",  og',  o,"  und  bestimmen 
wir  zu  diesen  Punkten  die  inversen  (in  Fig.  13.  die  äusseren),  so 
erhalten  wir  die  vier  Punkte 

öa"»  ««',  «i'\  «1' 

Legen  wir  durch  die  drei  Punkte  Os",  a^'  und  a^"  den  Kreis  x\  so 
schneidet  dieser  den  Kreis  k^  noch  in  einem  zweiten  Punkte,  er  sei 
a^'.    Es  schneiden  sich  die  Potenzlinien 

1)  Oi'a^"  und  a^'a^"  im  Punkte  p  der  Potenzlinie  der  Kreise 
kl  und  &2.  Da  durch  die  vier  inversen  Punkte  oi'oi"^"^'  ©^^  Kreis 
geht,  so  gehen  also  auch 

2)  die  Geraden  a^'a^"  und  ^2'^'  ^'  ^^  insbesondere  a^^'a^^  durch 
den  Punkt  p. '  Ebenso  zeigt  man,  dass 

3)  die  Gierade  a^  a/'  durch  p  hindurch  geht  Da  sich  nun  auch 
die  zwei  Potenzlinien  o^'d^"  und  a/'o^'  auf  der  Potenzlinie  der  Kreise 
k^  und  kf^  schneiden,  so  folgt,  dass,  da  a^'^"  durchp  geht,  auch 
ai'a^'  durch  p  gehen  muss.    Es  ist  also 

Ol" Ol'  identisch  mit  Oi"«!' 

oder  der  Punkt  a^'  fällt  mit  a^'  zusammen. 

Wir  haben  so,  wenn  wir  noch  beachten,  dass  der  Punkt  p  Haupt- 
potenzpunkt in  Bezug  auf  X4,  2^,  r  und  t'  ist: 

79)  Schneidet  man  irgend  zwei  Kreise  durch  einen 
Kreis  und  bestimmt  zu  den  vier  Schnittpunkten  die 
äusseren  oder  inneren  inversenPunkte,  so  liegen  diese 
vier  Punkte  auf  einem  neuenKreise.  Diese  zwei  Kreise 
heissen  wir  äussere  oder  innere  inverse  Kreise.  Sie 
schneiden  sich  in  zwei  Punkten  des  äusseren  oder  in- 
neren orthogonalen  Potenzkreises  jener  zwei  Kreise. 

Da  in  Bezug  auf  die  beiden  inversen  Kreise  jene  vier  Paar  in- 
versen Punkte  a  und  a  der  Kreise  X^  und  k^  auch  invcnrse  Punkte 
in  Bezug  auf  die  inversen  Kreise  selbst  sind,  so  folgt: 

80)  Irgend  zwei  äussere  oder  innere  inverse  Kreise 
zweier  Kreise  besitzen  mit  diesen  beiden  Kreisen  die 
gleiche  gemeinsame  äussere  oder  innerePotenz  und  den- 
selben äussern  oder  Innern  Hauptähnlichkeitspunkt. 

Ziehen  wir  die  Radien  k^  a^'  und  (a/  wie  ^Oj''  und  VOs"  so  ist 
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d.h.  Z^Ka^'h     «ZübOa^i'. 

Oder  auch: 

81)  Von  zwei  inversen  Kreisen  zweier  Kreise  schneidet 
der  eine  den  einen  von  diesen,  nnter  demselben  Winkel 
wie  der  andere  den  zweiten  von  diesen^). 

Nach  einem  frohem  Satze  besitzt  jeder  Kreis  ft,  der  durch  irgend  zwei 
(Äussere  oder  innere)  inverse  Pnnkte  geht,  den  zugehörigen  orthogonalen 
Potenzkreis  zum  Orthogonalkreis.  Es  sind  also  zwei  inverse  Punkte 
•in  Bezug  auf  den  zugehörenden  orthogonalen  Potenzkreis  polar  red« 
proke  Punkte.-  Wir  sehen  so,  dans  allen  Punkten  des  einen  Kreises 
k^  alle  Punkte  der  Kreise  h^  als  polar  redproke  Punkte  in  Bezug  auf 
jeden  der  beiden  orthogonalen  Potenzkrdse  entsprechen.  Die  Punkte 
des  äussern  oder  innem  Kreises  9  entsprechen  sich  paarweise  selbst 
und  zwar  liegen  die  Paar  polar  reciproke  Pnnkte  je  auf  einer  Ge- 
raden mit  dem  zugehOrenden  Hauptähnlichkeitspunkt.  Es  sei  zunächst 
St  ein  äussrer  Kreis,  so  ist  die  gemeinsame  Potenz  A^^^  der  Kreise 
h^  und  k^  die  Potenz  des  Hauptähnlichkeitspunktes  A^^  in  Bezug  auf 
9.  Schneiden  sich  die  Ejreise  9  und  /i^  rechtwinklig,  so  ist  A^^ 
wesentlich  positiv  und  die  beiden  je  polar  redproke  entsprechenden 
Punkte  des  Kreises  9  liegen  von  ^^  aus  in  gleicher  Richtung.  Ist 
jedoch  ^xs^  wesentlich  negativ,  so  liegen  die  je  redproke  polar  ent- 
sprechenden Punkte  von  A^  an  in  entgegengesetzter  tUchtnng  und 
der  orthogonale  Potenzkreis  A^^  wird  von  dem  Kreise  9  über  seinem 
Durchmesser  geschnitten.  Gleich  verhält  sich  die  Sache  für  den  in- 
neren orthogonalen  Potenzkreis  oder  die  innere  gemeinsame  Potenz 

Bezeichnen  wir  nun  allgemein  den  ein^  der  zwei  orthogonalen 
Potenzkreise,  sowie  seinen  Radius  mitP  und  die  Entfernungen  zweier 
redproker  Pnnkte  vom  Mittelpunkt  P  der  Krdse  P  mit  x^  und  x^^ 
80  ist  also 

31)  P«  «  x^tf^, 

Ist  nun  a?!  >  P,  so  ist  offenbar  a?,  <;  P,  d.  h.  von  den  zwei  re- 


1)  Steiner  hat  diese  Sätze  79) — 81)  auch  in  seioen  genannten  Arbeiten 
ansgesprochen.  £g  kann  daher  gar  keinem  Zweifel  unterliegen,  dass  Stdner 
von  seinen  Consequensen,  oder  was  dasselbe  ist,  von  dem  Princip  der  reci- 
proken  Radien  den  vollsten  Gebraach  gemacht  hat. 
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ciprok  polaren  Punkten  des  Kreises  P  liegt  der  eine  ausserhalb  und 
der  andere  innerhalb.  Bedenkt  man  nun,  dass  durch  den  einen  Punkt 
immer  sein  polar  redproker  gegenseitig  nur  auf  eine  Weise  bestimmt 
ist,  und  dass  zu  jedem  Punkt  ein  polar  reciproker  gehört,  so  kann 
man  also  alle  Punkte  im  inneren  des  Kreises  P  eindeutig  auf  alle 
Punkte  im  äusseren  des  Kreises  P  beziehen.  Hieraus  folgt:  Allen 
Punkten  einer  Figur  entspricht  die  Gesammtheit  der 
Punkte  einer  zweiten  Figur.  Zwei  solche  Figuren  heis- 
seii  wir  polar  reciproke  Figuren  in  Bezug  auf  den  Kreis 
P  und  zwar  heissen  wir  die  eine  die  Transformation  der 
anderen  des  Originals.  Die  Art  der  Herleitung  der  einen  Figur 
aus  der  andern  heissen  wir  das  Princip  der  reciproken  Ka- 
dien  und  die  AusfQhrung  selbst  die  Transformation.  Den  Kreis  • 
P  heissen  wir  dann  Transformationskreis  und  sein  Centrum  das 
Transformationscentrum  und  das  Quadrat  des  Radius  P  oder 
die  Potenz  P  die  Transformationspotenz.  Endlich  heissen  wir 
jeden  Durchmesser  des  Kreises  P,  auf  dem  je  zwei  entsprechende 
Punkte  liegen,  Transformationsstrahl. 

Nach  dem  Vorhergehenden  haben  wir  also  zwei,  jedoch  nur  un- 
wesentlich verschiedene  Arten  der  Transformation  nach  dem  Princip 
der  reciproken  Radien  zu  unterscheiden,  je  nach  dem  die  Transfor- 
mationspotenz positiv  oder  negativ  ist.  Fflr  beide  Arten  gehen  nun 
aber  nach  den  vorhergehenden  S&tzen  die  folgenden  wichtigen  Re- 
sultate hervor : 

82)AllenPunkten  eines  Transformationsstrahles  ent- 
sprechen einer  gewissen  Folge  nach  die  Punkte  dieser 
Strahlen  selbst;  oder  jeder  Transformationsstrahl  trans- 
formirt  sich  in  sich  selbst 

83)  Die  transf ormirte  Figur  eines  Kreises  ist  wieder 
ein  Kreis.  Diese  beiden  Kreise  besitzen  den  Transfor- 
mationskreis zum  orthogonalen  Potenzkreise. 

84).  Bei  der  ersten  Art  der  Transformation  transfor- 
miren  sich  Kreise  in  sich  selbst,  wenn  sie  den  Trans- 
formationskreis rechtwinklig  und  bei  der  zweiten  Art, 
wenn  sie  denselben  Aber  seinem  Durchmesser  schneiden. 
Oder  allgemein:  Ein  Kreis  transformirt  sicli  in  sich 
selbst,  so  bald  er  den  Transformationskreis  zum  Ortho- 
gonalkreis besitzt. 

Wir  haben  früher  gesehen,  dass  zu  einer  (reraden  und  einem 
Kreise  jeder  der  Endpunkte  des  Durchmessers  der  Kreise,  der  zur 
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öden  nomu^  ist,  als  einer  der  zwei  Haapt&hnlichkeitspankte  kann 
Angesehen  Werden.    Hieraus  folgt  sogleich: 

85)  Die  Transformation  einer  Geraden  ist  ein  Kreis* 
der  durch  das  Transformationscentrum  hindurch  geht 
und  umgekehrt. 

86)  Jeder  Kreis,  der  durch  das  Transformations- 
centrum geht,  transformirt  sich  in  eine  Gerade. 

Es  entsprichst  also  Figur  14  jedem  Punkt  p  der  Geraden  g  ein 
Punkt  des  Kreises  G  und  zwar  der  Schnittpunkt  p'  des  Strahles  cp 
P  mit  (?  der  nicht  im  Gentrum  P  liegt,  und  so  auch  umgekehrt  ent- 
spricht jedem  Punkte  p*  des  Kreises  (?,  der  nicht  mit  P  zusammen- 
fUlt,  ein  Punkt  p  der  Geraden  g.  Lassen  wir  den  Punkt  p  auf  g 
sich  immer  weiter  und  weiter  entfernen,  so  erkennt  man,  dass  sich 
p  immer  mehr  und  mehr  dem  Punkte  P  nähert  und  zwar  kann  die 
Bewegung  von  p  sowol  nach  der  einen  wie  nach  der  andern  Richtung 
der  Geraden  g  hingerichtet  sein.  Sflckt  endlich  p  in  den  unendlich 
fernen  Teil  der  Geraden  ^,  so  wird  der  Strahl  p  P  mit  O  parallel, 
herührt  den  Kreis  G,  p'  fällt  in  den  Bertthrungspunkt  des  Strahles 
p  P  mit  dem  Kreise  Cr,  d.  h.  mit  dem  Centrum  P  zusammen.  Hier- 
aus folgt:  Allen  Punkten  des  unendlich  fernen  Teiles  der 
Geraden  g  entspricht  das  Transformationscentrum  als 
polar  reciproker  Punkt  Da  nun  aber  jedem  Punkt  im  innem 
des  Kreises  P  ein  Punkt  im  äussern  desselben  entspricht  und  um- 
gekehrt, so  sagen  wir,  dem  Centrum  P  entspreche  auch  nur  ein  Punkt 
im  Unendlichen  der  Geraden  g.  Da  aber  dies  von  jeder  Geraden 
gut,  so  sagen  wir,  um  die  Uebereinstimmung  nirgends  aufeuheben; 
der  unendlich  ferne  Teil  der  Ebene  besteht  aus  einem 
Punkte,  durch  welchen  alle  Geraden  der  Ebene  hindurch- 
gehen. Oder  auch:  die  Wirkung  oder  Beziehung  des  un- 
endlich fernen  Teils  der  Ebene  in  Bezug  auf  Gebilde  im 
Endlichen  derselben,  ist  dieselbe,  wie  die  Wirkung  oder 
Beziehung  eines  Punktes  im  Endlichen  der  Ebene  auf 
diese  endlichen  Gebilde.  Alle  Gerade  der  Ebene  sind  daher 
als  Kreise  aufzufassen,  welche  durch  den  unendlich  fernen  Punkt  Poo 
der  Ebene  hindurch  gehen. 

Denken  wir  uns  die  Transformation  zu  irgend  zwei  Geraden  g^ 
ond  g^j  so  entsprechen  denen  die  beiden  Kreise  G^  und  G^  als  Trans- 
formationen. Die  Tangenten  im  Centrum  P  an  (r^  und  G^  sind  mit 
gi  und  g^  parallel  und  folglich  schneiden  sich  die  Kreise  G^  und  G^ 
unter  demselben  Winkel,  wie  die  Originalgeraden  g^  und  g^.  Be- 
achten wir  dies  und  den  Satz  81),  so  folgt: 
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87)  Nach  dem  Princip  der  reciproken  Radien  würde 
ein  System  von  Kreisen  zn  einem  andern  System  von 
Kreisen  transformirt,  so  dass  sich  die  Transformations- 
kreise nnter  demselben  Winkel  schneiden,  wie  die  Ori- 
ginalkreise. 

Insbesondere  werden  zwei  Kreise,  die  sich  berOhren,  wieder  zn 
zwei  Kreisen,  die  sidi  berühren,  transformirt    Hieraas  folgt: 

88)  Parallele  Gerade  sind  als  Kreise  anzusehen,  die 
sichindem  unendlich  fernen  Punkt  der  Ebene  berühren^). 

Haben  wir  die  Kreise  h^  und  itj)  so  ist  nach  dem  Begriff  des 
Princips  der  reciproken  Badien  der  eine  Ejreis  der  transformirte  des 
andern  in  Bezug  auf  die  beiden  orthogonalen  Potenzkreise.  Schneiden 
sich  nun  k^  und  k^  in  zwei  reellen  Punkten  «^  und  ^,  so  gehen  die 
beiden  orthogonalen  Potenzkreise  auch  durch  diese  Schnitte  und 
sich  selbst  rechtwinklig.    In  diesem  FaU  ist  sowohl  die  Ungleichung 

wie  die 

richtig  und  folglich  sowol  ^i^^  wie  ij^^  je  positiv,  d.  h.  die  Trans- 
formation geschieht  nach  der  ersten  Art  Jeder  der  Schnittpunkte 
«j  wie  «2  ist  ^s  ein  Paar  zusammenfallende  inverse  Punkte  in  Bezug 
auf  jeden  Hauptähnlichkeitspunkt  zu  betrachten  und  hieraus  folgt: 

89)  Nach  dem  Princip  der  reciproken  Badien  erster 
Art  entsprechen  sich  die  Punkte  des  Transformations- 
kreises selbst 

Schneiden  sich  X^  und  k^  nicht  in  zwei  (reellen)  Punkten,  so  kann 
entweder  k^  ganz  ausserhalb  oder  aber  ganz  innerhalb  des  Kreises  k^ 
liegen.    Nehmen  wir  Figur  16)  zunächst  den  ersten  Fall    Es  ist  dann 

also  umso  mehr 

CjiXri—r^) 

Also  ist  A^i^  positiv  und  i^*  negativ. 


1)  Beachten  wir  diesen  Sats,  so  kOnnen  wir  den  Unendlieh  fernen  Teil 
der  Ebene  als  Kreis  (oder  Oerade)  auffassen,  welcher  alle  Geraden  der  Bbeoe 
berührt.  Sein  transformirter  Kreis  ist  das  Centmm  oder  sein  Kreis  mit  dem 
Badios  gleich  Null.    Wir  behalten  jedoch  die  enteil  Spraehweisen  bei. 
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Bezeidmeo  wir  die  Strecke  ^ths  Q^t  £7^,  so  folgt  also  immer: 
32)  ^i*  =  ^u*+^x2*. 

D^Jji^  negativ  ist,  so  folgt,  dass  der  orthogonale  Potenzkreis  A^^ 
den  Kreis  i^^^  über  seinem  Ihirchmesser  schneidet 

Die  änssem  inversen  Punktepaare  liegen  also  auch  anf  ie^em 
dnrch  A^^  gehenden  Strahle  in  derselben  Bichtung.  Da  in  diesem  Fall 
der  orthogonale  Potenzkreis  jeden  Kreis  der'  zu  k^  und  k^  ein  äussrer 
Kreis  ist  und  also  h^  und  k^  rechtwinklig  schneidet,  so  folgt,  wenn 
wir  den  äussern  Kreis  unter  der  Schaar  der  Kreise  auswählen,  welche 
hl  und  ^  rechtwinklig  schneiden,  dass  ^^r  orthogonale  Potenzkreis 
Aj^  zu  der  durch  k^  und  k^  bestimmten  Ejreisschaar  gehört. 

Nehmen  wir  zwei  beliebige  innere  inverse  Punktepaare  ^  so  kann 
man  durch  diese  einen  Kreis  legen,  welcher  k^  und  folglich  auch  k^ 
rechtwinklig  schneidet,  und  der  somit  durch  ein  zweites  Paar  innere 
isTerse  Punkte  geht    Wir  haben  so  zunächst: 

90)  Jeder  Kreis,  der  zwei  Kreise  k^  und  A^  rechtwink- 
lig schneidet,  ist  sowol  als  äussrer  wie  als  innrer  Kreis 
der  beiden  Kreise  anzuseilen. 

Der  Kreis  J^  ist  also  Orthogonalkreis  zu  allen  Kreisen  der  zu 
&i  und  k^  oo^jugirten  Kreisschaar;  und  zwar  von  der  Art,  dass  er 
Ton  allen  Kreisen  dieser  Schaar  je  Aber  seinem  Durchmesser  ge- 
schnitten wird.  Es  liegt  also  J^^  selbst  zwischen  den  beiden  Grenz- 
punkten oder  Grenzkreisen  der  durch  k^  und  k^  bestimmten  Kreis- 
schaar. 

Da  der  Kreis  J^^  den  Kreis  A^^  in  zwei  reellen  Punkten  schnei- 
det, zufolge  der  Relation  32),  so  kann  er  nicht  zu  den  durch  k^  und 
hf  bestimmten  Kreisschaar  gehören.  . 

Nehmen  wir  den  Kreis  k^  ganz  innerhalb  des  Kreises  X^,  so  ist: 

und  fol£^ch  um  so  mehr 

d.  h.  es  ist  A^*  negativ  und  J^^  positiv.  ~  In  diesem  Fall  zeigt  sich 
ebenso  wie  vorhin,  dass  der  Kreis  J^^  zu  der  durch  k^  und  k^  be- 
stimmten Kreisschaar  gehört  und  den  Kreis  A^  tlber  seinem  Durch- 
messer schneidet  Der  Kreis  A^  selbst  ist  nicht  Familienglied  der 
durch  k^  und  k^  bestimmten  Kreisschaar. 

Es  sei  nun  die  innre  gemeinsame  Potenz  negativ,  und  es  schneide 
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der  Kreis  J^^  den  Kreis  1^  in  dem  Punkte  «i,  so  schneidet  er  den 
Kreis  k^  in  dem  inversen  Punkte  o^.  Diese  beiden  Punkte  sind  End- 
punkte eines  Dorcbmessers  des  Kreises  J^    Hieraus  folgt: 

91)  Nach  der  Transformation  der  zweiten  Art  sind 
die  Endpunkte  eines  jeden  Durchmessers  des  Transfer- 
maiionskreises  als  entsprechende  polarreciproke  Punkte 
anzusehen. 

Aus  all  dem  fliesst  nun  der  folgende  wichtige  Satz: 

92)  Zu  zwei  Kreisen  giebt  es  immer  zwei  Transfor- 
mationskreise, so  dass  in  Bezug  auf  jeden  von  diesen 
der  eine  von  jenen  der  polarreciproke  der  andern  ist 
Diese  beiden  Transformationskreise  sind  die  orthogo- 
nalen Potenzkreise  jener  zwei  Kreise.  Schneiden  sich 
jene  zwei  Kreise  in  zwei  reellen  Punkten,  so  sind  beide 
Transformationen  nach  der  ersten  Art,  schneiden  sie 
sich  nicht,  so  ist  immer  die  eine  Transformation  nach 
der  ersten  und  die  zweite  nach  der  zweiten  Art.  Wenn 
sich  jene  beiden  Kreise  schneiden,  so  gehen  auch  die 
beiden  Transformationskreise  durch  die  beiden  Schnitt- 
punkte und  schneiden  sich  selbst  normal.  Schneiden 
sich  jedoch  jene  zwei  Kreise  nicht,  so  schneidet  der 
Transformationskreis  der  ersten  Art  den  der  zweiten 
über  seinem  Durchmesser. 

Bezeichnen  wir  Figur  12.  die  Transformationspotenz  mit  P^  die 
Badien  der  Kreise  k^  und  k^  beziehlich  mit  r,  und  r^,  die  Central- 
linie  k^h^  mit  <^2  9  fenier  die  Strecken  Pk^  und  1%  beziehlich  mit 
Pi  und  ^S9  80  lallen  sich  aus  den  Gleichungen 


(rx-r,)» 

»1— »«  — Ci«;       »1 : »»  =  »-1 5  »•, 

die  Werte 

»•«. 

p,  etc.  je  beBtimmen.    Wir  erhalten: 

33) 

P» 

f.-fly,._,,.' 

34) 

p»    . 

*"*  =  *"^yi«-yi*' 

35) 

Vi'-rr'-P' 

«^-J'i     yx»-V 
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Hier  ist  stillschweigend  Transformation  nach  der  ersten  Art  ange- 
nommen. Hatte  man  also  Transformation  nach  der  zweiten  Art,  so 
hat  man  den  Potenzwert  +P*  durch  —  P*  zu  ersetzen.  Hierdurch 
werden  aber  die  absoluten  Werte  von  ^^  und  r^  nicht  ge&ndert,  son- 
dern blos  ihre  Sichtungen. 


hj    Einige  Folgerungen  aus  dem  Princip  der  reciproken  Radien^ 

Haben  wir  die  zwei  Kreise  k^  und  k^  mit  dem  orthogonalen  Po- 
tenzkreise P,  so  schneidet  dieser  jene  beiden  unter  gleichen  Winkeln. 
Nehmen  wir  irgend  einen  Punkt  P  der  Ebene  zum  Transformations- 
centmm  bei  beliebiger  Transformationspotenz  und  transformiren  das 
System  jener  drei  Kreise,  so  erhalten  wir  die  Transformationen  h^\ 
h^  und  P'.  Es  schneidet  nun  F'  die  beiden  Kreise  h^'  und  h^'  unter 
denselben  Winkeln,  wie  P  die  Kreise  A^  und  h^  schneidet  Es  ist 
also  F'  selbst  wieder  der  orthogonale  Potenzkreis  zu  A^'  und  k^'. 
Wir  haben: 

93)  Die  nach  dem  Princip  der  reciproken  Radien  er- 
haltenen Transformationen  der  orthogonalen  Potenz- 
kreise sind  selbst  wieder  die  orthogonalen  Potenzkreise 
der  Transformatienen  dieser  Kreii^e. 

Nehmen  wir  das  Transformationscentrum  auf  dem  orthogonalen 
Potenzkreis.  P  selbst  an,  so  geht  diese  in  eine  (Gerade  über.  Diese 
Gerade  ist  also  die  Potenzlinie  und  äussrer  orthogonaler  Potenzkreis 
der  Transformationen  der  zwei  Kreise  k^  und  k^j  folglich  sind  diese 
zwei  Kreise  einander  gleich  und  wir  haben: 

94)  Der  Ort  aller  Punkte^  die  als  Projectionscentren 
bei  beliebiger  Potenz  aufgefasst,  irgend  zwei  Kreise  zu 
gleichen  Kreisen  transformiren,  ist  das  System  der  bei- 
den orthogonalen  Potenzkreise  der  zwei  Kreise. 

Haben  wir  irgend  eine  Kreisschaar  mit  den  beiden  Schnittpunkten 
^  und  ^  und  w&hlen  wir  den  einen  Yon  diesen  Punkten  zum  Trans- 
formationscentrum, so  werden  alle  Kreise  in  die  durch  die  Trans- 
formation des  andern  Schnittspunktes  hindurchgehenden  Geraden 
transformirt 

Haben  wir  nun  irgend  zwei  Kreise  k^  und  2^,  welche  sich  nicht 
(redl)  schneiden  und  denken  uns  die  zu  der  durch  k^  und  k^  be- 
stimmten Kreisschaar  conjugirte  Kreisschaar,  so  besitzt  diese  zwei 
reelle  Grundpunkte  gi  und  g^. 

Nehmen  wir  den  einen  z.  B.  g^  zum  Transformationscentrum  bei 
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beliebig»  Potenz,  so  tranBfonniren  sich  die  Kreise  der  coi^iigürteii 
Schaar  zu  den  durch  g^^  gehenden  Geraden,  wo  g^'  der  zu  g^  polar- 
reciprok  entsprechende  Pnnkt  ist.  Die  beiden  übrigen  Kreise  trans- 
formiren  sich  zu  Kreisen,  welche  jene  Geraden  beide  schneiden. 
Dies  ist  jedoch  nur  möglich,  wenn  die  beiden  Transformationen  jenen 
Punkt  g^'  zum  Centrum  haben.    Es  ist  also: 

95)  Inder  Ebene  zweier  Kreise,  die  sich  nicht  schnei- 
dern, giebt  es  immer  zwei  Punkte,  die  als  Transforma- 
tionscentren aufgefasst,  jene  zwei  Kreise  zu  concentri- 
schen  Kreisen  transformiren.  Diese  beiden  Punkte  sind 
die  Grenzpunkter  der  durch  jene  zwei  Punkte  bestimmten 
Kreisschaar. 

Werden  die  zwei  Kreise  h^  und  k^  mit  den  Radien  r^  und  r^  von 
dem  Punkte  P  aus,  dessen  Entfernungen  von  den  Mittelpunkten  beider 
Kreise  beziehlich  y^  und  y^  seien  beschrieben,  so  sind  bei  der  Potenz 
P*  nach  der  Gleichung  34)  die  Radien  der  Transformationen  bezieh- 
lich gegeben  durch 


p2  p« 

Es  soll  nun 


'Vi'-r,^'       "'   ■"''S.^-V 


r,' :  r,'  =  Vf^. 


Dann  erhält  man  die  Bedingungsgleichung 

36)  »«»-21^1*— »-ly»*  ==  rir^iv^vi  — r,). 

Dividirt  man  mit  v^^r^  die  Gleichung  und  setzt 


Ua,        Za»-'-,(r,-^). 


»12  r, 

SO  hat  man  schliesslich 

87)  yi^-UuVf^-T^^^O 

Vergleichen  wir  diese  Gleichung  mit  Gleichung  9)  und  beachten 
die  Folgen  dieser,  so  ergiebt  sich: 

96)  Die  Punkte,  die  als  Transformationscentren  auf* 
gefasst  zwei  Kreise  so  transformiren,  dass  sich  die  Ra- 
dien der  transformirten  Kreise  verhalten  wie  t^*:l,  lie- 
gen auf  zwei  Kreisen.  Die  Gentren  dieser  teilen  die 
Centrallinien  der  Originalkreise  in  dem  äussern  und  In- 
nern Verhältniss,  jebeziehlich  gleich —~-,   wo  rjL  und  r. 


Digitized  by 


Google 


AffoUtr:  Zur  Geometrie  des  Kreises  und  der  KugeL  45 

die  Radien  der  Originalkreise  sind.    Die  Radien  dieser  Cen- 
trenkreise sind  beziehlich  gegeben  dorcb 

38)  Ca«      r,r,  {vt-Vr^r^Y 
und 

39)  C. r,r,  (r^+v,,r,)^ 

Setzt  man  v^s  ^^  I9  so  erkennt  man  sogleicb,  dass 

Ca«  — ulij«    und    Ci^J^^ 

oder  dass  die  beiden  Centrenkreise  in  die  orthogonalen  Potenzkreise 
üb^^hen. 

Ersetzt  man  in  Gleichung  13)  das  Potenzvjßrhältniss  v^^  durch 

»  so  gehen  Gleichungen  88)   und  39)  aus   der  Gleichung  13) 


»lg  Tg 

hervor.    Hieraus  folgt: 

97)  Die  Centrenkreise  mit  dem   Yerhältniss  v^^  sind 
identisch   mit  den  Potenzkreisen   mit  dem   Yerhältniss 


»lÄ**« 


Haben  wir  die  beliebige  Ereisschaar  8(k)  Figur  15.  und  den  be- 
liebig gewählten,  nicht  zur  Schaar  gehörenden  Sjreis  M.  Nehmen  wir 
wie  in  Fig.  15a.  die  S(k)  mit  zwei  reellen  Grundpunkten  a^  und  «g, 
so  geht  durch  «^  und  «s  nach  Satz  47)  immer  ein  Kreis ,  welcher  17 
recht?dnklig  schneidet  —  Es  sei  k^  dieser  Kreis.  Nehmen  wir  den 
Grundpunkt  s^  zum  Transformationscentrum  und  transformiren  das 
ganze  System  nach  dem  Princip  der  reciproken  Radien,  so  geht  die 
Ereisschaar  in  die  Gesammtheit  der  Geraden  über,  welche  durch  den 
dem  Punkte  «g  polarreciproken  Punkt  «g'  hindurch  gehen.  Der  Kreis 
M  geht  in  den  Kreis  Jf'  Aber.  Der  rechtwinklig  schneidende  Kreis 
k^  geht  in  die  Gerade  g7  aber,  welche  «g'  mit  dem  Mittelpunkte  M' 
verbindet  Von  allen  übrigen  durch  «g'  gehenden  Geraden  schneiden 
je  die  zwei,  welche  mit  gr  denselben  Winkel  einschliessen,  den  Kreis 
M'  unter  demselben  Winkel  und  je  zwei  Gerade,  welche  mit  gr  ver- 
schiedene Winkel  einschliessen,  schneiden  auch  M'  unter  ungleichen 
Winkeln.    Hieraus  folgt  unter  Beachtung  des  Satzes: 

98)  In  einer  Kreisschaar  mit  zwei  reellen  Grund- 
punkten  giebt  es  einen  Kreis,  welcher  einen  beliebig  ge- 
wählten nicht  zur  Schaar  gehörenden  Kreis  rechtwinklig 
schneidet  Ausserdem  giebt  es  je  zwei  Kreise  der  Schaar, 
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welche  diesen  Kreis  anter  gleichen  Winkeln  schneiden. 
Diese  zwei  Kreise  schneiden  anch  den  rechtwinklig 
schneidenden  Kreis  je  gleichwinklig  und  besitzen  ihn 
deshalb  je  zum  orthogonalen  Potenzkreis.  Der  zweite 
orthogonale  Potenzkreis  zweier  Kreise  schneidet  den 
beliebigen  Kreis  anter  einem  Winkel,  anter  welchem  er 
von  keinem  weitern  Kreise  der  Schaar  geschnitten  wird. 
Dieser  Kreis  ist  anch  der  orthogonale  Potenzkreis  za 
jedem  Paar  je  gleichwinklig  schneidender  Kreise^). 

Haben  wir  Fig.  lob.  eine  Kreisschaar  mit  keinen  zwei  reellen 
Orandponkten  and  den  beliebigen  nicht  zar  Schaar  gehörenden  Kreis 
M.  Es  seien  g^  and  ^  die  beiden  Grenzpankte  oder  Grenzkreise 
der  Schaar,  so  sind  dies  je  die  Grondponkte  der  der  Schaar  coi^n- 
girten  Schaar.  Wählen  wir  den  einen .  dieser  Pankte  zum  Transfer- 
mationscentram,  so  transformiren  sich  alle  Kreise  der  ersten  Schaar 
nach  Satz  95)  za  concentrischen  Kreisen,  and  die  Kreise  der  coiyagirten 
Schaar  za  den  darch  den  gemeinsamen  Mittelpunkt  hindurch  gehen- 
den Geraden.    Wir  haben: 

99)  Alle  Kreise  mit  demselben  Mittelpunkt  sind  als 
eine  Kreisschaar  zu  betrachten,  deren  ein  Grenzkreis 
der  Mittelpunkt,  deren  zweiter  Grenzkreis  der  unendlich 
ferne  Punkt  der  Ebene  ist  Die  conjugirte  Schaar  wird 
durch  das  System  der  durch  den  gemeinsamen  Mittel- 
punkt hindurch  gehenden  Geraden  gebildet 

Es  liege  nun  der  gemeinsame  Mittelpunkt  «^  ausserhalb  des  Kreises 
M\  so  ist  er  Mittelpunkt  eines  Kreises  Äv,  der  den  Kreis  M'  recht- 
winklig schneidet  Wäre  aber  «^  innerhalb  des  Kreises  M'  gelegen, 
so  wäre  er  Mittelpunkt  eines  Kreises  der  von  M^  ttber  seinem  Durch- 
messer geschnitten  würde.    Wir  haben  so: 

100)  In  jeder  Kreisschaar  mit  zwei  Grenzkreisen 
giebt  es  immer  einen  Kreis,  welcher  in  Bezug  auf  einen 
beliebigen  nicht  zur  Schaar  gehörenden  Kreis  Orthogo- 
nalkreis ist 

Es  sei  wie  in  Fig.  15b  s^  ausserhalb  von  M'  gelegen,  so  schneide 
der  Kreis  k^'  der  concentrischen  Schaar  den  Ejreis  M'  unter  dem 


1)  Znm  TGUig  klaren  Verat&ndniss  dieses  Satses  mag  hier  nachfolgendes 
zum  Beweise  bdgemerkt  werden:  Schneiden  sich  iwei  Kreise  in  «^  nnd  s^  und 
man  transformirt  ans  «,  so  gehen  diese  Kreise  in  iwei  Gtorade  über  nnd  ihre 
orthogonalen  Fotenzkreise  in  die  zwei  zu  einander  normalstehenden  winkelhal- 
birenden  Geraden  der  zwei  Geraden. 
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Winkel  «.  Transformiren  wir  diesen  Kreis  i^  in  Bezog  auf  k^  als 
Transformationskreis,  so  geht  k^'  in  k^'  nnd  M'  in  sich  selbst  über. 
Es  wird  also  auch  V  ^^^  liTeia  M^  nnter  dem  Winkel  a  schneiden. 
Es  schneide  k^  den  Kreis  M''  in  den  Punkten  o,',  o^"  nnd  k^  be- 
ziehlich  in  a^  nnd  Oj",  dann  liegen  a^  nnd  o^'  wie  a^'  nnd  o«''  bezieh- 
lich  «s  in  einer  Geraden  nnd  es  ist 

Es  liegen  also  je  die  vier  Punkte  #2'  Jkf'  a^  a^  wie  «,'  3/'  oj'  o," 
auf  je  einem  Kreise.  Diese  beiden  Kreise  sind  einander  gleich  und 
jeder  durch  den  Winkel  o  und  die  zwei  Punkte  M*  und  sj  bestimmt 
Hieraus  folgt,  dass  es  also  nur  zwei  Kreise  2^'  und  V  gi^bt,  die 
unter  demselben  Winkel  a  den  Kreis  M'  schneiden.    Es  folgt  somit: 

101)  In  einer  Kreisschaar  mit  zwei  Grenzkreisen 
giebt  es  immer  zwei  und  nur  zwei  Kreise,  welche  einen 
beliebigen  nicht  zurSchaar  gehörenden  Kreis  unter  glei- 
chen und  gegebenen  Winkeln  schneiden.  Diese  beiden 
Kreise  besitzen  immer  dieselben  orthogonalen  Potenz- 
kreise, unter  welchem  Winkel  sie  auch  schneiden  mögen. 
Der  eine  yon  ihnen  ist  der  Kreis  der  Schaar,  der  zu  dem 
beliebigen  Kreise  Orthogonalkreis  ist 

Da  die  Ctorade  s^a^a^  den  Kreis  M^  unter  denselben  Winkel 
a  schneidet  wie  k^  und  k^^  so  folgt: 

102)  Hat  man  zwei  conjugirte  Kreisschaaren  Sifi)  und 
iS(jr)  und  einen  beliebigen  Kreis  JKf,  so  schneidet  irgend 
ein  Kreis  der  ersten  Schaar  Biji)  den  Kreis  M  in  zwei 
Punkten  unter  einem  Winkel  ct.  Durch  jeden  dieser 
Punkte  geht  ein  Kreis  der  zweiten  Schaar  B(K)  und  je- 
der yon  ihnen  schneidet  M  noch  je  in  einem  zweiten 
Punkte.  Diese  beiden  Punkte  liegen  wieder  auf  einem 
Kreise  der  ersten  Schaar.  Diese  zwei  Paar  Kreise  an 
den  beiden  Schaaren  genommen,  schneiden  den  Kreis  M 
unter  gleichen  Winkeln,  —-  unter  dem  Winkel  «. 

Mit  Hfllfe  dieses  Satzes  können  wir  sogleich  die  folgende  Auf- 
gabe einfiich  lösen: 

Aul^be  1.  Uan  soll  unter  den  Kreisen  einer  Schaar 
diejenigen  zwei  Kreise  bestimmen,  welche  einen  gegebe- 
nen Kreis,  der  nicht  zur  Schaar  gehört,  unter  dem  Winkel 
a  schneiden. 
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Ans  dem  Yorhergehenden  Satze  erhellt,  dass  diese  Aufgabe  immer 
auf  die  znrückgefflhrt  werden  kann:  durch  zwei  Punkte  einen 
Kreis  zu  legen,  der  einen  gegebenen  Kreis  unter  dem 
gegebenen  Winkel  a  schneide.  Aus  dem  Princip  der  reciproken 
Radien  erheUt  nachfolgende  Lösung: 

Auflösung.  Es  seien  s^  und  s^  die  zwei  Punkte  und  M  der 
gegebene  Kreis.  Wir  beschreiben  um  «2  tds  Mittelpunkt  einen  Kreis, 
welcher  den  Kreis  M  in  dem  Punktepaar  %  a^  schneidet  und  ziehen 
die  Centrallinie  Ms^  und  die  Radien  a^  M  und  s^a^.  Wir  bestimmen 
den  Punkt  M*  so ,  dass  M'  a^  und  Ma^  mit  o^  «^  denselben  Winkel 
einschliessen  und  beschreiben  mit  M'  a'  aus  M'  den  Kreis  M\  Mit 
andern  Worten ,  wir  bestimmen  zu  M  den  transf ormirten  Kreis  M' 
in  Bezug  auf  den  Kreis  S^  Ebenso  zu  «^  den  transformirten  Punkt 
8^\  Wir  legen  durch  «,'  die  zwei  Geraden,  welche  M'  unter  dem 
Winkel  o  schneiden.  Die  transformirten  Kreise  zu  diesen  zwei  Ge- 
raden sind  die  verlangten  Kreise. 

Aus  der  Transformation  nach  dem  Princip  der  reciproken  Radien 
folgt  noch  die  folgende  Consumtion: 

Man  consomirt  durch  a^  und  «2  ^^  Kreis  »,  welcher  If  recht- 
winklig schneidet  Die  beiden  Schnitte  seien  P^  und  F^  Wir  be- 
schreiben um  Pj  als  Mittelpunkt  den  Kreis  der  durch  P,  S^^^)  so 
schneidet  dieser"  M  in  P2'  und  n  in  n^\  Die  Geraden  PsPs'  und 
P%n^'  stehen  zu  einander  normal.  Die  Geraden  P^a^  und  P^s^  schnei- 
den P2^2'  üi  zwei  Punkte  s^*  und  «2'-  D^ch  die  Mitte  3f  zwischen 
«1'  und  «2'  legen  wir  die  Gerade,  welche  mit  P2  n^'  den  Winkel  90 — a 
einschliesst  und  die  P2P2'  im  Punkte  q  schneidet.  Beschreiben  wir 
die  zwei  Kreise,  welche  durch  s^'  und  «2'  gehen  und  mq  zum  Radius 
haben,  so  schneiden  diese  P2P2'  beziehlich  in  dem  Punktepaar  A' 
und  B\  Ziehen  wir  das  G^radenpaar  P^A'  und  P^B^  so  schneiden 
diese  den  Kreis  M  in  den  Punktepaaren  A  und  B,  Es  liegen  nun 
je  die  vier  Punkte  A^  «^  und  «2  ^e  B^  «^  und  e^  auf  den  verlangten 
Kreisen  ^). 

Schneiden  sich  die  Kreise  k^  und  k^  in  den  zwei  Punkten  P^  und 
P2  und  man  legt  um  P^  als  Mittelpunkt  den  Kreis  der  durch  P^  geht 
und  die  beiden  Kreise  beziehlich  noch  in  den  Punkten  o^  und  o^ 
schneidet,  so  folgt  sogleich,  wenn  man  P^  als  Transformationskreis 
betrachtet,  dass  die  Geraden  a^Pj  und  a2P2  denselben  Winkel  ein- 
schliessen wie  die  Radion  k^P^  und  ^2-^«*    "W^ir  haben: 


1)  Ans  spätem  Bctrachtnngcu  [werden  sieb  noch  rationale  Constmetionen 
ergeben. 
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103)  Schneiden  sich  zwei  Kreise  k^  und  k^  in  den 
zwei  Punkten  Pj  und  P^  und  man  heschreiht  um  den  einen 
von  diesen  als  Mittelpunkt  den  Kreis  der  durch  den 
zweiten  geht,  so  bestimmt  dieser  je  mit  jedem  von  jenen 
eine  Potenzlinie.  Diese  beiden  Potenzlinien  schliessen 
den  Winkel  ein,  unter  dem  sich  die  zwei  ersten  Kreise 
schneiden. 

Beachten  wir  die  Sätze  44)  und  102)  und  103),  so  folgt  so- 
gleich: 

104)  Nehmen  wir  aus  jeder  von  zwei  einander  conju- 
girten  Kreis  sc  haaren  je  einen  Kreis  OundO'  beliebig  her* 
aus,  bestimmen  in  jeder  Schaar  ausserdem  noch  zwei 
Kreise,  welche  jeden  vorhergewählten  derselben  Schaar 
je  gleichwinklig  schneiden,  so  schneiden  die  zwei 
Kreise  der  einen  Schaar  die  zwei  Kreise  der  zweiten 
Schaar  in  acht  Punkten.  Von  diesen  achtPunkten  liegen 
viermal  je  vier  auf  einem  Kreise.  Von  diesen  vier  Krei- 
sen werden  je  zwei  und  zwei  von  allen  vier  Kreisen  der 
obigen  zwei  Paare  je  unter  demselben  Winkel  geschnit- 
ten. Alle  vier  Kreise  besitzen  den  Kreis  0,  der  der 
Schaar  mit  zwei  Grenzkreisen  angehört,  zum  Orthogo- 
nalkreis. Der  Kreis  0',  der  zur  Schaar  mit  zwei  Grund- 
punkten gehört,  ist  zu  zwei  der  vier  Kreise  Orthogo- 
nalkreis und  zu  den  beiden  andern  orthogonaler  Potenz- 
kreis. Diese  beiden  letztern  besitzen  jedoch  den  Kreis 
der  zweiten  Schaar,  der  0'  rechtwinklig  schneidet,  zum 
Orthogonalkreis  und  0'  selbst  zum  orthogonalen  Po- 
tenzkreis. 

Schneidet  der  Kreis  m^  die  beiden  Kreise  h^  und  X^  unter  den 
Winkeln  a^  und  a^,  ebenso  der  Kreis  m^,  so  schneidet  umgekehrt  k^' 
die  beiden  Kreise  m^  und  m^  gleichwinklig  und  ebenso  k^.  Es  seien 
nun  k^  und  k^  zugleich  äussere  oder  innere  Kreise  der  Kreise  9% 
und  m^,  so  sagen  wir  umgekehrt,  m^  und  m^  schneiden  die  Kreise 
Aüj  und  k^  beide  gleich  oder  ungleichartig,  oder  auch  beide  mehr  aus- 
oder  einschliessend,  oder  aber  den  einen  mehr  aus-  und  den  andern 
mehr  eiuschliessend.  Nach  den  Sätzen  70)  und  71)  schneidet  jeder 
Kreis  der  durch  kj^  und  ä?2  bestimmten  Kreisschaar  die  Kreise  m^  und 
«4  je  gleichwinklig,  d.  h.  sie  sind  zugleich  äussere  oder  innere  Kreise 
zu  j»!  und  m^.  Ein  beliebiger  Kreis  \  der  Schaar  schneidet  also 
sowohl  m^  wie  m^  je  unter  demselben  Winkel  —  er  sei  cfg,  und  wir 
haben: 

TeU  Lvn.  4 
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105)  Alle  Kreise,  welche  zwei  Kreise  k^  und  k^  be- 
aiiehlich  unter  den  Winkeln  a^  und  a,  schneiden,  wer- 
den von  jedem  Kreise  der  durch  k^  und  k^  bestimmten 
Kreisschaar  z.  B.  von  k^  unter  dem  gleichen  Winkel  — 
er  sei  «s  —  geschnitten. 

Haben  wir  irgend  ein  System  von  n  Kreisen,  welche  einen  Kreis 
n  zum  gleichartigen  Orthogonalkreis  besitzen,  so  schneidet  man  alle 
diese  n  Kreise  durch  einen  beliebigen  Kreis  k  beziehlich  unter  den 
Winkeln  a^a^a^  ....  Transformirt  man  das  ganze  System  in  Bezug 
auf  den  Orthogonalkreis  als  Transformationskreis,  so  gehen  die  ersten 
n  Kreise  in  sich  selbst  über  und  der  Kreis  k  transformirt  sich  in  den 
Kreis  k'.  Dieser  schneidet  die  n  ersteren  Kreise  beziehlich  wieder 
unter  den  Winkeln  Oj,  a,, ....  o».    Wir  haben  so: 

106)  Werden  n  Kreise,  die  alle  denselben  Kreis  zum 
Orthogonalkreis  besitzen,  von  irgend  einem  Kreise  be- 
ziehlich unter  den  Winkeln  a^,  cr^,  a,, ....  geschnitten,  so 
werden  sie  alle  noch  von  einem  zweiten  Kreise  bezieh- 
lich'unter   denselben  Winkeln    «j,   «,,  geschnitten. 

Diese  beiden  Kreise  sind  in  Bezug  auf  den  Orthogonal- 
kreis jener  n  Kreise  polarreciproke  Kreise. 

Haben  wir  irgend  drei  Kreise  i^,  k^^  k^  und  sei  Jt^^s  ein  äusserer 
Kreis  in  Bezug  auf  je  zwei  der  drei  Kreise,  so  muss  er  nach  Satz  70) 
jeden  der  drei  äusseren  orthogonalen  Potenzkreise  A^^j  A„j  A^i  je 
zum  Orthogonalkreis  besitzen.  Da  sich  die  drei  Kreise  A  in  den- 
selben zwei  Punkten  schneiden,  so  folgt,  dass  II  ein  Kreis  der,  zu 
der  durch  die  drei  Kreise  A  bestinuaten  Schaar  coi^ugirten  Kreis- 
schaar ist.  Ist  iti2,8  in  Bezug  auf  k^  und  k^^  ein  äusserer,  in  Bezug 
auf  k^  und  k^  wie  k^  und  k^  ein  innerer  Kreis,  so  ist  Ili2;8  ein 
Kreis  der  Schaar,  welche  zu  der  durch  die  orthogonalen  Potenzkreise 
A^^  Jm  J91  bestimmten  Schaar  coigugirt  ist  Ebenso  findet  man 
die  Schaaren  ftss^i  und  ft8i,2.  Die  Axen  dieser  Schaaren  oder  die 
Potenzlinien  d^  Kreistripel  A^^  A^^  A^^]  A^^^  ^,3,  J^\  etc.  gehen 
durch  den  Hauptpotenzpunkt  »  der  drei  Kreise  k>  Hieraus  fliesst 
nun  der  folgende  Satzs 

107)  Alle  Kreise,  welche  in  Bezug  auf  zwei  von  drei 
preisen  äussere  oder  innere  Kreise  sind,  oder  mit  an- 
dern Worten,  alle  Kreise,  welche  drei  Kreise  gleich- 
winklig schneiden,  bilden  vier  Kreisschaaren,  deren 
Potenzlinien  beziehlich  die  Hauptähnlichkeitsaxen  der 
drei  Kreise  sind  und  deren  Axen  alle  durch  den  Haupt^ 
potenzpunkt  der  drei  Kreise  hindurchgehen. 
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In  jeder  SchMr  giebt  es  aber  zwei  Kretee  von  gegebenem  Sa- 
dias.    Beachtet  man  aosserdem  noch  den  Sats  76),  so  folgt: 

108)  Es  giebt  acht  Kreise,  welche  einen  gegebenen 
Radins  (oder  welche  je  gleiche  Radien  besitzen)  nnd  drei 
Kreise  beziehlich  je  gleichwinklig  schneiden. 

Beachten  wir  weiter  den  Satz  76),  so  ergiebt  sich  über  die  Lage 
der  Mittelpunkte  der  acht  Kreisenuttelpnnkte  folgende  Bedingnngen: 

109)  DieMittelpnnkte  der  achtKreise,  welche  je  drei 
gegebene  Kreise  je  gleichwinklig  schneiden  nnd  deren 
Radien  alle  beziehlich  einander  gleich  sind,  liegen  sechs 
mal  zu  je  vieren  auf  einem  Kreise.  Pie  Mittelpunkte 
dieser  sechs  Kreise  sind  beziehlich  die  Haupt&hnlich- 
keitspnnkte  der  drei  Kreise.  Durch  je  zwei  Mittelpunkte 
gehen  drei  dieser  sechs  Kreise.  Die  sechs  Mittelpunkte 
liegen  also  je  paarweise  symmetrisch  zu  den  vier  Haupt- 
ahnlichkeitsaxen.  Ferner  liegen  je  zwei  solche  Mittel- 
punkte mit  dem  Hauptpotenzpunkte  in  derselben  Oe- 
raden. 

Es  sei  der  Radius  der  gleichwinklig  schneidenden  Kreise  gleich 
dem  Radius  des  Orthogonalkreises  der  drei  Kreise,  so  fallen  von  den 
acht  Kreisen  vier. mit  dem  Orthogonalkreis  zusammen  und  man  hat: 

110)  Ausser  dem  Orthogonalkreis  giebt  es  noch  vier 
Kreise,  deren  Radius  je  gleich  dem  Radius  des  Ortho- 
gönalkreises  ist  und  die  die  drei  Kreise  gleichwinklig 
schneiden.  Die  Mittelpunkte  dieser  vier  Kreise  sind  die 
Symmetriepunkte  des  Hauptpotenzpunktes  in  Bezug  auf 
die  vier  Hauptähnlichkeitsaxen. 

Da  nach  Satz  77)  alle  Punkte  der  orthogonalen  Potenzkreise 
äussere,  beziehlich  innere  Kreise  sind,  welche  den  Radius  gleich  Null 
besitzen,  so  folgt: 

111)  Es  giebt  in  der  Ebene  dreier  Kreise  acht  Kreise 
mit  dem  Radius  gleich  Null,  die  dire  drei  Kreise  gleich- 
winklig schneiden.  Diese  acht  Kreise  sind  identisch  mit 
den  acht  orthogonalen  Potenzpunkten  der  drei  Kreise. 

Da  in  jeder  Kreisschaar  es  zwei  Kreise  giebt,  welche  einen  be- 
liebigen nicht  zur  Schaar  gehörenden  Kreis  unter  dem  Winkel  u 
schneiden,  so  folgt  aus  Satz  106)  nnd  107): 

112)  Drei  Kreise  werden  von  acht  Kreisen  je  unter 
einem  beliebig  gegebenen  Winkel  geschnitten.    Von  die- 
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sen  acht  Kreisen  sind  yiermal  je  zwei  in  der  Art  ein» 
ander  beigeordnet,  dass  sie  in  Bezag  anf  den  Orthogo* 
nalkreis  jener  drei  Kreise  polarreciproke  Kreise  sind. 
Solche  zwei  Kreise  schneiden  sich  immer  auf  der  znge- 
hörenden  Hanptähnlichkeitsaxe. 

Da  jeder  Potenzkreis  zweier  Kreise  h^  und  k^  mit  dem  Potenz- 

verhÄltniss  v^^  ein  Centrenkreis  ist  mit  dem  Verhältniss  vu  ■»  -^  > 

so  ergiebt  sich,  wenn  die  drei  Kreise  h^^  A^,  h^  von  dem  Punkte  P 
aus  transformirt  in  -den  Transformationen  die  Badien  r^\  r^',  r^' 
besitzen: 

^t  ^Z  ^1 

Also 

t>i2  •  *^23  •*'8l  *=""ri  =  —  .—  .—  .  . . 

Tg     rj    Ti    t;i2    »23    «?3i 

Also  auch 

d.  h.  die  drei  dem  Punkte  P  zugehörenden  Centrenkreise  gehen  noch 
durch  einen  zweiten  Punkt  P.  Dies  folgt  auch  daraus:  Wenn  drei 
Potenzkreise  zweier  Kreise  durch  einen  Punkt  gehen,  so  gehen  sie 
noch  durch  einen  zweiten.    Hieraus  folgt: 

113}  Zu  irgend  drpi  Kreisen  giebt  es  acht  Punkte, 
von  denen  aus  die  drei  Kreise  nach  dem  Prinzip  derreci- 
proken  Radien  transformirt  die  Badien  der  Transforma- 
tionen im  gegebenen  Verhältniss  stehen.  Diese  acht  Cen- 
tren sind  yiermal  zu  je  zwei  einander  conjugirte  Potenz- 
punkte jener  drei  Kreise. 

Speciell  folgt  aus  diesem  Satz,  wenn  die  Radien  der  Transfor- 
mationen einander  gleich  werden  sollen: 

114}  Die  acht  orthogonalen  Potenzpunkte  dreier 
Kreise  sind  Gentren,  yon  denen  aus  die  drei  Kreise  zu 
gleichen  Kreisen  transformirt  werden. 

Odhen  die  drei  Kreise  h^^h^^h^  durch  denselben  Punkt  P,  so 
ist  dieser  Punkt  der  Hauptpotenzpunkt  der  drei  Kreise.  Da  seine 
Potenz  in  Bezug  auf  alle  drei  gleich  Null,  so  ist  also  auch  der  Or- 
thogonalkreis gleich  Null.  Von  zwei  Kreisen,  yon  denen  der  eine 
der  polarreciproke  des  anderen  ist  in  Bezug  auf  diesen  Orthogonal- 
kreis, mnss  der  eine  selbst  den  Radius  gleich  Null  haben,  was  aus 
Gleichung  34)  auch  ohne  weiteres  heryorgeht    Hieraus  folgt: 
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114)  Alle  Potenzkreise  dreier  Kreise,  die  durch  den- 
selben Punkt  hindurchgehen,  gehen  auch  durch  diesen 
Punkt  Die  Kreise,  welche  diese  drei  Kreise  gleich- 
winklig schneiden,  bilden  vier  Kreisschaaren,  deren 
Axen  auch  durch  diesen  Punkt  gehen.  In  jeder  Schaar 
giebt  es  einen  Kreis,  der  die  drei  Kreise  unter  einem 
beliebig  gegebenen  Winkel  schneiden.  Der  zweite  Kreis, 
der  alle  jene  drei  unter  demselben  Winkel  schneidet, 
f&llt  mit  dem  gemeinsamen  Punkt  zusammen  und  sein 
Radius  ist  gleich  Null.  Alle  diese  vier  Kreisschaaren 
sind  daher  Kreisschaaren  mit  zwei  Grenzkreisen  und 
der  zweite  Grenzpunkt  ist  je  der  zweite  orthogonale 
Potenzpunkt 

Transformirt  man  das  System  dreier  durch  denselben  Punkt 
hindurchgehenden  Kreise  nach  dem  Prinzip  der  reciproken  Radien, 
aus  diesem  Punkte  als  Transformationscentrum,  so  folgt: 

115)  Drei  Gerade,  oder  die  Seiten  eines  Dreiecks 
werden  von  den  Kreisen  von  vier  concentrischen  Kreis- 
schaaren gleichwinklig  geschnitten.  Die  Centren  dieser 
Schaaren  sind  die  Schnitte  der  Winkelhalbirenden  des 
Dreiecks.  Die  Winkelhalbirenden  sind  also  als  die  or- 
thogonalen Potenzkreise  der  drei  Seiten  des  Dreiecks 
anzusehen  und  schneiden  sich  somit  viermal  zu  je  dreiren 
in  einem  Punkte;  den  vier  orthogonalen  Potenzpunkten 
des  Dreiecks. 

Haben  wir  die  vier  Kreise  ä^,  A?,,  äjj,  fc^,  so  gehören  zu  je  drei 
der  Kreise  k  vier  Kreisschaaren  /S(Ä),  deren  Kreise  je  die  drei  Kreise 
gleichwinklig  schneiden.    Wir  bezeichnen  diese  Schaaren  mit 

^OiaS»  ^OjSi»        ^C)341»        ^(Ä)4i2 

iS(ft)l2.8,  Äf(Jl)28,l|      ^(ft)31,2 

iS{ff)28.4,  Äf(Ä)34.2,     iS(ff)42.8 

S(ft)34,l,  iS(ff)41.8,      Sl9)lZ,4 

Ä(»)41,2,  5(ff)l2,4,^   5(»)24.1 

Die  Axen  St^  und  8^^  schneiden  sich  in  einem  Punkte  M^^^, 
Dieser  Punkt  ist  also  Mittelpunkt  eines  äusseren  Kreises  zu  h^  und  k^ 
nnd  folglich  schneidet  dieser  Kreis  alle  vier  Kreise  k  gleichwinklig. 
Es  gehen  also  auch  die  Axen  9^4^  und  R^^  hindurch.  Die  Axen 
ftjja  und  I^l2,4  schneiden  sich  in  dem  Punkte  J/128,4.  Dieser  Punkt 
ist  also  Mittelpunkt  eines  äussern  Kreises  je  zu  k^  und  k^  k^  und  X^, 
wie  k^  und  k^j  und  eines  innem  Kreises  je  zu  ^1  und  k^^  k^  und  ^4, 
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^d  h^  nttd  h^.  Es  ist  dies  also  der  Mittelpunkt  eines  Kreises,  der 
«lUe  tier  Kreise  k  gleidiwinklig  and  zwar  k^  in  Bezug  auf  die  drei 
anderen  angleichartig  ftchneidet.  £s  gehen  somit  durch  3/128.4  noch 
•die  Axen  ili2,4,  A?i8.4,  X;i8.4.  Auf  diese  Weise  weitergehend,  erh&lt 
man  die  acht  Punkte 

-^tSi*      M2t.4,      A/234,1,      A%41,27      3f(|12,8 
MlXU'i     3/I8.94,      M4,28 

Durch  jeden  dieser  Punkte  gehen  vier  Azen  der  16  Kreisschaaren 
8{tt)  und  zwar  hat  man  hierfOr  nachfolgende  Zusamm^istellung: 

'  Ton  den  16  Axen  schneiden  sich: 

^412    in  dem  Mittelpunkte  3fi284 
91  »  M23.4 


1) 

J'ltSi 

^284  9 

»841? 

»412 

2) 

«»l»» 

Ä12.4, 

»83, 4  j 

»81,4 

3) 

Äl$4> 

«88,1, 

»84.1, 

»48.1 

4) 

J'siii 

ft34,ai 

»41.2, 

»18,2 

6) 

Ä41i,8, 

^41.8, 

»42,8, 

»12.3 

6) 

»ia.8, 

»12,4, 

«84.1, 

»84,2 

7) 

ffs,4, 

Ä».i, 

»14.2, 

»14.8 

8) 

ÄI8,2, 

»18.4, 

»24.1, 

»24.8 

4.1 
3/341.2 
Afl24,8 
3fl2.84 
M4.93 
ifi8,24 

Hieraus  ergiebt  sich: 

116)  Irgend  vier  Kreise  derselben  Ebene  werden  von. 
acht  Kreisen  je  gleichwinklig  geschnitten.  Von  den 
Mittelpunkten  dieser  acht  Kreise  liegen  je  viermal  je 
zwei  mit  jedem  der  vier  Hauptpotenzpunkte  dreier  der 
vier  Kreise  in  einer  Geraden.  Von  diesen  16  Geraden 
gehen  durch  jeden  der  acht  Mittelpunkte  je  vier. 

Haben  alle  vier  Kreise  denselben  Orthogonalkreis,  so  schneiden 
sich  alle  16  Axen  in  diesem  Punkte.    Hieraus  folgt  sogleich: 

117)  Schneidet  einer  der  acht  Kreise,  welche  vier 
Kreise  gleichwinklig  schneiden,  unter  rechtem  Winkel 
oder  aber  wird  er  selbst  von  allen  vier  Kreisen  über  sei- 
nem Durchmesser  geschnitten,  so  fallen  mit  diesem 
Kreise  alle  sieben  übrigen  zusammen. 

Oder  auch: 

118)  Besitzen  vier  Kreise  denselben  Orthogonalkreis, 
so  werden  sie  ausser  diesem  von  keinem  zweiten  Kreise 
mehr  je  gleichwinklig  geschnitten. 
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Es  seien  die  Axen  St^^a  ^^^  f^tu  parallel,  dann  liegt  ^f^ssi  ^ 
dem  nnendlich  fernen  Punkt  der  Ebene.  Alsdann  sind  aber  auch 
l'iMi  ftm  ™it  Jei^eu  Axen  parallel.  Es  müssten  also  anch  die  vier 
äusseren  Hauptähnlichkeitsaxen  ^„3,  g^^^  g^,  g^^^  mit  einander 
parallel  sein.  Da  aber  je  zwei  z.  B.  g^^  und  g^^  durch  den  Haupt- 
Ahnlichkeitspunkt  A^  gehen,  so  fallen  diese  zwei  nnd  folglich  alle 
vier  Haupt&hnlichkeitfiaxen  zusammen  z.  B.  in  g^g^  und  wir  haben, 
da  jede  Haupt&hnlichkeitslinie  zweier  Kreise  diese  gleichwinklig 
schneidet: 

119)  Fallen  von  den  Hauptähnlichkeitsaxen  zu  vier 
Kreisen  gehörend  je  vier  entsprechende  zusammen,  so 
ist  sie  als  eine  der  acht  Kreise  aufzufassen,  welche  jene 
vier  Kreise  je  gleichwinklig  schneidet. 

Sollen  ausser  den  Axen  fti^si  'ssii  •  •  •  i^och  je  die  vier  Axen 
1^128)  ^2*4,  ffi8,4,  ft28,4  mit  einander  parallel  werden,  so  lütlssen  die 
vier  Hauptähnlichkeitsaxen 

OttSf     ^12>4,      ^,4,      ^28,4 

wieder  zusammenfallen.  Es  müsste  also  diese  Axe  selbst  mit  g^^ 
identisch  sein.  Dies  ist  aber  nicht  möglich,  weil  sonst  je  J^^  und  ^,4, 
J^  und  A^y  J^  und  A^  zusanunen&llen  mtlssten. 

Sollen  nun  aber  endlich  drittens  die  Axen  fti2,8,  ^12,49  ^Ay 
fts4,2  parallel  sein,  dann  müssen  die  Axen 

^2,8,    ^2,4,    jr84,i,    gii,2 

zusammenfallen.  Diese  Gerade  sei  ^12,84.  Auf  dieser  liegen  die 
äusseren  Hauptähnlichkeitspunkte  A^^  und  A^,  Also  Wlt  auch 
ffi2M  mit  ^1884  zusammen.  Dies  ist  aber  wieder  nicht  möglich,  wenn 
nicht  A^  und  A^^  zusammenfallen.  Es  finde  dies  nun  statt.  Auf 
iris.84  liegen  also  die  sechs  Hauptähnlichkeitspunkte: 

ErsÜich  die  in  dem  Punkte  ^19,34  zusammen  fallenden  Punkte 
4i,  und  A^  und  femer  J,,,  Ji,?  -^u;  •^24-  Halten  wir  von  den  vier 
Kreisen  ifci,  ifc,,  ifcj,  k^  die  drei  ersten  fest,  während  wir  k^  beliebig  so 
seine  Lage  ändern  lassen,  dass  ^,4,  ^24  ^^^  folglich  auch  A^  sich 
^^  ^]S84  bewegen,  so  dass  A^^  fest,  dass  im  allgemeinen  keine  zwei 
der  übrigen  Punkte  ^,4,  A^^^,  A^j  A^^  zusammen  fallen,  und  es  er- 
geben sich  folgende  zwei  Sätze: 

120)  Von  den  acht  Kreisen,  welche  vier  Kreise  je 
f^leichwinklig  schneiden,  können  zwei  in  Gerade  über- 
sehen. Dann  fallen  aber  von  den  12  Hauptähnlichkeits- 
pnnkten  der   vier  Kreise   zwei   gleichartige   zusammen 
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und  Yon  den  16  Hanptähnlichkeitsaxen  der  vier  Kreise 
fallen  zweimal  je  vier  in  je  eine  Gerade  zusammen.  Diese 
beiden  Geraden  gehen  durch  die  zwei  zusammenfallen- 
den Hauptähnlichkeitspunkte. 

121)  Hat  man  drei  Kreise  mit  einer  ihrer  vier  Haupt- 
ähnlichkeitsaxen.  Verbindet  man  einen  beliebigen  Pnnkt 
der  Ebene  mit  den  Mittelpunkten  der  drei  Kreise 
und  zieht  von  den  Schnitten  dieser  Geraden  mit  der 
Hauptähnlichkeitsaxe  die  Tangenteupaare  beziehlich 
an  die  drei  Kreise,  so  berühren  die  sechs  Tangenten 
einen  Kreis,  welcher  jenen  Punkt  zum  Mittelpunkt  be- 
sitzt. 

Fallen  nicht  nur  die  beiden  Hauptähnlichkeitspunkte  A^^  und 
Ä^  in  dem  Punkte  ^ig,  347  sondern  auch  die  Punkte  A^q  und  ^24 
in  dem  Punkte' -4i8, 24  zusammen,  so  ergiebt  sich  folgendes:  Weil 
A12  QBd  A^  zusammen  fallen,  so  müssen  die  Hauptähnlichkeitsaxen 
gi^  und  gi2i  folglich  auch  gzi^i  und  g^^^  sich  vereinigen.    Ebenso 

^i2?3  «^d  ^1214  wie  folglich  g^,^  und  5^34,2 

Weil  -4ts  und  A^^  zusammen  fallen,  so  vereinigen  sich  auch  ^13,2  und 
9iz^  wie  somit  auch  ö'24»i  ^^^  Sf^i^z-  Bezeichnen  wir  diese  drei  je 
vierfach  zu  zählenden  Hauptiihulichkeitsaxen  mit  0^129347  0^13^24  ind 
Pi2)24-    Auf  der  Geraden  (712.31  und  (713,24  liegen  je  die  Punkte 

•^381      *^14»      «^233      *^2i 
•^121      «^145      '^28"»      *^34 

Dies  ist  aber  nur  möglich,  wenn 

Ji4    und    J22 

in  dem  Schnittpunkte  der  5^12,34  und  .^13,24  vereinigen.  Beachten  wir, 
dass,  wenn  z.  B.  A^^  und  J^  zusammen  fallen  wüi-den,  unmöglich 
noch  ein  andrer  Hauptähnlichkeitspunktenpaar  sich  vereinigen  kann, 
80  folgt: 

122)  Fallen  von  den  12  HauptähnlichJteitspunkteji 
von  vier  Kreisen  zweimal  je  zwei  zusammen,  so  tun  es 
noch  zwei  der  übrigen.  Von  diesen  sind  zwei  Paare  jo 
äussere  und  ein  Paar  je  innere.  Die  Seiten  des  durch 
diese  drei  Punkte  bestimmtenDreiecks  sind  als  vierfach 
zu  zählende  Hauptähnlichkeitsaxen  anzusehen.  Ausser- 
demsind  diese  drei  Seiten  als  drei  der  acht  Kreise  zu 
betrachten,  welche  jene  vier  Kreise  je  gleichwinklig 
schneiden. 
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Beachten  wir,  dass  die  Geraden  g^^^^^  ^^2949  ffu^i  ^^^  ^3499  sich 
nicht  vereinigen  kOnnen,  so  folgt,  wenn  man  die  Figur  zu  Satz  122) 
nach  dem  Princip  der  reciproken  Badien  transformirt: 

123)  Yen  den  acht  Kreisen,  welche  je  vier  Kreise 
gleichwinklig  schneiden,  können  höchstens  je  drei  durch 
denselben  Punkt  gehen. 

Sollen  Tier  Kreise  von  mehr  als  acht  Kreisen  je  gleichwinklig 
geschnitten  werden,  so  ist  das  nur  möglich,  wenn  von  den  16  Axen 
(Jl)  je  zwei  und  folglich  je  vier  entsprechende  zusammen  fallen.  Es 
ist  alsdann  jeder  Punkt  dieser  Axe  als  Schnittpunkt  der  vier 
vereinigten  Axen  anzusehen.  Hieraus  folgt  also,  dass  alle  vier  zu* 
gehörigen  Kreisschaaren  in  ein  und  dieselbe  übergehen.  Hieraus  er- 
giebt  sich  sogleich,  dass  alle  vier  Kreise  denselben  Orthogonalkreis 
besitzen  und  von  keinem  weitem  Kreise  als  denen  der  Kreisschaar 
je  gleichwinklig  geschnitten  werden.  Da  aber  diese  Schaar  durch 
zwei  ihrer  Kreise  bestimmt  ist,  so  folgt: 

124)  Besitzen  vier  Kreise  denselben  Orthogonalkreis 
und  werden  sie  ausserdem  noch  von  einem  Kreis  gleich- 
winklig geschnitten,  so  werden  sie  von  allen  Kreisen  der 
durch  den  Orthogonalkreis  und  diesen  Kreis  bestimmten 
Kreisschaar  gleichwinklig  geschnitten. 

Besitzen  die  Kreise  k^^  2;2,  k^^  k^  denselben  Orthogonalkreis  ?rj284 
und  fallen  von  den  12  Hauptähnlichkeitspunkten  zwei  z.  B.  Af2  und 
A^  zusammen.  Legen  wir  den  orthogonalen  Potenzkreis  A^^^  so  ge- 
hört er  auch  da  er  ^1234  zum  Orthogonalkreis  hat,  zur  Schaar 
der  durch  k^  und  k^  bestimmten  Kreisschaar.  Dieser  Kreis  ist  also 
auch  der  orthogonale  Potenzkreis  zu  k^  und  k^.  Legen  wir  nun  den- 
jenigen Kreis  a  der  Schaar  A;^,  Äjg,  welcher  den  Kreis  ^i2S4  zum 
Orthogonalkreis  hat,  und  transformirt  man  das  ganze  System  in  Bezug 
auf  ^12,84  als  Trausformationskreis,  so  geht  k^  in  ^29  ^^^  h  ^^  ^4 
und  umgekehrt  über.  Der  Kreis  o  transformirt  sich  in  sich  selbst 
und  da  er  zu  der  Schaar  (k^  k^)  gehört,  so  gehört  er  also  auch  zur 
Schaar  (k^kj.  Da  aber  k^  und  Ars  9  ^^^  ^^^^  h  ^^^  h  ^^^  Kreis 
jii234  lücht  je  gleichwinklig  schneiden,  so  folgt,  dass  der  Kreis  cc  nicht 
orthogonaler  ^otenzkrcis  zu  den  KreispaariBn  k^^  k^  und  k^^  k^  ist. 
Also  ist  der  Schnittpunkt  der  Gentrallinien  A;,,  k^  und  ^^29  ^4  i^^^  dann 
zusammenfallender  Hauptähnlichkeitspunkt  der  Kreispaare  il^,  k^  und 
Jf,  ^4,  wenn  ^12934  ^^^  zwei  Kreise  k^  und  ilg  gleichwinklig  schneidet, 
und  wir  haben  so: 

125)  Jrgend  zwei  gegebene  Kreise  werden  nur  dann 
von  mehr  als  acht  Kreisen  je  gleichwinklig  geschnitten, 
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wenn  6ie  Alle  denselben  Orthogonalkreid  besitzen  ''und 
noch  von  einem  zweiten  Kreise  gleichwinklig  geschnit- 
ten werden. 

Wir  haben  insbesondere; 

126)  Vier  Kreise  werden  von  allen  Kreisen  einer 
Kreisschaar  gleichwinklig  geschnitten,  wenn  sie  alle 
denselben  znm  Orthogonalkreis  besitzen  und  wenn  die 
sechs  äussern  Aehnlichkeitspnnkte  auf  derselben  Ge- 
raden liegen.  Diese  Gerade  ist  dann  Potenzlinie' der 
Kreisschaar. 

127)  Vier  Kreise  werden  von  allen  Kreisen  zweier 
Kreisschfiaren  je  gleichwinklig  geschnitten,  wenn  sie 
denselben  Orthogonalkreis  besitzen  und  wenn  irgend 
zwei  der  äussern  Hanptähnlichkeitspunkte  zusammen- 
fallen. Die  Potenzlinien  gehen  durch  diesen  doppelten 
Hauptähulichkeitspunkt 

128)  Vier  Kreise  werden  von  allen  Kreisen  dreier 
Kreisschaaren  je  gleichwinklig  geschnitten,  wenn  sie 
denselben  Orthogonalkreis  besitzen  und  wenn  zweimal 
je  zwei  der  12  Hauptähnlichkeitspunkte  zusammenfallen« 
Die  drei  Potenzlinien  sind  die  Geraden,  welche  je  durch 
jene  zwei  und  noch  durch  einen  dritten,  durch  jenen  be- 
dingten doppelten  Hauptähnlichkeitspunkt  bestimmt 
Bind. 

129)  Vier  beliebig  gewählte  Kreise  können  durch 
nicht  mehr  als  durch  die  Kreise  dreier  Kreisschaaren 
je  gleichwinklig  geschnitten  werden. 

Beachtet  man  den  Satz  116),  so  folgt: 

180)  Vier  Kreise  können  im  allgemeinen  durch  einen 
Kreis  unter  dem  bestimmt  gegebenen  Winkel  a  geschnit- 
ten werden.  Jedoch  in^  specieller  Lage  kann  er  zu  vier 
Kreisen,  1,  2,  3,  4,  5,  6,  jedoch  nie  mehr  als  sechs  Kreise 
geben,  welche  4  Kreise  unter  dem  gegebenen  Winkel  « 
schneiden. 

Ebenso  folgt  aus  demselben  Satze: 

131)  Fünf  Kreise  derselben  Ebene  können  im  allge- 
meinen von  keinem  Kreise  gleichwinklig,  jedoch  in  spe- 
ciellen  Fällen  von  1,  3,  3,  4,  5  oder  höchstens  von  6 
Kreisen  je  gleichwinklig  geschnitten  werden: 
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Femer  ergiebt  sich  wie  oben  leicht  der  folgende  Satz: 

132)  Fünf  Kreise  die  denselben  Orthogonalkreis  be- 
sitzen, werden  von  den  Kreisen  einer  Schaar  gleich- 
winklig geschnitten,  wenn  10  entsprechende  Haupt&hn- 
lichkeitspnnkte  anf  derselben  Geraden  «—  der  Potenz- 
linien der  Schaar  —  liegen. 

Ans  obigen  Betrachtungen  ist  leicht  ersichtlich: 

133)  Irgend  fünf  Kreise  können  Ton  nicht  mehr  als 
den  Kreisen  einer  Schaar  je  gleichwinklig  geschnitten 
werden. 

Hieraus  folgt: 

134)  Irgend  fünf  Kreise  können  '  höchstens  von  2 
Kreisen  je  unter  dem  gegebenen  Winkel  o  geschnitten 
werden. 

etc. .   .   . 

Den  Satz  132)  können  wir  verallgemeinert  so  aussprechen: 

135)  Haben  irgend  n  Kreise  denselben  Orthogonal- 
kreis und  schneiden  sie  alle  einen  Kreis  einer  Schaar 
unter  dem  Winkel  er^,  einen  zweiten  Kreis  unter  dem 
Winkel  a^  und  gehört  auch  jener  Orthogonalkreis  zu  der 
Kreisschaar,  so  schneidet  jeder  Kreis  dieser  Schaar  alle 
n  Kreise  je  unter  gleichen  Winkeln.  Insbesondere  giebt 
es  zwei  Kreise,  welche  unter  demselben  Winkel  schnei- 
den. Diese  beiden  Kreise  haben  den  Orthogonalkreis 
zum  orthogonalen  Potenzkreis.  Eine  der  Hanptähnlich- 
kettspunkte  von  je  zwei  jener  »  Kreise  liegt  auf  den 
Potenzlinien  dieser  Kreisschaar. 

Hieraus  folgt  umgekehrt: 

136)  Alle  Kreise,  welche  von  zwei  Kreisen  unter  dem 
Winkel  o  und  beide  gleich  oder  ungleichartig  schneiden, 
haben  den  einen  orthogonalen  Potenzkreis  dieser  zwei 
Kreise  zum  Orthogonalkreis  und  der  eine  Hauptähn- 
lichkeitspunkt von  je  zwei  von  ihnen  liegt  auf  der  Po- 
tenzlinie dieser  beiden  Kreise. 

AlleKreise,  welche  zwei  Kreise  je  gleichwinklig  oder 
ungleich  oder  gleichartig  schneiden,  heifisen  wir  eine 
Kreisreihe. 
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Es  seien  die  drei  Kreise  k^^  k^^  k^  beziehlich  von  den  acht 
Kreisen 

JWi28    nnd    üf' 188 

^Üi^     -3^8,1      M^tt 

^\tig    ^'nn    -*^8i58 

je  unter  dem  Winkel  a  geschnitten,  wo  je  die  Kreise  M  and  M'  in 
Bezug  auf  den  Orthogonalkreis  n^^z  ^^  <^g^  Kreise  k^^  k^^  k^  sich 
polarreciprok  entsprechen.  Von  diesen  acht  Kreisen  giebt  es  je 
sechsmal  vier  Kreise,  welche  je  eine  der  sechs  orthogonalen  Potenz- 
kreise  zum  Orthogonalkreis  haben.  Es  ist  z.  B.  der  Kreis  A^^  Or- 
thogonalkreis zu 

•^«85      ^  1881      -^218*      '^'l2»8* 

Nehmen  wir  in  Bezug  auf  A-^  als  Transformationskreis  nach  dem 
Princip  der  reciproken  Radien,  so  gehen  die  vier  Kreise  M  in  sich 
selbst  tlber.  Der  Kreis  kj^  transformirt  sich  in  k^  nnd  umgekehrt  und 
den  Kreisen  k^  entspreche  der  Kreis  il89i2-  ^^  schneidet  alsdann  auch 
*85i2  <iiö  vier  obigen  Kreise  Jfcf  unter  beziehlich  dem  Winkel  «.  Hier- 
aus folgt  der  Satz: 

137)  Von  den  acht  Kreisen,  welche  drei  Kreise  unter 
dem  Winkel  o  schneiden,  giebt  es  je  sechsmal  vier 
Kreise,  welche  je  noch  von  einem  vierten  Kreise  unter 
demselben  Winkel  o  geschnitten  werden.  Diese  sechs 
Kreise  besitzen  mit  den  drei  Kreisen  denselben  Ortho- 
gonalkreis. 

Bezeichnen  wir  diese  6  Kreise  mit  Ari.23,  ^^'1,23;  i(2,8i,  k^%zi\ 
i^s^id,  i('8,i2,  so  sind  diese  nach  dem  obigen  unabhängig  von  dem 
Schnittwinkel  a  der  acht  Kreise  M,  Von  diesen  6  Kreisen  kx,yM 
werden  je  drei  von  zwei  zugeordneten  der  acht  Kceise  M  gleich- 
winklig und  gleichartig  geschnitten.  Z.  B.  werden  die  Kreise  ki,\^\ 
fe,3i;  Aä.i2  von  den  zwei  Kreisen  M\^  M\^  gleichwinklig  und  gleich* 
artig  geschnitten.  Femer  4:i.88,  i^'a^si;  i^'s.ia  von  3/93,1,  3i''23, 1  etc. 
Hieraus  folgt: 

138)  Bestimmt  man  zu  je  zwei  von  drei  beliebig  ge- 
legenen Kreisen  die  orthogonalen  Potenzkreise,  be- 
stimmt alsdann  in  Bezug  auf  jeden  von  diesen  den 
polarreciproken  Kreis  jedes  dritten  Kreises,  zu  welchem 
dieser  Kreis  nicht  als  orthogonaler  Potenzkreis  gehört, 
so  erhalten  wir  auf  diese  Weise  sechs  den  drei  ersten 
Kreisen  beigeordnete  Kreise.     Jeder  dieser  Kreise   hat 
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den  OrthogonalkreiB  jener  drei  Kreise  selbst  zum  Or- 
thogonalkreis  nnd  wird  mit  den  beigegebenen  Kreisen 
von  den  sämmtlichen  Kreisen  zweier  Kreisschaaren  je 
gleichwinklig  geschnitten. 

139)  Alle  Kreise  von  den  vier  Kreisschaaren,  deren 
Kreise  je  drei  Kreise  gleichwinklig  schneiden,  schnei- 
den je  drei  der  sechs,  die  den  drei  Kreisen  beigeord^ne- 
ten,  je  anter  demselben  Winkel,  wie  diese  drei  Kreise 
selbst 

Oder  auch: 

140)  Drei  Kreise  mit  ihren  6  beigeordneten  bilden 
viermal  je  sechs  Kreise  von  je  einer  J^reisreihe. 

Bezeichnen  wir  allgemein  die  acht  Kreise,  welche  je  vier  ge- 
gebene unter  gleichen  Winkeln  schneiden,  mit  Mxysv^  so  sind  sie  ge- 
geben dnrch: 

^im\     -^128.4*,      -3/884,1;      ^^41,2;      Mi,Vi,% 
M\2M\     ^18,24;     3fi4,28 

Nehmen  wir  von  diesen  die  vier  Kreise 

3fi234,     Jkfl28,4,      3fi24,89     M2,84 

BD  sind  die  äussern  Kreise  in  Bezug  auf  h^  und  k^  und  besitzen  da- 
her den  orthogonalen  Potenzkreis  A^^  selbst  zum  Orthogonalkreis. 
Nehmen  wir  Ä^^  zum  Transformationskreis  und  transformiren  die  4 
Kreise  h  und  die  vier  Kreise  Jl/,  so  gehen  letztere  in  sich  selbst  über. 
Femer  ¥rird  aus  h^  der  Kreis  h^  und  umgekehrt  und  zu  h^  und  k^ 
gehören  2^,12;  i^4,i2.  Diese  schneiden  die  vier  Kreise  M  beziehlich 
unter  demselben  Winkel  wie  sie  beziehlich  die  Kreise  h^  schneiden,, 
und  wir  haben: 

141)  Die  24  zu  je  6  und  6  je  dreien  von  vier  Kreisen 
beigeordneten   Kreise    schneiden    zu  je    zwei   und  zwei' 
12mal  je  vier  der  acht  Kreise,  welche  je  vier  Kreise  je 
gleichwinklig    schneiden,    unter  demselben  Winkel   wie 
diese  vier  die  gegebenen  vier  Kreise  schneiden. 

Schneiden  sich  die  drei  Kreise  24,  h^^h^  in  den  drei  Punkte- 
paaren 

^f       ^"       ^'       «»"       •»'       1" 

P  12J      />  1Ä>     P  23»      P  23»     P  81»     P  31 

so  sind  dies  in  Bezug  auf  den  Orthogonalkreis  n  jener  drei  Kreise 
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drei  Paar  polarreciprok  entsprechende  Pnnkte.  Je  drei  wn  dkeum 
sechs  Punkten,  anter  denen  drei  sich  je  keine  zwei  polarreciproken 
entsprechende  befinden,  bestimmen  einen  Kreis.  Wir  erhalten  so  die 
Kreise 

^m  =  \PiiPnPii)i  \P  uP  uP  ii)  =  ^  1» 

m'ai,j  =  (p'u  P'n  P"n)  \  ip"it  p"n  p'ti)  =  »"m.2 

*        w'aB,!  =  (p\i  p^n  p'si)  1  (p\i  p'n  p'm)  =  «»"aw 

m'ufi  =  (p",8  |»'m  P'si);  (l^'i«  l'"»  l>%i)  ^  »»"iw 

Von  diesen  Kreisen  entsprechen  sich  je  dieselben  zwei  derselben  Zeilen 
als  polarreciproke  in  Bezug  auf  den  Orthogonalkreis  »  als  Trans- 
formationskreis. Jeder  Kreis  der  nun  z.  B.  m^^a  ^oid  m"^^  gleich- 
winklig schneidet,  hat  den  Kreis  n  zum  Orthogonalkreis.  Nun  giebt 
es  aber  je  acht  Kreise,  welche  von  diesen  acht  «Kreisen  m  je  vier 
gleichwinklig  schneiden.  Es  schneide  K  die  Kreise  m'isst  ^'n.,2f 
fn!»,\  und  Wm  unter  demselben  Winkel,  so  folgt  sogleich,  dass  er 
auch  die  Kreise  m' 8i,2  und  w!*7a,i  noch  unter  dem  gleichen  Winkel 
'  schneiden  muss. 

Beachtet  man  femer,  dass  alle  Kreise,  welche  n  zum  Orthögonal- 
kreis  haben  und  irgend  zwei  gleichwinklig  schneiden,  auch  noch  die 
polarreciproken  unter  denselben  Winkeln  je  gleichwinklig  schndden, 
so  folgt: 

142)  Von  den  acht  Kreisen  m,  welche  durch  je  drei 
der  sechs  Schnittpunkte  dreier  Kreise  bestimmt  sind 
(wo  unter  den  Schnittpunkttripeln  keine  zwei  zusammeii- 
gehOrende  der  drei  Schnittpunktpaare  sind)  werden  vier- 
mal je  sechs  von  einem  und  nur  einem  Kreise  je  unter 
demselben  Winkel  geschnitten.  Von  obigen  acht  Kreisen 
m  werden  jedoch  sechsmal  je'  vier  je  von  den  Kreisen 
wenigstens  einer  Kreisschaar  je  gleichwinklig  geschnit- 
ten; also  insbesondere  von  je  zwei  Kreisen  berührt 

Bubigen  bei  Solothum,  den  29  Mai  1874. 
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n. 

PerspeetiTlsehe  Bilder  des  Kreises  und  directe  Besüinmiing 
ihrer  Durchmesser« 

Von 
Herrn  Dr.  Gustav  Ad.   V.  Peackka^ 

ord.  6S,  Profcfisor  an  der  k.  k.  technischen  Hochschule  in  Brflnn. 


Die  Perspective  eines  Kreises  ist  im  Allgemeinen  eine  Linie 
zweiter  Ordnung.  Bekanntlich  kann  ein  Kegel,  dessen  Leitlinie  eine 
Cnrve  zweiter  Ordnung  (hier  ein  Kreis)  ist,  wieder  nur  in  einer  Linie 
derselben  Ordnung  durch  eine  Ebene  geschnitten  werden.  Hieraus 
folgt  unmittelbar,  dass  ein  Kegel  von  kreisförmiger  Leitlinie,  durch 
die  Bildebene  geschnitten,  entweder  einen  Kreis,  eine' Ellipse,  eine 
Parabel  oder  eine  Hyperbel  als  Schnittfigur  liefern  werde. 

Ein  Keg^  von  kreisförmiger  Leitlinie  kann  nur  durch  zwei  ver- 
schiedene Lagen  von  Ebenen  nach  Kreisen  geschnitten  werd^,  wovon 
die  eine  Lage  durch  die  Basisebene  bestimmt  ist;  es  wird  somit  die 
Perspective  eines  Kreises,  ausser  einer  zweiten  besonderen  Lage  der 
Kreisebene,  nur  dann  ein  Kreis  sein  können,  wenn  derselbe  in  einer 
zur  Bildebene  parallelen  Ebeile  liegt. 

Ist  die  Kreisebe&e  gegen  die  Bildfläche  geneigt  und  erreicht  die 
Perq»herie  des  Kreises  eine  durch  das  Auge  parallel  zur  Bildfl&che 
gefifthrte  Ebene  (Yerschwindungsebene)  nicht,  so  wird  sich  als  daß 
perspectivische  Bild  des  Kreises  eine  Ellipse  ergeben;  findet  hingegen 
ein  blosses  Berühren  des  Kreises  mit  der  eben  erwähnten  Yerschwin- 
dungsebene statt,  so  wird  die  Perspective  des  Kreises  eine  Pambel 
sein,  w&hrend  endlich  in  jenem  Falle,  wo  der  Kreis  die  Yerscbwin- 
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dnngsebene  schneidet,  das  Ereisbild  als  Hyperbel  erscheint.  Wflrde 
die  Ebene  des  Kreises  durch  das  Auge  gehen,  so  stellt  sich  dessen 
Perspective  als  gerade  Linie  dar. 

a)  PerspeetiTlsehes  Bild  des  Kreises  als  ParsbeL 

In  einer  Ebene  E  (Fig.  1.),  deren  Bildflächtrace  Eb  and 
deren  Flucht-  oder  YerschTvindungslinie  Ev  sei,  ist  ein 
Kreis  K  derart  gegeben,  dass  dessen  Peripherie  die 
durch  das  Projectionscentrnm  O  (Auge)  zur  Bildebene 
Bj£  parallel  geführte  Ebene  (Verschwindungsebene)  be- 
rührt; es  ist  dessen  Bild,  welches  als  Parabel  erscheint, 
zu  construiren,  so  wie  die  Hanptaxe  sowohl,  als  die 
Seheiteltangente  des  Bildes  direet  zu  bestimmen. 

Man  denke  sich  vor  Allem  die  Zeichnungsfläche  vorbereitet,  also 
das  Auge  O  um  die  Yerschwindungslinie  Et  nach  Og  (Nebenauge) 
in  die  Bildebene  (Zeichnungsfläche)  Bg  umgelegt,  und  den  gegebenen 
Kreis  K  als  auch  die  Spurlinie  E9  (d.  i.  jene  Grerade,  in  welcher  die 
Ebene  E  die  Verschwindungsebene  Fe  schneidet,  und  deren  Abstand 
von  der  Bildflächtrace  Eh  gleich  ist  der  Entfernung  des  Projections- 
centrums  von  der  Fluchtlinie  £«)  um  die  Bildflächtrace  Eb  in  die 
Bildebene  in  gleichem  Sinne  gedreht  Sei  in  dieser  Lage  c^  der 
Kreismittelpunkt  und  Öq  der  Berührungspunkt  des  Ejreises  mit  der 
Spurlinie  J^s,  so  wird  selbstverständlich  das  perspectivische  Bild  des 
Berührungsradius  ^o^o^'  ^^^^  ^^^  derselbe  den  unendlich  fernen 
Punkt  Iq  mit  dem  Kreisbilde  gemein  hat,  ein  Durchmesser  der  Pa- 
rabel sein.  Nachdem  bQe^ö  auf  der  Bildflächtrace  JEJ&  senkrecht  steht 
und  8  der  Durchstosspunkt  mit  der  Bildebene  ist,  wird  das  perspec- 
tivische Bild  desselben  durch  die  Verbindungslinie  des  der  Ebene  E 
entsprechenden  Nebenaugepunktes  A^  mit  dem  'Punkte  8  repräsentirt  - 

um  nun  die  Scheiteltangente  und  die  Hauptaxe  des  Kreisbildes 
(Parabel)  zu  bestimmen,  hat  man  blos  zu  erwägen,  dass  alle  Durch- 
messer der  Parabel  untereinander  parallel  seien  und  dass  die  Scheitel- 
tangente zu  denselben  senkrecht  stehe.  Bedenkt  man  femer,  dass 
(rerade,  deren  perspectivische  Bilder  untereinander  perallel  sind,  sich 
sämmtlich  in  einem  Punkte  9  der  Verschwindungsebene  Pb  schneiden 
und  dass,  wenn  diese  Geraden  in  einer  Ebene  liegen,  der  erwähnte 
Schnittpunkt  in  der  Spurlinie  Eg  der  besagten  Ebene  Fs  sich  vor- 
finden müsse,  so  wird  sich  ohne  jedwelche  Schwierigkeit  das  ange- 
strebte Resultat  ergeben. 

Führt  man  nämlich  eine  Senkrechte  8a  zu  A^S^  so  wird  dieselbe 
als  das  Bild  einer  Geraden  in  der  Ebene  E  und  O^a  ||  Sa  gleichsam 
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als  deren  Parallelstrahl,  so  wie  «  in  der  Spnrlinie  Es  als  deren  Schnitt- 
punkt mit  der  Yerschwindungsebene  Ps  aofgefasst  werden  können. 

Nun  ist  klar,  dass  alle  Geraden  in  der  Ebene  E^  welche  sich  in 
8  schneiden,  untereinander  parallele  und  zu  A^i  senkrecht  stehende 
Bilder  besitzen.  Zieht  man  demnach  von  s  an  den  gegebenen  Kreis 
K  die  Tangente  Tq^  so  wird  sich  das  Bild  t  derselben  als  Tangente 
an  die  Parabel,  senkrecht  zu  A^t^  darstellen  und  die  Scheiteltangente 
an  besagtes  Ereisbild  liefern. 

Bestimmt  man  nun  den  Berahrungspunkt  «  der  Tangente  T  im 
Klde  d.  i.  a,  was  entweder  mittelst  des  Nebenauges  O^  und  des 
Nebenaugenpunktes  A^  [aß  senkrecht  zu  Ey^  ß  mit  A^^  und  a  mit  O, 
verbunden  gibt  im  Schnitte  der  letzteren  den  gesuchten  Schnitt- 
punkt a]  oder  direct  dadurch  geschehen  kacn,  dass  man  den  Durch- 
schnittspunkt J  von  as  mit  der  Bildebene  bestimmt  und  durch  diesen 
Punkt,  nachdem  er  auch  dem  Bilde  von  as  angehört,  eine  zu  öA^ 
Senkrechte  aJ  führt,  um  durch  letztere  die  Scheiteltangente  t  des 
gesuchten  perspectivischen  Bildes  I  n  m  a . . .  und  im  Schnitte  mit 
aO^  den  Scheitel  a  der  Parabel  zu  erhalten. 

Durch  a  eine  Parallele  aM  zu  A^d  gezogen,  liefert  die  gesuchte 
Hanptaxe  der  Parabel 

Sollten  noch  anderweitige  Punkte  des  perspectivischen  Bildes, 
die  selbstverständlich  paarweise  in  den  Senkrechten  zur  Hanptaxe 
aM  liegen  mQßsen,  gefunden  werden,  so  wird  man  den  Kreis  K  von 
8  aus  durch  Strahlen  <1,  «2,  «3, . . .  teilen  und  jeden  einzelnen  Strahl 
sammt  seinem  Kreisschnittpunkt  bildlich  bestimmen.  Zu  diesem  Be- 
hufe  wird  man  beispielsweise  1  und  l^  mit  s  verbinden,  durch  den 
Schnittpunkt  g  mit  der  Bildebene  eine  Parallele  zu  t  fahren  und  die 
Bilder  I  und  I^  mittelst  der  Strahlen  10^  und  li^g  bestimmen. 


b)  Perspeetivisehes  Bild  des  Kreises  als  Hyperbel. 

In  einer  Ebene  E  (Fig.  2.)  ist  ein  Kreis  K  gegeben, 
welcher  die  Yerschwindungsebene  ft,  respective  die 
Sparlinie  Et  in  zwei  Punkten  a^  und  6^  schneidet;  es  ist 
dessen  Bild,  welches  als  Hyperbel  erscheint,  darzustel- 
len und  sind  dessen  Axen  direct  zu  bestimmen. 

Denkt  man  sich  das  Auge  O  um  die  Fluchtlinie  Ev  der  Ebene  E 
nach  O2  (Nebenauge)  und  die  gegebene  Ebene  E  sammt  den  in  ihr 
liegenden  Kreis  K  und  der  Spurlinie  Eg,  um  die  Bildflächtrace  Et 
der  Ebene  E  nach  derselben  Kchtung  in  die  Bildebene  gedreht  und 
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In  dieser  Lage  in  dea  Schpittpankten  tf^  und  tfg  des  Kreises  mit  Es 
die  Tangenten  t^  xmd  t,  an  den  umgelegten  Kreis  K  geführt,  so  nwd 
miMi  bloss  die  Bilder  der  letzteren  zu  bestimmen  haben,  um  sogleich 
die  Asymptoten  des  perspectiviscben  Kreisbildes  (der  Hyperbel)  zu 
jerhalten*,  denn  es  ist  bekannt,  dass  allen  Punkten  der  Geraden  Bb^ 
also  auch  den  Punkten  6^  und  62  Bilder  in  unendlicher  Entfernung 
entsprechen,  dass  Tangenten  im  Originale  auch  als  Tangenten  im 
Bilde  erscheinen,  dass  folglich  auch  die  Tangenten  t^  und  r^  an  den 
Kreis  E  als  Tangenten  an  die  Hyperbel  H  sich  darstellen  müssen, 
und  dass  endlich,  weil  ihre  Berührungspunkte  d.  h.  die  Bilder  der 
Pnnicte  a^  und  0«  im  Unendlichen  liegen,  diese  Tangenten  in  die 
Asymptoten  ^,  und  <s  der  Hyperbel  übergehen. 

Die  letzteren  wurden  einfach  dadurch  bestimmt,  dass  man  deren 
Durchstosspunkte  d^  und  ö^  mit  der  Bildebene,  so  wie  deren  Flucht- 
oder  Yerschwindungspunkte  v^  und  V2  mit  Zuhilfenahme  der  entspre- 
choAden  ParallelstraUen  O^v^  und  O^v^  ermittelte  und  die  bezeich- 
neten Punkte  ö^  und  ^i,  ^s  undt^s  mit  einander  verband.  Der  Schnitt- 
punkt dieser  beiden  Geraden  S^v^  und  ö^v^  gibt  den  Mittelpunkt  M 
der  Hyperbel. 

Halbirt  man  den  Asymptotenwinkel  t^Mt^y  so  repräsentirt  die 
Halbirungslinie  MX  die  Bichtung  der  realen  Axe  der  Hyperbel,  welche 
letztere  als  das  Bild  der  Geraden  o^öq  erscheint.  Um  nun  die  auf 
der  Bichtung  von  MX  liegenden  Scheitel  des  Kreisbildes  zu  finden, 
l^t  man  eben  blos  diejenige  Gerade  o^hQ  in  der  Ebene  E  aufzusuchen, 
als  deren  Bild  sich  die  Bichtung  MX  ergab.  Verbindet  man  zu  die- 
sem B^hufe  das  Nebenauge  0^  mit  dem  Fluchtpunkte  gi,  welcher  in 
der  FluchÜinie  Ef  der  Ebene  E  liegt  und  führt  man  zu  dem  so  ge- 
fundenen Parallelstrahl  O^ip  durch  den  Durchstosspunkt  d  von  MX 
mit  der  Bildebene  eine  Parallele  doQbQ,  so  liefern  o^  uud  ^  die 
Schnittpunkte  der  bildlich  dargestellten  Geraden  MX  mit  dem  Kreise 
K  in  der  in  die  Bildebene  hineingedrehten  Lage. 

Die  Bilder  a  und  b  dieser  beiden  Punkte  oq  und  ^0  werden  sich 
in  dem  Bilde  MX  einfach  dadurch  ergeben,  dass  man  die  Teilstrahlen 
O^oq  und  O^bo  zieht.  Nachdem  femer  Punkte  des  Kreises  im  Bilde 
als  Punkte  der  Hyperbel  sich  darstellen,  die  Punkte  oq  und  bQ  aber 
auf  der  Axe  der  letzteren  liegen,  so  müssen  deren  Bilder  a  und  b 
die  Scheitel  der  Hyperbel  sein,  also  die  reelle  Axe  ab  dieselben 
begrenzen. 

Führt  man  durch  einen  dieser  Punkte,  etwa  durch  a  eine  Senk- 
rechte y€  zu  MXy  so  werden  die  beiden  Asymptoten  /^  und  ^  in 
den  zwei  Punkten  y  und  s  geschnitten,  deren  Abstand  yi^^ce  die 
Bichtung  und  Länge  der  imaginären  Hyperbtiaze  ee  bestimmt 
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Um  beliebige  zur  Hanptaxe  MX  symmetrisch  liegende  Pnnktö 
des  Ereisbildes  I  n  III  ...  zu  fixiren,  ver&hre  man,  wie  bei  der 
Parabel  bereits  gezeigt  wurde.  Führt  man  nämlich  durch  O^  eine 
Senkrechte  zu  MX^  welche  die  Spurlinie  J?t  in  «  trifft,  und  lagert 
man  durch  «,  als  Träger,  ein  Strahlenbüschel,  dessen  Strahlen  die 
Kreisperipherie  in  1,2,  3,  4,  .  „.  schneiden  und  bestimmt  man  auf 
analoge  Weise  wie  vorher  die  Bilder  der  einzehaen  Strahlen,  so  wie 
jene  in...  der  Kreispunkte,  so  ergibt  sich  durch  Verbindung  der 
aufeinanderfolgenden  Punkte  I  lU  Y  a  VI  . . .  das  Bild  des  Kreises 
als  Hyperbel 

Anmerkung.  Häufig  tritt  der  Fall  ein,  dass  der  Mittelpunkt  M 
ausserhalb  der  Grenzen  der  Zeichnungsfläche  ftllt;  man  hat  daher 
die  Hyperbelaxe  nach  einen  unzugänglichen  Punkt  M  zu  führen. 
Unter  dieser  Voraussetzung  kOnnte  man,  um  die  Richtung  der  Axe 
MX  und  den  Scheitel  des  einen  Hyperbelasted  zu  bestimmen, 
allenfalls  folgends  vorgehen: 

Man  ziehe  in  beliebigen  Punkten  9c^  und  n^  der  gefundenen 
Asymptoten  t^t^  Bxd  letztere  die  Perpendikel  a^l^  und  %As, 
mache  die  Strecken  n^X^  »  vf^X^  und  »xfAi  —  ^^^  führe  so- 
dann durch  l^  und  A^,  so  wie  durch  fi^  und  ^  Parallelen  zu  den 
Asymptoten  und  bestimme  deren  Schnittpunkte  |  und  ^. 

Diese  beiden  Punkte  |  und  ^,  welchen  i^iehe  Abstände  von 
den  Asymptoten  entsprechen,  miteinander  verbunden,  bestimme 
die  Halbimngslinie  des  Asymptotenwinkela  und  folglich  die 
Sichtung  der  reellen  Axe. 


e)  FerspeetiviBidies  Mld  des  Krehes  als  Ellipse. 

In  einer  Ebene  E  (Fig.  S.)  ist  ein  Kreis  X  gegeben, 
welcher  die  dureh  das  Auge  O  (Projectionscentrum)  pa- 
rallel zur  Bildebene  geführte  Ebenol^  (Verschwindongs- 
ebene)  nicht  schneidet;  es  ist  dessen  perspectivisches 
Bild  (Ellipse)  zu  construiren  und  sind  die  Durchmesser 
der  sich  diesfalls  ergebenden  Ellipse  direct  zu  be< 
atimmen. 

Sei  O,  das  in  Bezug  auf  die  Ebene  £?  um  ^  in  die  Bildebene 
omgelegte  Auge,  f  der  in  £  liegende,  um  £7t  in  gleichem  Sinne  ge- 
drehte Kreis,  und  Et  die  Spurlinie  in  der,  gleichfalls  um  £&,  in  die 
Bildebene  gebrachten  Lage. 

Denkt  man  sich  durch  den  Mittelpunkt  cq  des  in  die  Bildebene 
umgelegten  Kreises  E  eine  Senkrechte  scd  zur  Bildflächtrace  Eh  ge- 


Digitized  by 


D^Google 


68  Peschka:  Perspeettvische  Bilder  des^Krtises 

zogen,  so  wird  sie  die  letztere  und  folglich  aach  die  Bildebene  im 
Punkte  ö  und  die  Spurlinie  in  s  treffen. 

Zieht  man  von  s  aus  Tangenten  t^  und  t,  an  den  Kreis  K^  so 
werden  deren  Bilder  f^  und  ^  zu  einander  parallel  und  zugleich  Tan- 
genten an  die  Ellipse  sein;  denn  wenn  sich  in  einer  Ebene  Gerade 
vorfinden,  welche  sich  in  einem  Punkte  schneiden,  so  wird  das  Gleiche 
von  ihren  Bildern  gelten,  wenn  aber  der  Schnittpunkt  «,  in  der  Ebene 
E^  in  die  Gerade  Eg  fleOlt,  welche  als  Schnitt  der  durch  das  Auge  O 
parallel  zxxi  Bildebene  gelegten  Ebene  mit  E  resultirt,  so  ist  dessen 
Bild  in  der  Bildfläche  [nachdem  der  Projectionsstrahl  Os  in  der  zur 
Bildebene  Bg  parallelen  Ebene  Pjg  liegt,  also  zu  Bs  selbst  parallel 
ist]  im  Unendlichen  zu  suchen.  Die  Bilder  so  bezeichneter  Geraden 
haben  also  den  unendlich  fernen  Punkt  gemeinschaftlich,  erscheinen 
somit  untereinander  parallel;  es  wird  folglich  das  Bild  ab  der  Be- 
rtthrungssehne  o^bQ  im  umgelegten  Kreise  einem  Durchmesser  der 
Ellipse,  welche  als  Perspective  des  gegebenen  Kreises  erscheint, 
entsprechen. 

Da  die  Sehne  a^bo  zur  Bildebene  parallel  läuft,  muss  auch  deren 
Bild  ab  zur  Bildflächtrace  Eb  parallel  erscheinen  und  es  werden  unter 
dieser  Voraussetzung  die  Strecken  im  Originale  in  dem  nämlichen 
Verhältnisse  wie  jene  im  Bilde  gejbeilt.  Es  liegen  folglich  die  Hal- 
birungspunkte  o  und  Oq  von  ab  und  a^b^  mit  O^  auf  derselben  Ge- 
raden. Hiervon  wird  selbstverständlich  o  den  Mittelpunkt  des  per- 
spectivischen  Bildes  bestimmen,  während  Oq  den  ihm  entsprechenden 
Punkt  im  Kreise  K  repräsentirt. 

Was  nun  den  zweiten  zu  ab  coi^ugirten  Durchmesser  e/  betrifft, 
so  hat  man  blos  zu  bedenken,  dass  derselbe  zu  den  Tangenten  t^ 
und  «2  parallel  sein  müsse,  dass  er  also  in  der  Umlegung  mit  den 
Tangenten  t^  und  r^  den  Punkt  «  gemeinschaftlich  habe  und  dass 
sein  Bild  mit  dem  von  «/o^o^  übereinstimme.  Letztere  Gerade,  welche 
die  Bildebene  in  8  trifft  und  senkrecht  zur  Bildflächtrace  Et  steht, 
hat  bekanntlich  ihren  Verschwindungspunkt  im  Nebenaugonpunkte  ^„ 
daher  die  Verbindungsgerade  A^ß  das  Bild  des  Kreisdurchmessers /o«q 
darstellen  wird.  Nachdem  aber  A^d  parallel  zu  t^  und  ti  liegt  und 
durch  den  Mittelpunkt  o  der  Ellipse  geht,  so  ist  oA^  die  Richtung 
des  zu  ab  coDJugirten  Durchmessers  des  Kreisbildes.  Um  dessen 
Grenzpunkte  e  und  /  zu  erhalten,  wird  man  blos  durch  /q  und  e^  die 
Teilstrahlen  O^fo  und  O2C0  zu  ziehen  und  diese  mit  der  Richtung 
derselben  zum  Schnitte  zu  bringen  haben,  wodurch  sich  der  zu  ab 
coiyugirte  Durchmesser  in  fe  ergibt. 
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d)  PenpeetiTisoheB  Bild  des  Kreises  als  Kreis. 

1)  In  der  Bildebene  Be  sei  ein  Kreis  JT,  Fig.  4.,  ferner 
sei  das  Projectionscentrum  (Auge)  O  durch  den  Di- 
stanzkreis P,  so  wie  die  orthogonale  Projectionul  (Auge- 
punkt)  Yon  O  auf  der  Bildebene  gegeben;  es  ist  eine 
Ebene  E  zu  suchen  und- in  dieser  ein  Kreis  K^  zu  be- 
stimmen, dessen  centrale  Projection  für  das  Centrum  O 
den  Kreis  JTgibt 

Legt  man  durch  die  Basis  eines  schiefen  Kreiskegels  eine  Kugel, 
so  schneidet  diese  bekanntlich  den  ersteren  in  einem  zweiten  Kreise; 
denn,  wenn  sich  zwei  Flächen  2.  Ordnung  (also  auch  die  Kugel  und 
der  Kreiskegel)  schneiden,  so  sind  deren  SchDittliiüen  (deren  es  im 
Allgemeinen  zwei  gibt)  innere  Cunren  derselben  Ordnung.  Ist  der 
eine  Schnitt  ein  ebener  (im  vorliegenden  Falle  die  Basis  des  Kegete), 
so  muss  es  notwendigerweise  auch  der  andere  seio.  Im  vorliegenden 
Falle  kann  dieser,  nachdem  der  ebene  Schnitt  einer  Kugel  stets  ein 
Kreis  ist,  nur  wieder  ein  Kreis  sein. 

Schneidet  man  demnach  den  Projections-  oder  Sehkegel  (OK)  durch 
eine  Kugel,  welche  den  Kreis  K  in  sich  aufnimmt  und  nimmt  man 
der  Einfachheit  wegen  an,  dass  der  Kugelmitt&lpunkt  c  mit  dem  Hit- 
telpunkte m  des  Kreises  K  zusammenfalle,  dass  also  der  letztere  ein 
grösster  Kreis  der  Kugel  werde,  so  wird  der  zweite  Schnitt  des 
l^ojectionskegels  (OK)  nut  der  Kugel  schon  die  gesuchte  Ebene  be- 
stimmen. 

Nachdem  aber  eine  Ebene  durch  drei  nicht  iu  einer  Reihe  lie- 
gende Punkte  vollkommen  bestimmt  ist,  wird  es  sich  blos  darum 
handeln,  den  Schnitt  dreier  Erzeugenden  des  Kegels,  also  dreier 
Projectionsstrahlen,  mit  der  Kugel  zu  ermittehi. 

Legt  man  zu  diesem  Behuf  durch  O  und  den  Mittelpunkt  m  eine 
zur  Bildebene  senkrechtstehende  Ebene,  deren  Traco  Am  sein  wird, 
so  erfolgt  der  Schnitt  mit  dem  Projectionskegel  in  deü  beiden  Er- 
zeugenden aO  und  bO  und  jeuer  mit  der  Kugel  iu  einem  grössten 
Kreise.  Wird  nun  die  Ebene  sammt  den  bezeichneten  Elementen  um 
ihre  Trace  Am  in  der  Bildebene  umgelegt,  so  füllt  der  Kugelschnitt 
mit  dem  Kreise  K  zusammen,  während,  wenn  O^  das  gleichzeitig  um- 
gelegte Projectionscentrum  vorstellt,  die  Strahlen  O^a  und  O^b  die 
umgelegten  Erzeugenden  repräsentiren.  Letztere  begegnen  dem  um- 
geklappten Kugelkreis  in  zwei  Punkten  a  und  /?,  welche  offenbar  dem 
zu  suchenden  Durchschnitte  angehören  und  mit  einander  verbunden 
eine  Gerade  aß  der  zu  ermittelnden  Ebene  EbEv  bestimmen. 
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Der  Durchschnittspankt  d  dieser  Geraden  aß  mit  der  Bildebene, 
wird  als  in  der  Trace  Am  liegend,  auch  dann  fte&ie  Aendemng  er- 
fahren^ wenn  die  Ebene  in  ihre  ursprüngliche  Lage  znrückgefQhrt 
wird.  Nachdem  im  vorliegenden  Falle  die  Gerade  Am  die  Bild-  und 
Flächtrace  der  Ebene  AmO  gleichzeitig  vorstellt,  wird  man  den  Ver- 
Bchwindungspunkt  der  Geraden  aß  in  Am  zu  suchen  haben  und  ihn 
erhalten,  indem  man  durch  das  umgelegte  Centrum  O^  den  Parallel- 
atrahl  O^v  D  aß  führt  Es  sind  hiemach  a  und  b  die  centralen  Bilder 
der  Punkte  a  und  ß  im  Räume. 

Obwol  es  nun  von  selbst  erhellt,  dass  die  Schnittlinie  des  Kegels 
mit  der  Kugel  durch  die  Ebene  AmO  symmetrisch  geteilt  wird  und 
die  zu  bestimmende  Ebene  E  eine  zur  Ebene  AOm  senkrechte  Lage 
besitze^  also  auch  deren  Tracen  EtEv  senkrecht  zu  Am  sein  müssen, 
so  lässt  sich  dies  auch  noch  in  folgender  Weise  dartun. 

Legt  man  durch  O  Tangentialebenen  an  die  Kugel,  welche  zur 
Bildebene  senkrecht  stehen,  so  werden  deren  Tracen  durch  Aq  und 
An  und  deren  Berührungspunkte  durch  q  und  n  dargestellt  erschei- 
nen; denn  zieht  man  den  Berührungsradius  mn^  so  steht  sowohl  die 
Traee  An^  als  eine  Gerade  der  Ebene  AnO^  als  auch  die  in  s  auf 
die  Bildebene  gefällte  Senkrechte,  die  gldchfalls  in  AnO  liegt,  auf 
demselben  senkrecht;  es  wird  somit  AtcO  die  Berührungsebene  an 
die  Kugel  im  Punkte  n  sein.  Analog  lässt  sich  der  Nachweis  für 
den  Punkt  ^  liefern.  Nachdjom  aber  n  und  ^,  als  Punkte,  dar  Barä 
auoh  Punkte  des  Kegels  und  zugleich  Punkte  des  Schnittes  mit  der 
Kugel  sind,  so  sind  dieselben  auch  Punkte  der  zu  suchenden  Ebene 
Ey  und  da  sie  in  der  Bildebene  liegen,  müssen  sie  auch  der  Bild- 
flächtrace  Eb  der  Ebene  angehören.  Bass  der  Punkt  d  als  Durch- 
stosspunkt  mit  der  Bildebene  in  Et  liego,  erhellt  auch  daraus,  wenn' 
man  sich  d  als  den  Pol  zu  AO^  und  umgekehrt  ng  als  Polaxe  za 
Ai  in  Bezug  auf  den  Kreis,  vorstellt  Es  ist  somit  die  Verbindungs- 
linie ndg  die  Bildflächtrace  Eh  und  die  durch  v  parallel  zu  Eh  ge- 
führte Gerade  Ev  die  Yorschwindungslinie  derjenigen  Ebene  in  wel- 
cher der  Kreis  liegen  muss,  um  im  Bilde  als  Kreis  X  zu  erscheinen. 

Legt  man  das  Auge  O  um  E^  nach  O^  und  die  Ebene  E  um  Eh 
nach  derselben  Seite  in  die  Bildebene  um,  so  lässt  sich  aus  den  nun 
bekannten  Elementen  £«,  Eh^  O^  und  K  der  umgelegte  Kreis  K^  durch 
Benutzung  der  Parallelstrahlen  auf  bekannte  Weise  bestimmen. 

2)  In  der  Bildebene  Bb  ist  ein  Kreis  JTFig.  5.  gegeben, 
ferner  ist  eine  Ebene  E  durch  ihre  Bildflächtrace  Et  und 
ihren  Neigungswink-el  n«  geg&n  Bjr  bestimmt;  e»  ist  das 
Projectionscentrum    O  (Auge)  so   7u  ermittelii,  dass  K 
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als  das  persf  eetivisohe  Bild  einea  ii^  der  Eigene*  B  lie<- 
gendoB  Kfeisea  M^  ertclt>6iui 

Aaf  Orand  der  anmittelbar  vorher  gegangenen  Betrachtungen  ist 
a&  bekannt  anzunehmen,  dass  das  tVoje<;tiottsc6nti1tt&  in  einer  Ebene 
liege,  welche  dnrch  den  Srdsmittelpunkt  m  göht  Md-  sewohl  anf  dei^ 
Bildebene,  alä  ancb  anf  der  Ebene  E  senkrechir  steht.  Die  Tracdti 
der  genannten  Ebene  b  sind  denmach  $b  h. 

Auch  hier  kann  man  sich  durch  E  eine  Kugel  so  gelegt  denken, 
dass  sie  die  Ebene  E  nach  dem  Verlangten  Erei^  Jf^  schneidet  Um 
den  Eugelmittelpunkt  bestimmt  zu  machen,  sei  beispielsweise  die 
Forderung  gestellt,  dass  dem  in  der  Ebene  E  liegeoden  Kreismittel- 
punkte von  JTi  ein  bestimmter  Abstand  l  von  der  BUdebene  ent- 
spreche. 

Da  der  Mittelpunkt  der  Kugel  in  der  durch  m  zur  Bildebene 
senkrechten  Geraden  zu  suchen  ist,  muss  er  offenbar  auch  in  der 
Ebene  s  liegen.  Die  Kugel  wird  also  von  dieser  Ebene  nach  einem 
grössten  Kreise  K^  und  die  Kreise  K  und  K^  in  je  zwei  einander 
diametral  gegenüberliegenden  Punkten  geschnitten. 

Denkt  man  sich  die  Ebene  c  um  ihre  Traco  Sb  in  die  Bildebene 
umgelegt  und  in  dieser  Lage  die  Gerade  mfCo  gezeichnet,  in  welcher 
der  Kugelmittelpunkt  sich  vorfindet,  und  sucht  man,  unter  Berück- 
sichtigung dessen,  dass  na  der  nach  Bg  umgelegte  Schnitt  mit  der 
Ebene  JE7  sei,  in  letzterem  den  Punkt  Oq  so,  dass  sein  Abstand  von 
€b  gleich  l  wird,  so  ist  Oq  als  der  Mittelpunkt-  des  Kreises  K^  in  der 
Ebene  E  zu  betrachten. 

Fällt  man  im  Räume  vom  Punkte  oq  ein  Perpendikel  auf  die 
Ebene  E  (in  der  in  die  Bildebene  hineingedrehten  Lage  ist  derselbe 
durch  oofio  dargestellt),  so  wird  die  vorher  erwähnte  (rerade  mfiQ  im 
Mittelpunkte  /uq  ^^^  Kugel  getroffen. 

Die  Punkte  a  und  b  in  ib  gehören  dem  Kreise  iT,  folglich  auch 
der  Kugeloberfl&che  und  zugleich  der  Ebene  <,  femer  ergibt  sich 
durch  Umlegung  der  letzteren  der  grösste  Kugelkreis  jS^,  welcher  die 
Crerade  nCQ  in  zwei  Punkten  a^  und  b^  des  Kreises  K^  schneidet 
Die  so  erhaltenen  Punkte  a  und  o,,  b  und  b^  sind  aber  als  per- 
spectivische  Elemente  zu  betrachten,  daher  sich  die  Projections- 
strahlen  aa^  und  bb^  in  dem  gleichzeitig  mit  der  Ebene  b  umgelegten 
Projectionscentrum  O^  schneiden  müssen.  Fällt  man  nun  aus  O^ 
eine  Senkrechte  auf  f»],  so  erhält  man  den  Haupt-  oder  Augepunkt  A. 
Um  nun  schliesslich  noch  die  Yerschwindungslinie  JEJ«  der  Ebene  E 
festzustellen,  wird  es,  da  man  ihre  Sichtung  kennt,  genügen,  einen 
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Ponkt  A^  derselben  zu  bestimmen.  Letzteren  erhftlt  man  bekannt- 
lich, wenn  man  durch  O^  die  Parallele  O^A^  zu  uCq  flQhrt  und  die- 
selbe mit  65  in  ^1  (Nebenaugepnnkt)  zum  Schnitte  bringt. 

Legt  man  endlich  das  Auge  O  um  JE?»  in  die  Bildebene  nach  O^ 
um  und  dreht  man  die  Ebene  E  mit  dem  in  ihr  liegenden  Kreise  K^ 
in  dem  nämlichen  Sinne  um  Eby  so  lassen  sich  durch  Benutzung  von 
Og,  Eby  En  und  K  beliebig  viel  Punkte  des  umgelegten  Kreises  K^ 
construiren. 

Brunn,  den  25.  Febmar  1874 
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Untersnehangen  ftbdr  algebraisehe  Gleichimgen. 

Von 
Alfred  Sie  bei. 

Fortaetiang  Ton  N.  XXXYIL  im  ▼origen  Teile« 


Artikel  IL  (§  4-§  9.) 

Hienix  8  Ttfeln. 
Theoretische  Betraehtungen, 

Einleitung. 

Im  ersten  Artikel  haben  wir  gezeigt,  wie  sich  die  reellen  Wur- 
zeln der  beliebig  vorgelegten  Gleichung: 

/(x)  =  aoa^+Äi«*"^  +  ...«»=:  0 

als  Absdssen  der  Durchschnitte  zweier  convexen  Gurren  construiren 
lassen. 

Wir  wollen  dieselben  einer  näheren  Betrachtung  unterziehen 
einerseits,  um  die  in  Artikel  I.  §  &.  vorausgeschickten  geometrischen 
Kriterien  zu  beweisen,  andererseits  solche  zur  analytischen  Auflösung 
der  Gleichungen  zu  gewinnen. 

Den  Haupfgegenstand  der  vorliegenden  Untersuchungen  bildet 
das  bisher  in  höchst  unvollkommener  Weise  gelöste  Problem  der 
Trennung  der  reellen  Wurzehi. 
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Wir  gehen  darauf  aus,  1)  eine  obere  Grenze  einer 
beliebigen  Wurzel  aus  einer  unteren  und  umgekehrt  zu 
bestimmen,  2)  die  Wurzel  selbst  aus  einer  oberen  oder 
unteren  Grenze  derselben  darzustellen. 

Wir  werden  sehen,  dass  dreigliedrige  Gleichungen  von  der  Form 

bei  der  Trennung  und  näherungsweisen  Bestimmung  der  reellen  Wur- 
zeln von  fix)  =»  0  eine  wichtige  Bolle  spielen  und  zeigen,  wie  der 
Grad  der  Httlfsgleichung  fttr  die  Trennung  auf  r  —  2  reducirbar  ist. 
Dieser  Gredanke  leitet  uns  bei  den  Untersuchungen  in  §  7.  und  §  8. 
I.  und  n. 

§4. 

I.  Wir  betrachten  im  Folgenden  das  System  zweier  beliebigen 
sich  schneidenden  convexen  Gurven  K  und  It,  zunächst  den  Fall,  dass 
eine  derselben  eine  Gerade  ist 

Punkte  bezeichnen  wir  mit  grossen  Buchstaben,  die  Abscissen 
derselben  mit  den  entsprechenden  kleinen,  ausgenommen  die  der 
Punkte  P  und  f>,  und  zwar  seien  allgemein  die  Abscissen  von 

Die  Durchschnitte  von  K  und  ft  seien  W,  die  Abscissen  von  W :  tr. 

Die  Ebene  denken  wir  uns  vertical,  die  ^-Achse  für  jede  Figur 
horizontal,  die  F-Aehse  senkrecht  dazu. 

Diese  Bedeutung  der  kleinen  Buehstaben  ist  im  Folgenden  durch- 
weg festzuhalten. 

Wir  lehnen  uns  zur  grösseren  Kürze  stets  an  Figuren  an.  Wi» 
die  Besultate  auf  ihren  analytischen  Ausdruck  gebracht  werden  kön- 
nen, müssen  wir  teilweise  dem  geneigten  Leser  überlassen. 

IF.  Eine  convexe  Curve  kann  als  Polygon  mit  unendlicfa 
kleinen  Seiten: 

...  P« P" P' Po.il A^s-. 

angesehen  werden,  füt  welches  (Flg:  I.): 

(1)  ...fl^<»"<«'<«b<%<a%<«8... 

(2)  ...«"<*' <<a<«i<<8... 
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Dies  kann  als  Definition  einer  Gtinre  gelten»  welche  in  der  Richtung 
F*  F  gesehen  convez  ist 

Ist  ihre  Gleichung 

so  lauten  die  Bedingungen  (1)  und  (2) : 

F{x)  und.  F'ix)  sind  eindeutige,  stetige  Functionen. 

(3j      ^  Die  1.  DeriTirte  F'{x)  wächst  stetig  jnit  a?,  oder  was 

dasselbe,  es  ist  die  2.  Derivirte  F*'{x)  >-  0  und  zwar  ftür 
ein  gewisses  Int<!rvall  von  x. 

Ziehen  wir  ein  beliebiges  Polygon  mit  nur  einspringen- 
den Winkeln  wie  in  Fig.  I.  in  Betracht  und  behandeln  gleichzeitig 
den  Fall,  dass  die  Seiten  unendlich  klein  sind,  d.  h.  eine  convexe 
Curve  (Fig.  IV.)  vorliegt 

Ein  Blick  auf  Fig.  n.  besagt: 

Die  Strecke  auf  einer  zur  F- Achse  im  Abstände  a;  ^  o^  gezo- 
genen Parallelen  und  zwar  zwischen  den  unbegrenzten  Geraden  P*Pq 
und  PqPi  gerechnet  resp.von  P^P^  oder  P'P^  ist  positiv. 

Hieraus  ergibt  sich  eine  Reihe  von  Eigenschafteu,  die  wir  in 
folgende  Rubriken  bringen  können  und  die  in  den  Figuren  zur  An- 
schauung gebracht  sind. 

1.  Aufeinanderfolge*}  der  Durchschnittspunkte  der  |  m  4^  7 
mit  einer  Geraden  i'i  und  zwar 

a)  einer  Paarallelen,  zur  F-Acfase  (Fig.  H^  Fig,  lY.): 

b)  einer  Seite^  des  Polygons  (Fig.  Iiy 
resp;  Tangente  der  Curve  (Fig.  IV.) 

c)  einer  beliebigen  Geraden  C^ig.  nia.  b.,  Fig:  IV.) 

In  Fig.  III  a.  sowohl  wie   in  Fig,  III  h.  sind  zwei  Lagen  von 
8'8  verzeichnet 

2.  Grössenverhältniss**)  der  Abstände  der  |  curvenpunkte  } 
von  ?'?. 


a)  8'8  sei  eine  Seite  (Fig.  H.)  resp.  eine  Tangente  (Fig.  IV.) 


^nod  ••)  In  den  Figwea  II— rv^durell  Pfeile  angedeutet. 
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b)  «'8  Bei  beliebig  (Fig.  IHa.  b.,  Fig.  V.) 

o)  Ist  in  Fig.  nia.  der  Abstand  des  P'  von  S'S  grösser  als 
der  Abstand  des  Pq  von  S'S,  so 

Abst  des  P^  >  Abst.  des  P' 

u.  8.  w.,  die  Abstände  T'  T  algebraisch  gemessen. 
ß)  Ist  in  Fig.  inb.  der  Abstand  des  Pnnktes  P^  grösser  als 
der  Abstand  des  Punktes  Pq^  so  folgen  ebenso  die  Abstände 
von  Pq)  A«  A  •  •  •  ^^^  Grösse  nach  aufeinander. 

3.  Aufeinanderfolge  der  Verbindungslinien  der  Ecken  mit  einer 
derselben  Po  (^-  !•) 

Femer  gelten  folgende  Sätze: 

4.  In  einem  Punkte  P  schneiden  sich  höchstens  2  Seiten  (Fig.  II.) 
resp.  2  Tangenten  (Fig.  IV.) 

5.  Auf  einer  Geraden  liegen  höchstens  2  Ecken  (folgt  aus  3), 
Fig.  I.,  resp.  2  Gurvenpunkte  (Fig.  Y.) 

6.  Verbindet  man  die  ;>te,  gte,  rto  ...  Ecke  (i>  <  <z  <  »•  •  •  •) 
der  Reihe  nach  mit  einander,  indem  man  Ecken  überschlägt,  so  ent- 
steht ein  Polygon  wie  das  ursprüngliche  (Fig.  I.,  Fig.  Y.) 

§6, 

Wir  heben  noch  folgende  Eigenschaften  der  convexen  Curvcn 
hervor: 

1.  liegt  in  Fig.  lY.  P  der  Gurve  auf  der  convexen  Seite  hin- 
reichend nahe,  so  sind  2  Tangenten  vorhanden.  Die  Berührungs- 
punkte Po,  Po'  befinden  sich  auf  entgs.  Seiten  der  Ordinate  von  P 

2.  Zu  einer  Sehne  WW'j  Fig.  YI.,  lässt  sich  eine  und  nur 
eine  parallele  Tangente  ziehen.  Der  Berührungspunkt  Q  liegt  zwischen 
W  und  W'.'  Dies  folgt  aus  §  4.  (2)  und  §^  4.  3. 

3.  In  Fig.  Y.  ist 

1)  xJy<s^<x  <a;" 

2)  X    <x"<x'<Xo 

3)  «^  <«"  <«  <x' 

4)  ««    <«      <«8<«4 

5)  aJb   <«i<«Ä<» 

6)  »1    <»     <»8<iC8  ^ 
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WO  die  Abscisso  des  Dnrchschiiitts  von  P"P^  mit  resp. 

pivp^^  P'Po,  P^P'  ad  1)  bis  3) 

P^P^y    PiPq,  P«i\   ad  4)  bis  6) 

bezeichnet  (§  4,  1.  c). 

4.    Ist  in  Fig.  VI.  *)  speciell  x^  i^a^  ^^xq  u.  s,  w.,  so  hat  man, 
wenn  die  Tangente  in  Q  parallel  C'C  ist: 

1)  xq  <C^<C.^  &ll8    <?  <^^<C^ 

«''<«i<«a  r>     tt7'<aB^<c' 

2)Äi<w<a^  „     w<a^<5 

a?o  <  w^'  <  «1  i>     3   <  «0  <  ^' 

3)  Xq  nnd  ar,  liegen  in  jedem  dieser  Fälle  anf  derselben  Seite 
Yon  q. 

In  Fig.  VII.  **): 

4)  to  <C « < ^    faös    e  <C.Xq<^w   nnd  w < scj  < to' 
«i  <iiß<iw'      „    tr'  <  fl?0  <  <?'  und  w  <  scj  <  w' 

Anmorkang.  Mit  Hülfe  von  4.  lassen  sich  der  Reihe  nach  folgende 
Aufgaben  lösen: 

Aufgabe  1.  Die  in  (e,  c')  enthaltenen  Wnneln  von  9(r)  = 
F{x)^ax-'fi=:0  dannstellen,  falls  /'"(x) [=  ^''(x)] > 0  fi&r  c<x<c'. 

Aufgabe  3.  Die  reellen  Wurzeln  von  9(r)=:«ioJrM-|-«|a:M~l-|-...aii  =  0 
dannstellen,  wenn  die  von  9^(x)  =  0  bekannt  sind. 

Aufgabe  8.  Die  besagten  Wunsein  in  der  vorigen  Aufgabe  in  trennen 
nnd  nfthernngswetse  su  bestimmen,  wenn  die  von  %'(x)  =  0  and  ^'ix)  =^t) 
gegeben  sind. 

Aufgabe  4.  Die  reellen  Wurzeln  der  beliebig  vorgelegten  Gleichang 
a«  jtm  -|-  a,  jr«-l  -|-  «ih  =  0  su  berechnen. 

Vergl.  „die  Aufl.  der  algebr.  und  transcendenten  Gleichungen  ..»  von 
Dr.  H.  Schcffler,  Bmunschweig  1859'^  §  10  (dirocte  Aufl.  einer  Gleichung 
ohne  Versuchsrechnung).  Die  dort  angegebene  Methode  stimmt  im  Wesent- 
lichen mit  der  hier  angedeuteten  ttberein,  mOchte  aber  hauptsächlich  ein 
theoretisches  Interesse  haben. 


*)    I»*   %i')^n')-ax-fl,    so    X,  =Xo-|,^^    (Euler'sche 
Näherungswert). 

-)  Es  ist  x,=^"g^ffjg^^gfij,  wo  g(x)  =  F(x)-«x-/?  (Regula 
falsi). 
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S6. 

Wir  beschäftigen  uns  jetzt  mit  dem  Sjfltemt  zweier  con- 
vexen  Gurven,  Fig.  YlUa.  b.  c,  darcbschnitten  von  einer  belie^ 
bigen  Geraden  Vi. 

1.  Bezeichnen  wir  mit  to  allgemein  die  Absciss^  der  Dorch- 
schnittspunkte  von  K  nnd  9,  so  folgt  ans  §  4.,  Definition  and  §  4, 
II.  2.  b): 

a.  Ist  Ti  <  y«  <  «1  <  «2  (Fig.  Vma.),  so  enthält 
(J?i,  X%)  und  (arj,  x^  kein  tr,  dagegen: 

('s  9  ^i)  gen&n  ein  solches. 

b.  Ist  Ti  <  aJi  <  «g  <  JP,  (Fig.  Vmb.),  so 
(rji,  arj)  und  (a?2,  JP,)  kein  «?. 

c.  Ist  Ti  <  iPi  <  ^2  <>«t  (Fig.  Vmc),  so 
(^19  ^)  und  (a^s,  x^  kein  ti?,  dagegen: 
(^9  Ts)  genau  ein  solches. 

2.  Fallen  in  Fig.  IXa.  b.  c.  speziell  P^  und  P^  mit  Pq  zusammen, 
so  folgt,  wenn  die  Tangenten  in  Pq  ^^  f'o  s^id: 

a.  Ist  Ti  <  Xs  <  flt)  C^£P-  IXa.),   so  befindet  sich 
in  (Ti,  Xg)  kein  w^  in  (r^,  a^b)  ^u^  w. 

b.  Ist  a?o  <  Ti  <  Xa  (Fig.  EKb.),  so 

in  (Xi,  Ts)  kein  tr,  in  (a^o,  %^  Ein  i«. 

c.  Ist  3Ci  <  «0  <  y«  (Fig.  IX  c),  so 
in  (Ti,  a-o)  und  («o,  r«)  kein  w. 

3.  Zwischen  x^  und  Xo  liegt  höchstens  ein  w, 

4.  Liegen  in  Fig.  Ymb.  ^^  und  f)s  auf  der  convexen  Seite  von 
A;  femer  zwischen  Xt  und  j^  2, 4 ...  Abscissen  «?,  so  schneidet  f>,  |)t 
die  Curve  K  in  zwei  Punkten  P^,  Pg,  so  dass: 

Xi  <  «1  <  a?«  <  Xs 
und 

wenn  die  Tangente  in  Po  parallel  S'S  ist. 

Findet  das  Eine  oder  Andere  nicht  statt,  so  enthält 
(Xi,  je,)  kein  w. 
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5.  In  Rg.  X.  bat  man,  wenn  PP^F'  Tangente  an  K  igt,  nach 
2.  e): 

Vfikt  i^ch  die  Tangente  anf  dem  Bogen  WW  von  ft  fort,  so  nimmt 
uAt  K  sowohl  wie  x'  das  o^  gleichzeitig  zn  oder  ab  nnd  umgekehrt 

6.  In  Fig.  XI.,  wenn  P^Pq'  nnd  P^P^  die  Cnrve  K  berühren, 
nach  2.  a)  nnd  b) : 

«1  <  «^  <  V  <  '^'  ^®^^  «>— «Tji  sehr  klein, 
w  <  «0  <  w''  <  ^1  «  a?i— «?'  „  „ 
Denn  zunächst  folgt  ans  2.  a)  V  <  w^  sodann  ans  Fig.  XII., 
wenn  V  em  beliebiger  Punkt  von  ft  unterhalb  der  Tangente  WT  ist, 
dass  die  Berührungspunkte  Po'  der  Von  jedem  zwischen  V  und  W 
gelegenen  Punkte  i\  an  K  gezogenen  Tangenten  auf  die  positive 
Seite  der  Ordinate  von  W  fallen,  also  auch  die  den  Punkten  fJ^  des 
Curvenbogens  VW  entsprechenden  Punkte  Po'*  Analoges  gut  für 
W  in  Fig.  XI. 

7.  In  4.  ist  §  3.,  Kriterium  I.  enthalten.  Aus  2.  folgt  §  3.,  Kri- 
terium n.,  aus  2.  c.  §  3.,  Kriterium  HI. 

§  7. 
I.    Im  vorigen  §  und  zwar  unter  6,  haben  wir  gesehen,  daas 
wenn   in   Fig.  XI.    Pj    sich   auf  ft    dem  Punkte  1  ^,  \  nWiert, 

I  p^  >  stets  auf  die  entgegengesetzte  Seite  der  Ordinate  von  \  -nrt  i 
fällt,  wenn  P^  eine  gewisse  Grenze  überschritten  hat,  und  dass  zwischen 
xi  und  I  ^  >  die  Abs^ese  von  hdchsteas  einem  Durchschnitt  liegt 

Wir  wollen  im  Folgenden  einen  Punkt  P  suchen,  der 
mit  Pj  (ähnlich  wie  P©',  Pq)  seine^Lage  verändernd  die- 
selben Eigenschaften  besitzt 

Worauf  es  uns  dabei  ankommt,  ist  am  Schluss  der  Einleitung 
angedeutet.. 

Bewegt  sich  in  Fig.  XIII.  ein  Punkt  P,  auf  der  Geraden  8'8 
ansserhalb  J?,  ist  stets  P^P^  parallel  FT,  so  beschreiben  die  Durch- 
schnitte P  nnd  (P)  der  Tangenten  P^Po'  und  P^Pq  mit  P^P  einen 
Ä"  in  TT  bertlhrenden  Ort  und  zwar  sind  W  Wendepunkte.  (Dies 
folgt  hauptsächlich  aus  §  4,  11.  1.  b.,  Fig.  lY.).  Aus  der  näheren 
Betrachtung  dieses  Ortes  —  die  uns  hier  zu  weit  führen  würde  — 
ergibt  sich: 
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Der  veränderliche  Pankt  P  in  Fig.  XIOL  hat  die  beregten  Eigen- 
schaften, wenn  9  eine  Crerade  i'9  ist  Er  besitzt  dieselbe  aber  auch 
wenn  P^  sich  auf  einer  beliebigen  convexen  Cnrve  Ä,  Fig.  Xn.,  be- 
wegt; denn  ist  P^  ein  Punkt  der  beliebigen  Sehne  V  W  nnterhaJb 
WT  und  zwar  so  n^e  au  TT,  dass  nach  Obigem  ib  >  i^,  so  ist  auch 
9)  >  fi?  —  f)  sei  der  Durchschnitt  der  Tangenten  PiP'o  ^^^  Vt% 
i>i|>a  parallel  Y'Y—  nach  §  4,  H,  1,  b. 

n.  Wir  lassen  hier  den  algebraischen  Beweis  für  den  Fall 
folgen,  dass  St  eine  Gerade  von  i%  Fig.  Xm.,  ist: 

Die  Gleichung  von  K  sei 

i'i  schliesse  mit  der  X  Achse  den  ^  o  ein,  so  dass: 

tga  =  i.F'(w),    wo    «^1. 
Die  Absdssen  a^j  und  xq^  wollen  wir  mit 

»    resp.    t 
bezeichnen.    Alsdann  ist  die  Gleichung  von 

(1)  «'8:y— «.PV).a;-f-«.tr.F'(w)— JF(w)  — 0 

(2)  PiP'o:yF(t).x+i.F'(t)^F(ß)  =  0. 

Also: 

(3)  0tF"(O  — tP'(w)  —  i.F'(t)''F(i)—(BwF'(w)'-F(w) 
öder: 

(4)  («- w)  (F'iti^tF'iw)  -  ip(t) 
wo 

(5)  fp(t)  -  «-w)P'W-F(0+FH 

Die  erste  Derivirte  ist: 

ip'it)  =  (i-^w)F"(t), 
die  zweite: 

also: 

(6)  9(w)  — 0,    g>\w)^0    und    ip"(w)  ^  F"(w)  >  0. 

Aus  (6)  folgt:  Ist  I—  ^0  hinlänglich  klein,  so  ist  (p(t)  >  0,   da 
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Zeichen  von  (« — w)  also  nach  (4)  gleich  dem  von  2^'(0— «-P'M 
=  Zeichen  von  — F\w)(s — 1)  und  weiter: 

Stimmt  unter  jener  Voraussetzung  das  Zeichen  von  (t—w)  mit 
dem  von  +J?"(w)(f — 1)  üherein,  so  sind  die  Vorzeichen  der  Diffe- 
renzen z — tp  und  t—W  entgegengesetzt,  w  liegt  also  zwischen 

(7)  »    und    L' 
Femer  hahen  wir  als  Gleichung  von  P^P: 

(8)  y^F'(8).x+zF'(z)-F(B)^0 

also  aus  (2)  und  (8) : 

x(F'(z)-^F\t)  «  zF'(z)-F(z)--(tF'(t)-F(t)), 
oder: 

(9)  (a,-.t^)(F'(,)- j"(0)  «  *(«), 
wo  • 

(10)      ^(0 «  p'W(«-t^)-no(<-tr)«(Fw-F(0), 

mithin: 

(11)  V^(to)  «  0. 

Die  Gleichung  (10)  differentürt  giht: 

+'(«)  -  F'(z)^-\-F"iz)^(»-v,)-F'(t)-r"mt-u>)-F'(,)  I 

^F'{t)  =  r'(z)(.-ic)~F'it)  (t-w). 
Dnrch  Differentürang  von  (4)  finden  wir: 

(«-»)j"(«)+(^'W-en«'))^  -  v'(0- 
Also  fOr  *  —  IT  —  da  we^n  (4)  und  (6)  «  =  »  and  y*(»c)  —  0  »t  — : 

mithin: 

(12)  ^\w)  —  0. 

Femer  ist: 

-F"'mt-^u,). 

"uavm,  • 
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da 
Durch  nochmalige  Differentiirung  obiger  Gleichung  für  ~  ergibt  sich: 

dz 

also  fttr  «  ==  tö  (da  ^  «  0  und  nach  (4)  und  (6)  a  ==  w?  und  g>'\tD) 

=-  rXw)  ist): 

d^z  F"(w) 


d^^^  F\w)(l'-$)' 

folglich  für  diesen  Grenzfall: 

(13)  !(;"(«;)  =  —  -F"'H  <  0. 

Aus  (11),  (12)  und  (13)  folgt:  Ist  (t-^w)  absolut  hinlängüch  klein, 
so  ist  i/>(0  <  0,  also 

nach  (9)  das  Zeichen  von  (x  —  w)        =  Zeichen  v.  J''(0—i^'(«), 

„    §4,11(3),,        „  „    F'(t)^F'(z)^        ^     ,,t^z 

5>       (7)  99  »  99        ^ «)  =  99  99    ^ «9 

mitbin  „        „  „    « —  w  =        „      „  w — a(w.z.  b.). 


§8. 

I.  Wir  fahren  mit  der  Lösung  der  uns  in  §  7,  I  gestellten  Auf- 
gabe fort.  Wenn  in  Fig.  XIV  a,  b  Pi  sich  auf  St  dem  Durchschnitt 
W  von  R  und  K  nähert,  so  bleibt  von  einer  gewissen  Stelle  an  P  auf 
der  entgs.  Seite  der  Ordinate  des  Punktes  W.    (Siehe  §  7,  I). 

Ist  H  eine  sich  mit  P^  verändernde,  jedoch  stets  convexe  und 
durch  P,  und  P'o(Po)  gehende  Curve,  so  hat  auch  P'  die  besagte 
Eigenschaft  von  P  (folgt  aus  §  5,  4.  4)    ,  Fig.  VII). 

Lauten  die  Gleichungen  von  K  und  ff: 

'^F{x) 


(1)  <  und 

y  =  SW 

so  finden  wir  eine  Curve,  welche  für  jede  Lage  von  Pj  durch  P^  und 
P'o(Po)  geht,  in  dem  Ort  der  Berührungspunkte  der  von  P^  an  das 
System 

y  =-  a .  F(x)    (« -rariabel) 

gezogenen  Tangenten.       , 
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Die  Gleichung  desselben  ist  bestimmt  durch 

«1 — « 


und* 
also: 

oder: 
(2) 


oF(«)  =  y, 
ä'  F'(x) 


n.    Ist  speciell  Fig.  XV, 

(1)  wo  A  >  0  und  r  eine  ganze  Zahl  O  1)  bedeutet, 

^^  ist  ^;^  «=  -•   folglich  jener  Ort  I  (2): 


l-(>c-x,)l 


oder: 

(2)  , SW^ 


(3) 


rxj —  (r — l)x 

d.  h.  eine  durch  O  und  P^  gehende  gleichseitige  Hyperbel 
mit  zu  den  Coordinatenachsen  parallelen  Asymptoten,  ML 
und  MN,  dargestellt  durch: 


\ 


Die  Natnr  dieses  Ortes  erhellt  anch  darans,  dass  die  Abschnitte  der 
Taogenten  der  Carve  y  =  Xx^  auf  der  X  Achse  proportional  den  Absdssen 
der  Berflhningspnnkte  sind,  die  in  Frage  stehende  Cnrve  also  der  Durch- 
schnitt zweier  proportionalen  Strahlenbüschel  ist,  ton  denen  Pi  den  einen 
Mittelpunkt  bildet  und  der  in  der  Richtnng  der  Y  Achse  liegende  unendlich 
entfernte  Punkt  der  Ebene  den  andeF«n# 

Liegt  in  Fig.  XY.  P^  im  1.  Quadranten,  auf  der  convexen  Seite 

G* 
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von  Ky  80  sind  O^P^  sowie  die  Berührungspunkte  Po  «^d  P'o  ^^^ 
von  Pj  an  K  gezogenen  Tangenten  Punkte  eines  und  desselben  Zweiges 
der  gleichseitigen  Hyperbel. 

Derselbe  kann  also  als  eine  Gurve  H  (siehe  zu  Anfang  des  §  8. 
Fig.  xrv.  a,  b)  betrachtet  werden,  wenn  P^  besagte  Lage  hat. 

in.  Wir  wiederholen,  oder  vielmehr  stellen  zusammen  für  den 
vorliegenden  specieUen  Fall  II  (1): 

Nähert  sich  in  Fig.  XV.  P^  auf  der  convexen  Seite  von  A'  einem 
Oüfvüupunkt  W(  W')  längs  der  beliebigen  convexen  Curve  Ä,  so  ist, 
wenn  I\Po,  A-P'o*  P^jt^'  Tangenten  von  K  bilden,  von  einer  ge- 
whst'U  Grenze  an: 

1)  x^<Cto  <^x^    resp.    iPi<Cw'<C^'o 

cbensu; 

3)  In  die  Intervalle  (x^i)  bezügL  (x^x^q)  mithin  auch  in  die 
kleiDeren  Intervalle  (xx^)  bezügl.  (x^x)  kann  von  den  Abscissen  der 
üorckschnitte  von  K  und  St  höchstens  eine  fallen. 

4)  Das  sich  auf  (x^x'q)  Beziehende  gilt  auch,  wenn  P^  im  4. 
Quadranten  liegt.  —  Welche  Verhältnisse  bis  zu- jener  Grenze  statt- 
findeu,  geht  aus  §  6.,  5  hervor. 

Auf  diese  Krieterien  in  Verbindung  mit  Art.  I,  §  2,  Aufg.  I. 
basiren  wir  unsere  Methode  der  Trennung  der  reellen  Wurzeln  alge- 
braii^cher  Gleichungen;  auf  §  6,  5.  verbunden  mit  §  2,  Aufg.  IL  die 
Annäherung  an  dieselben. 


S  9. 

I.    Es  ist  von  Interesse  die  auf  geometrischem  Wege  erhaltenen 
Bät2e  1)  bis  4)  auch  algebraisch  abzuleiten. 

Die  Sätze  8)  und  4)  ergeben  sich  leicht  durch  Betrachtung  des 
Verlaufes  der  Function  fp{x)  ^  F(«)-~(ajc+/5)>  I'^ig-  V- 

Die  einzige  Schwierigkeit  bietet  2)  dar,  weshalb  wir  den  alge- 
biKihrhen  Beweis  hier  folgen  lassen: 

Sind  in  Fig.  XIV.  a,  b  die  Gleichungen  der  convexen  Curven 

(1)^  ^:  P  =  F(x\ 
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1— («— «l)- 


(3)  H^MS,!:.--^:^^^^^ 


Fix) 

—  wir  nehmen  an,  dass  (3)  eine  conveze  Cnrre  darstellt  — ,  so  ist  di« 
Abscisse  von  P'  eine  Wnrzel  von 

(4)  -"^^^'5^^  -  F(.,)+(.-<r,)F'(a,) 

l-(a:-<r,)-p^ 

F'ix)       r 
In  Fig.  XY.  ist  speciell     „.  >  -°  - ,  also  die  dortigen  x  and  e 

Wurzeln  von 


l-(«-x,,'- 


oder: . 

-r/(*i) 

XXi 

Also,  F(ari)  «  Aar/  gesetzt: 


Somit  ist,  wenn  wir  zur  Abkürzung 

^  ^^  2r(r— 1)A 

lind  9(a?i)  «  a^iTt- -rrir 

(5)  ^  "'l 

setzen,  iu  Fig.  XV.: 

II.    Wir  gehen  nun  zum  Beweis  der  Sätze  2)  in  §  8.  über  und 
beweisen  dass  in  besagter  Figur: 

1)  x<^v)<C,xi  ist,  wenn  x^  —  w  hinreichend   klein  genommen 
wird: 
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Es  ist 

also  X  reell  nnd  ^  1/7  je  nachdem : 

oder: 
d.  h./ 

Wir  bezeichnen  diese  Function  mit 
(1)  np{x^)  =  {x^—wYxjr-i—2wrf(x^\ 

so  ist  also  a;  ^«?,  wenn  bezüglich; 


(2) 

»C(x,)^0. 

Nun  ist 

f /(«.,)  -  A«i«--g(*i), 

/(«.)  =  0; 

folglich: 

(3) 

if»(tt')  =  0. 

Durch  Differentürung  von  ^{x^  und  if{xj)  erhalten  wir: 

V(ari)  =  (a:»  — «>)»(r  — l)x,''-2+2(xi  — «.)a;i'-l  — 2wf'/-'(a^) 
und 

r/'(w)  =  F'{to)-%'{ic)  >  0    (Vergl.  die  Fig.); 
also: 

(4)  V»'(«>)  =  —  2wt'f'{w)  <  0. 

Durch  nochmalige  Differentürung: 

i|'"(^i)  =  («i-«')»(r-l)(r-2)xi'-84-4K-«,)(r-l)«/-a 

nnd 

f/"(«i)  =  Ar(r-lKr-2-g"(«,), 
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oder: 

2r/"(..)  =  v--X^. 

da  8"(tr)  >  0  und  Jl  >  0,  r  =-  gz.  Zahl  >  1. 

Aus  (3),  (4)  und  (5)  folgt: 

Für  ein  dem  w  auf  der  pos.  Seite  hinreichend  benachbartes  x^ 
ist  i(;(a?i)  <  Oj  also  nach  (2): 

a;  <  tr     (w.  z.  B.) 
Wir  beweisen 

2)  dass  x^  <  w*  <  «'  ist,  wenn  w'  —  a^  hinreichend  klein  genommen 
wird.    (Fig.  XV.). 

Es  ist 
wo 


9'W  =  «.+^^>-,. 


also  «'  reell. 


Ist  g>{xi)  >  i(?',  so  um  so  mehr  x'  >  w^ 
^  ^  ,j     ji      <  «^''j   3?    a^'  ^  ^'>  JG  nachdem : 

oder 

(2)    d.  h.  je  nachdem  ^(x^)  ^  0  ist, 

wo  t|;(ari)  die  obige  Function  1,  (1)  ist,  darin  «?'  statte  gesetzt   Also 
analog  wie  ad  1) : 

tp(ttT')  =«  0,    tlf\u>')  >  0    und    !(;"(«>)  >  0. 

Für  ein  w'  auf  der  negativen  Seite  benachbartes  x^  ist  somit  ^(a?i)>0, 
also  nach  (1)  und  (2) 

a/  >  v'    (w.  z.  B.) 
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88  Sie  bei:  UnUtsuchungen  über  idgebraücK«  Gleichungen, 

Bei  den  obigen  Beweisen  ad  1)  und  2)  haben  wir  Toraosgesetzt: 

F'(w)^n'M  >  0 
nnd 

d.  h.  geometrisch: 

dass  sich  die  Curven  K  nnd  St  schneiden,  nicht  be- 
rühren (wie  überhaupt  in  sämmtlichen  Figoren). 

Wir  wollen  dies  bei  den  weiteren  Untersuchungen  im  Auge  be- 
halten. 
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IV. 
Zum  Problem  des  dreifaeh  orthogonalen  Flächensystems. 

Vierter  Artikel.    Fortnetzniig  tob  Bd.  66.  K.  XXUI. 
Von 

R.  Hoppe, 


8«    Dfseiisslon  der  allgemeinen  Bedingunflrsgleichnngen  für  das  ortho- 
gonale Fläehensystem  9  welches  einem  ebenen  System  yon  Geraden 
ond  parallelen  Trajeetorien  entspricht« 

Die  in  Bede  stehenden  Bedingungen  sind  in  §  5.  Seite  253.  254. 
durch  die  Gl.  (73)  (74)  ausgedrückt.  Jeder  Term  derselben  ist  das 
Product  einer  Function  H  von  u  und  einer  Function  A  von  v,  wenn 
man  w  als  constant  betrachtet,  so  dass  die  Gleichungen  die  Form  haben 

ZHA^O 

In  dieser  Form  dargestellt  lauten  sie: 

^+^,fi+^2^i+fii«+Ä;^s+|*^,+Ä^+^  =  0     (120) 

(121) 
und  zwar  ist 
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90        Boppe:  Zum  Problem  de$  dreifadt  orthogonalen  FlSchentystemx. 

^  =  ^^1  — ftj^2  +  ;r^3  (123) 

-(is  =  «'smi+;J'8inacosi+gy/S'co8«+g^ 
.I4  =  »^  —  f4  g^  ^8 + gj  (y/,  —  k') — fh -gf 

wo  znr  Abkürzung  gesetzt  ist 

iS|  «  g- — Ä/J'sin  a+  ^i^'cos  «5      Tj  =  g^^  —  x«'  —  Äß'cos  a 

du 
Dass  fi  mit  A  variirt,  also  kt  nicht  constant  null  ist,  ist  Vor- 
aussetzung für  das  ebene  Liniensystem.  Femer  können  wir  jetzt  den 
in  §  6.  behandelten  Fall  ausschliessen,  wo  k  ganze  Function  höchstens 
2.  Grades  Yon  h  ist.  Setzt  man  also  in  Gl.  (120)  für  u  vier  yer- 
schiedene  Specialwerte,  so  ergeben  sich  fiJj^  A^  j1^^  A^^  A^  Aus- 
drücke liaear  in  fi,  (i^  und  n.    Diese  mögen  sein: 
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:! 


A^  =  5+5ifi+5,^,+JB3.. 

Nach  deren  Einsetzung  geht  die  Gleichung  über  in 

H+A+Bh  +  C^^+Dh+(^H^+A,+B^h+cJ^+D^k)ii 

(125) 
+  (n^-^Ar^B^h+C^  I +A^)fh+(^3+^s+AÄ+C3~ +2>3fe)««0 

Die  eingeführten  Coefficienten  sind  sämmtiich  Functionen  von  ro  allein 
oder  constant 

Die  weitere  Untersuchung  teilt  sich  nun,  je  nachdem  zwischen 
fi,  fi,  und  n  eine  lineare  Relation  besteht  oder  nicht  Wir  nehmen 
erst  das  letztere  an. 


9.    Fall,  wo  zwischen  fj^  ^1  und  n  keine  lineare  Relation  besteht. 
Hier  kann  61.  (125)  nur  erfüllt  werden  durch 
H-{-A+Bh-{'C  -^  +  Dlc^  =  0    \ 


H^+A^+B^h+cJ^+D^fcJo    ] 


(126) 


Nach  Definition  der  H  ist 


/«2 

W^  Sh^^  Sä  Sä  """ 


Eliminirt  ma;i  die  H  mittelst  der  vorigen  Gleichungen,  so  kommt: 

D,k^^Mk  =  N',        D,[^^)  -^^^  =  P  (127) 


wo 
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Af  =  D-A,-(D^+Bt)h-\-(Dt-C,)^  (128) 

nnd  nach  AaflOsnng  beider  Gleichongen,  wofern  Z>,  nicht  null: 

SM 

woraus  nach  Elimination  von  k; 

Da  Ri  2ten,  R4,  4ten  Grades  ist,  so  ist  einer  der  3  verschiedenen 
Factoren  doppelt  in  Ri  entlialten.    Sei  also 


dann  wird 


oder 


JB4  =  Ri^R ;        Äj  =  Rq  R 


^(^-t)^-^: 


8ä 


folglich  steckt  R^,  wenn  es  nicht  nnll  ist,  als  Factor  in  R,  In  beiden 
Fällen  ist  k  ganze  Function  2.  Grades  gegen  die  Yoranssetzung.  £s 
bleibt  daher  nur  möglich 

Jetzt  erhält  man  durch  Elimination  von  k  zwischen  den  Gl.  (127): 
_  dMdN  .       fdM\* 

^^-^ä^äÄ+^(är)=o  (129) 

Ist  nun  M  weder  null  noch  ein  Quadrat,  so  ist  es  Factor  von  iV, 
und,  damit  k  nicht  2ten  Grades  sei,  niedem  als  2ten  Grades.  Sei 
also  N^  ML\  dann  wird  die  Gleichung: 

Ist  hier  m  der  Coefficient  von  A  in  if ,  und  /  der  GoefGcient  von  A' 
in  X,  so  werden  die  CoefGcienten  von  A',  A^  bzhw.  in  P,  A^: 
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also  Im  »  0,  und,  da  l  nicht  null  sein  darf,  m  »  0,  d.  L  ilf  constant, 
k  ganze  Function  3.  Grades. 

Wäre  M  ein  Quadrat,  so  ergäbe  sich  nach  Einsetzung  in  (129) 
sogleich,  dass  es  Factor  yon  iV,  mithin,  weil  es  niedem  als  2.  Grades 
sein  muss,  constant  wäre.  GL  (130)  gäbe  dann  P=0,  also  Q  =  0, 
wie  Torher.  Wir  haben  daher  nur  die  2  Fälle:  entweder  ist  h  ganze 
Function  3.  Grades,  oder  ilf«0,  N-=>0^  P— 0  und  über  k  nichts 
entschieden. 

10.    Fall,  wo  k  ganze  Function  3.  Grades  ist. 
Sei  ' 

dann  nehmen  die  Gl.  (126)  die  Form  an: 

Sliminirt  man  mittelst  dieser  Gleichungen  die  H  aus  den  Gl.  (122), 
so  geben  die  einzeln  verschwindenden  Coefficienten  der  verschiedenen 
Potenzen  von  h: 

Femer  ist  nach  Definition  der  H 

-if,+fliÄ-Z/3g*==x'  +  |^  (133) 

Nach  Einsetzung  der  gefundenen  Werte  erhält  man: 
B  =  53^0+»'  + Vi     C'=  V 


(132) 
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Die  Tabelle  der  Coefficienten  lässt  sich  nnn  folgendennassen  schreiben: 
A  —  -^jtTo,    Ai  i=  A^ — B^tüQ,    ^2,    j4g 


(134) 


(135) 


I>«^str8,     Dl  =  —  ^31^3,     D,  —  0,     Z>3— 0 
wo 

^,  =  3^3tr3-«.2  +  2i^;  ^8  =  2;^ 

ZU  setzen  ist  Führt  man  diese  Coefficientenwerte  in  die  4  61.  (132) 
ein,  eliminirt  mittelst  derselben  4  Gleichungen  und  (131)  k^  ff,  J2i, 
iTj,  ^9  aus  der  ersten  Urgreichung,  und  erfüllt  diese  unabhängig  von 
h,  so  kommt  : 

A  =  A)  +  ^8f*l  +  ^8»         V  ,.ofix 

^2«  — ^g  +  Bjf* 

Nach  Einführung  dieser  Werte  geben  die  4  ersten  GL  (123): 
0  =  0 

Ta'+Sß'sma+A^+A,ii+B^(l--(i,)+^ß'cO8a+£+B^7c^0  (137) 
SiC08l-f-2\sinA+^8— Äjft^O  (138) 

g|^  +  a'sinl+/5'sinacosA+g^/3'cosa+^sfA— ^3  «  0  (139) 

Differentürt  man  Gl.  (138)  nach  A,  so  kommt: 

— /SiSinA  +  riCosA+g^/S'cosa— J^ag^  =  0  (140) 

Differentürt  man  nochmals  und  addirt  die  primitive  Gleichung,  so 
findet  man: 

s~(i-:)+aG7)^'-"+^-«'("+i^')-» 

Nehmen  wir  die  zweite  Urgleichung  (121)  hinzu,  so  wird  deren  linke 
Seite  nach  Einführung  des  Wertes  (131)  von  k  eine  ganze  Function 
4.  Grades  von  A,  deren  Coefficienten  einzeln  verschwinden  müssen. 
Die  4  ersten  tun  dies  von  selbst,  der  Coefficient  von  h^  giebt: 
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y:fg  =  0    oder     ö~  =  ß'cos« 
Das  Integral  wollen  wir  schreiben: 

A  =  »o+P    (p= /cos  «8/3)  (141) 

Demgemäss  lassen  sich  die  Gl.  (139)  (140)  folgendennassen  aus- 
dracken: 

U-^j+Ä3^— ^3+a'sinA+/5'sinacosi  =  0  (142) 

(s|)-».('+5S)+^  =  «  a« 

ü^o  bei  Dififerentiation  nach  w  nicht  A,  sondern  v  als  constant  zu  be- 
trachten ist.  Die  Dififerentiation  nach  k  kann  man  als  Differentiation 
nach  vq  betrachten,  so  dass  sie  sich  unabhängig  von  w  vollzieht. 
Addirt  man  so  die  Gl.  (142)  zu  ihrer  zweiten  Ableitung,  so  erhält 
man,  mit  Beachtung  des  Wertes  (135)  von  -.ßg : 

und  nach  Integration: 

Hiervon  hat  das  vollständige  Integral  die  Form: 

Dies  in  (142)  eingeführt  giebt: 


/'\/«?38(sinasinp)  P 


ytr3  8(sinttcos9) 
cosor 


während  v^  willkürlich  bleibt.    Dagegen  verlangt  Gl.  (144)  die  Re- 
lation: 

Gl.  (143)  geht  jetzt  über  in 

(8;^8^)-"^»"y^'+^2  =  o 

oder,  bei  Anwendung  der  Werte  (135) : 

■(sg)-'.('".-s^'-.'-ä».»/+(^)'=o, 
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96         Hoppe:  Zum  PrbbUm  des  drei/ach  orthogonalen  FVlehentysiem». 

und  giebt  nach  Integration: 
oder  einfacher : 

Mnlüplicirt  man  mit 

gjj-3»o  "="  -7^  (ovj— W58int?o8»o+'^6<5ösro8vo) 
und  integrirt,  so  kommt: 

n  =  tr7  +  (tt>i— |t<74*)fA+(3w'4y«^« — ^%)H 
+  ;77r  (AaSt'i+w^ö/^'a^cosvo+'^e/^sSsi^^'o)  (1^) 

Mnltiplicirt  man  statt  dessen  einzeln  mit  dcosA,  dsinA  und  integrirt, 
so  erhält  man: 

8tt 

Ä  —  iSo  +  (ir,  — 4w4*)C08Jl+(3tr4yw8  —  tr2)(fiC0S^  — g^sinA) 
+cosp/vg8cosvo — sinp/t^gdsin^o  (14:7) 

du 
r«  7o+(*^i~^"^4*)8ii^^+(3"^4y*^8""^2)(^sinA  +  ö?^co8A) 

+ sin  q/v^  d  cos  vq + cos  ^/t'j  S  sin  vq 

Diese  Werte  haben  noch  die  61.  (138)  zu  befriedigen,  deren  Ableitong 
nach  V  identisch  erfüllt  ist.  Es  geht  daher  nur  eine  Relation  zwischen 
Functionen  von  w  hervor,  welche  lautet: 

Endlich  bleibt  noch  h  zu  bestimmen.    Zufolge  der  Werte  (134) 
(135)  reducirt  sich  die  letzte  61.  (132)  auf 

und  giebt  integrirt: 

—  yt^Ä«f«3+w4  (148) 

Hiermit  sind  alle  6rö86en  bestimmt,  und  man  kann  leicht  daraus  die 
Lösung  zusammensetzen. 
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IL    Fall,  wo  h  keine  kubische  Fnnctioii  toh  h  ist. 

Wenn  unter  der  Bedingung  von  §  9.  A;  keine  kubische  Function 
von  h  ist,  so  sind,  wie  sich  zeigte,  die  3  Grössen  (128)  unabhängig 
von  h  nuU,  daher 

B^  =  0;     J52  «  Ci;       B^  =  — A 
Cj  =  0;'        Cb  -=  Z>8 

und  man  hat  nach  (126)  und  (124): 

jHi  +  i>  —  AÄ  +  Z>8  ^  =  0  (149) 


(150) 


Die  4te  Gleichung  enth&lt  h  nicht,  die  3  ersten  sind  identisch  und 
lassen  sich  durch  (133)  vertreten,  welche  lautet: 

+  (^-AÄ  +  A-^|  (151) 

Sie  hat,  gleichwie  (121),  die  Form: 

also  bleibt  nach  Subtraction  wiederum  die  gleiche  Form: 

.  dR  dk 

Für  einen  Specialwert  von  v  gehe  Q,  Ä  über  in  Qq^  Jf?o,  dann  wird 

TeU  LVIL  7 
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Dies  eingeführt  in  (152)  g^bt: 

Im  allgemoinen  ist  Jcq  transscendent;  dann  verlangt  die  letzte  Glei- 
chung: I 
R^fü^R^'^    (2=«woQo                               (154) 

folglich  sind  Q  and  R  unabhängig  von  v.    Ist  Icq  rational,  so  ist  es  ! 

im  allgemeinen  von  der  Form  -^j  und  L  linear,  also  k  ^  L  gleich-  I 

falls.    Ausnahmen  sind  folgende: 

1)  Ist  Rq  =  M^^  M  linear,  so  wird 

k  c=  WiM-^Wf  +  j^;    wa  nicht  null, 
und  nach  Einführung  in  (152) 

folglich  M  Factor  von  Ä,  und  wenn  R  —  PM^ 

folglich  M  auch  Factor  von  P,  und  man  hat  wieder  die  Gl.  (154). 

2)  Ist  R  linear,  so  wird  k  Function  2.  Grades. 

3)  Ist  R  unabhängig  von  A,  so  wird  k  kubische  ganze  Function 
davon. 

Schliessen  wir  also  die  Fälle  aus,  wo  k  ganze  Function  höchstens 
B.  Gbrades  ist,  so  dnd  stets  Q  und  R  unabhängig  von  v,  also  auch 
Q]  und  1^,  sowie  deren  je  3  Goefficienten.    Man  hat  also: 

dft  dfi  dfi 

(155) 

wo  Q,  iZ,  etc.  beliebige  Functionen  von  w  bezeichnen,  und  zwar  gilt 
entweder  Gl.  (153),  oder  es  ist  —  nämlich  wenn  (121)  und  (151) 
identisch  sind  — 

R^D,  R^^D^,   R^^  -  D^      }  ^ 
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Fflhrt  man  die  Werte  (150)  and  (155)  in  (123)  ein,  so  kommt: 
0  —  0 

r«'+Ä/J'sin« 1?  -f  (A|-^'co8«)^|-t-(i),+Z>,^)« 

-Ä+Cp+Ci(f4-1)  (157) 

S,coal+2i8ini=C+Cj|»+DjW  (158) 

i»'sinA+^'8in«co8l+g^+^(J'cosa=Z>+£>j(t+Z)j(t,  (159) 

(Ä, -Z),)«|j  -  (iZ,+ 2?,)^,  ^+ (£_»' _  Q)  ^  =  0 

(^+Z,,)(|«-,|)+(C-a.)|  =  0 

(i?,+i),)^  +  (Q,+  C,)|5  =  0 

^^Ihpj^  +  ß'cosa  (160) 

{D-Ä+(A-^)»»-K^.+i2»)fh}g5=0  (161) 

woraus  nach  EUmination  von  -k-. 

l^ach  Yoraussetzting  von  §.  9.  lassen  sich  diese  beiden  Gleichungen 
nur  erfüllen  durch 

Dann  aber  bleibt  von  Ol.  (152)  nur  ttbrig: 

Hiemach  gelten  die  Gl.  (156)  ohne  Einschränkung;  dies  hat  zunächst 
die  Folge,  dass  die  2  Bestimmungen  für  h  (121)  und  (151)  unter 
allen  Umständen  identisch  werden;  (151)  bildet  die  einzige  Bestim- 
muDg.  Femer  sind  jetzt  von  den  9  aus  (123)  fliessenden  Eelationen 
die  erste,  6te,  6te,  7te  und  9te  von  selbst  erfüllt,  so  dass  zur  Be- 
stimmung von  A,  fft,  9c  allein  (160)  (159)  (157)  (158)  übrig  bleiben. 

Doch  auch  (157)   (158)  sind,   wenigstens- in  ihren  Ableitungen 
identisch.    Differentiirt  man  nämlich  (158)  zweimal  nach  A,  so  kommt: 

7* 
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Vit  Bu  Btc 

-S,8mi+riC08l+gj^^'co8«  =  Cig^+2?,gj^ 

also  nach  Addition  der  primitiven  Gleichnng: 

r,(l)+H(|)^-=^+'^('+l^)+A(«+^)ae.) 

Dasselbe  Besoltat  erhält  man,    wenn  man  (157)  nnd  (159)  einmal 
nach  X  differentürt  nnd  die  Orösse  a'cosJl — /S'sinasinil  elinünirt 

Die  Gl.  (160)  (159)  (162),  welche  jetzt  k^  (i^  tc  bestimmen,  sind 
bereits  in  §.  6.  als  Ol.  (85)  (88)  (90)  vorgekommen,  nur  fehlten  in 
(90)  die  beiden  ersten  Tenne  der  rechten  Seite  von  (162).  Wir 
haben  sie  daselbst  nur  fOr  den  Fall  a  «  /3  »  0  integrirt.  Ein  anderer 
Fall  der  Integrabilität,  den  wir  hier  betrachten  wollen,  ist  D^  »0. 
Die  Gleichungen  werden 

g^  =  i^'cosa  (163) 

fgff  j  =  £>4-Z)if*— a'sinA— /J'sinacosA 

Verbindet  man  die  zweite  mit  ihrer  Ableitung 

(^  Sa)  -  Ag?-«'co8l4-^'8m«ßmi 
80  erhält  man: 

(^['*  +  4iJ)  -=  -°  +  ^^  [p  +  .-g^]-(/J'8m«+ü,')--'^     (165) 

Hier  gelten  zur  Linken  überall  die  unabhängigen  Yariabeln  t^,  u?,  was 
die  runden  Klammem  anzeigen  sollen.    Zur  Vereinfachung  sei 

tr  ' 
dwQ  =  COSttdf}-,      Z)  ;=  tü^tTj' ;     i>j  =  — i- 


woraus: 


fl'sina4-»a'  =  — ~-  («-••*'•  sin  a)' 
^  '  cos«^  ' 
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dann  giebt  GL  (163)  integrirt: 

^  =  *'o+^^o  (166) 

und  die  Gl.  (165)  (164)  gehen  über  in 

\^  g;i j  =  ^»  -  ^*^*  +  ;^ [l"  +sß)  (167) 

Erstere  giebt  integrirt: 

wovon  der  reelle  Teil: 

Der  Coefficient  von  »  ist  davon  fttr 

nur  die  Ableitnng.    Dies  in  (167)  eingefiOlirt  giebt: 

und  nach  Integration  bei  constantem  v: 

Moltiplicirt  man  mit 

l^a.-«.,  idv^-dcosv,  f^^'^^'o'^"^ -Ssiavo  ni^^-o^^")] 
«*  M    *  "J       »icoaa  •"""o,/       „,,cos«      I 

nnd  integrirt  bei  constantem  w,  so  kommt: 

-Lcost.o+A,8co8r,+«,, Lco9r„-^8in Jl  /"g(8""'o"nfL) 
-  Usinvo+A.asinüo+fiffiainro+^^cosro)!  /"^(^^Ü^iliBfll 
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Moltiplicirt  man  statt  dessen  mit  dcos(t;o-4-f<'o)9  &sin(t^+^e)  ^^^ 
integrirt  ebenso,  so  erhält  man: 

+ cos  wq/v^  d  cos  vq  —  sin  wq/v^  d  sin  vq 

;  (170) 

+ sin  w^fvf  d  cos  »o + cos  wof^s  8  sin^o 

Die  liier  eingefahrten  Functionen  von  t£t,  d.  i.  ^  nnd  Tq  haben  jedoch 
noch  der  GL  (157)  zu  genügen,  welche  nach  Einsetzung  der  Werte 
von  S  und  T  giebt: 

ro«'+^Vtg«+^+t^,(u.5'+«,st^2')  +  ^^^^P^V  -0     (171) 

Die  Einsetzung  derselben  Werte  in  (158)  liefert  noch  folgende  2  Glei- 
chungen, die  hier  durch  Identificimng  der  CoefQcienten  von  cosvo 
und  sinvo  erhalten  werden,  Coefßcienten  die  bei  Deduction  von  (162) 
aus  (158)  eliminirt  worden  sind: 

of  I  /,«        X     V     #  I      /  f  /*8(8inwoSina) 

^'  +  (2o-xtga)V  +  V  [coswoj        ^J^^^ 

V         ti^icosa      ) 

Eliminirt  man  Tq,  so  erh&lt  man: 

^^"^  +  &  =  —(-^\  sina— ^  ^ 
dtüQ*  "T  *'b  "^  g,^^  y^Qg  „j  ^^  ^^ 

1 8_  /u;/cos*igo\    /^8(6in«sintgo) 

isu'oduToV     wq      jJ       tt^^cosa 


(172) 


COSU^o 

*8(sinacost^o) 
siniüo 

.und  nach  Integration: 


1       8   /tP4^6in*tgo\    /*8(sinacosw 
siniüodu^oV     Wo'      )J        «tiCOSo 


(    P(     •  w^4\8(sinaco8tt7o)  /•8(sinacostPo)> 

S, 8in«o(y  («+;r;)        cos«    '-"*y       ...cos«      } 

(    /*/     I  «^4\8(sinasin?<7o)  /•8(sinosintro)) 

+  C08«.o{y    (»+-j— ^ili^J V  «..cos«        } 
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wora«8  nich  der  enten  Ol.  (172): 

Diese  Werte  müssen  wiederum  der  GL  (171)  genflgen.    Nach  Ein- 
fUinuig  erliUt  maa: 

■  (flinttcosigp)^  (    /•/     .  tt^A  flCsinacosigo) /*8(8ingco8tPo)| 

'         cos«        \J    \     '  t£?j/        cos«  ^v        tiTj^cosa     ) 

(aingsintgo)^  (    /*/        wA  8(siii« sintgo) /^8(sin«8mf^)  ^ 

■  006«       \^/    V*      wj       cosa  ^^J       «öl cos«     )  "^ 

Die  Fnnctioiien  k  and  A;  von  (u,  to)  worden  bestimmt  durch  die 
GL  (149)  und  (151),  welche  2  Integrationswege  darbieten,  die  all- 
gemein zum  Ziele  führen.    Zunächst  giebt  Ol.  (149),  d.  L 


das  Integral 


|+jr,-AA+^,y-0 


»-•H-i^  ("3) 


WO  a  eine  von  «  unabhängige  SpedallAsung  bezdchnet,  die  sich  als 
wiUkfiriiche  Function  Yon  w  betrachten  l&sst,  indem  man  die  Gleichung 

durch  einen  der  Coeffideoten  erfimt»  wo  femer 

^  _  ^/ti>.-/>.a)8».       ^^i/D^tdu,  (174) 

und  ««1  eine  wiUkfiriiche  Function  TOn  u  ist 

Man  kann  nun  erstUch  GL  (151)  nach  gewöhnlichem  Verfehren 
mittelst  der  simultanen  Gleichungen 

dk  9k 


8»^- 
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integriren.    Benutzt  man  die  bereits  vollzogene  Integration  d^  ersten, 
und  beachtet,  dass  vermöge  (174) 


K  +  9)* 


ist,  wo  «1  anfänglich  nur  Constante  der  Integration,  bei  Anwendung 
der  Integrale  auf  die  partielle  Differentialgleichung  in  den  für  (173) 
gültigen  Wert  übergeht,  so  erhält  man: 

das  ist  entwickelt: 


WO 


und  ua  eine  zweite  willkürliche  Function  von  u  ist 

Statt  dessen  kann  man  auch  gleich  anfangs  auf  die  Unabhängigen 
u,  w  übergehen,  indem  man  Gl.  (151)  schreibt: 

(^)  =  B-x'  +  CÄ-C,^+(/>,-Z>8Ä)^ 

Um  h  zu  eliminiren,  setze  man  erst: 

und  lasse  den  von  \  unabhängigen  Teil  sich  unabhängig  von  h  auf 
beiden  Seiten  heben,  so  dass  nur  bleibt: 


©)  =  (^1-^«*)«^ 


Hierzu  haben  E^  F,  (r  die  3  linearen  Gleichungen  zu  erfüllen: 

E'  —  Dt^E—FD^B'—W\ 

F'—  QD+ED^  =  C  >  (176) 

(7'+/)i6?+JF!D8  =  — Ci      ' 
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Ist,  wie  oben, 

A  =  0;        Di  =  '^ 
so  hat  man  unmittelbar: 

and  die  Coefficienten  ergeben  successive  die  Werte: 
ö=  — ^/Citri8w;    F^f(C+GD)dw',    JE«  ^tf^^^i^^^^'^ 
AndernflBklls  gelangt  man  dnrch  die  nene  Substitution 

zu  derselben  Gleichungsform,  deren  Auflösung  dann  k^  =  «^/(i^)  ist. 
Setzen  wir  deshalb  sogleich  ^  » «^2;  cUinn  ergiebt  die  Einf&hrung: 

M'-'D^M—DN  =0   V 

iV'  — Z>P+/)j3f=0   >  (177) 

woraus: 

NN'-'PM'-^MP'  «  0 
and  nach  Integration: 

N^  «  2JlfP+c  (178) 

Eliminirt  man  if  und  P  zwischen  den  Gl.  (177),  so  erhält  man  eine 
lineare  Gleichung  3.  Ordnung  für  N,  Da  es  sich  hiemach  nur  um 
Ermittelung  von  Speciallösungen  handelt,  so  können  wir  c  »  0  setzen, 
and  Gl.  (178)  durch 

M=  vw^N-,        N « 2wiP  (179) 

W 
erHOllen,  wo,  wie  oben  />i  =  -^^  gesetzt  ist    Dann  gehen  die  ersten 

beiden  Gl.  (177)  Aber  in 

N'        D      v'         D 

—r  -  —  —  -  =  -. —  —D^w^v  (180) 

woraus: 

wy  «  iZ>+i>,  Vv«  (181) 

Betrachtet  man  hier  v  als  willkürliche  Function  von  w^  und  erfüllt 
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die  Gleichung  durch  D  oder  jD^,  so  ergiebt  sich  N  ans  (180),  und 
üf,  P  aus  (179).  Diese  Specialwerte  lassen  sich  verallgemeinem, 
indem  man  GL  (181)  auf  Grund  des  Specialwerts  v  yollstftndig  inte- 
grirt.    Hat  man  dann  3  Lösungen  N^y  N^^  N^^  so  folgt  nicht  nnr 

für  constante  c,  sondern  auch 

fttr  Goef&denten  W,  welche  den  rechten  Seiten  von  (176)  entsprechen, 
da  die  linken  ganz  mit  (177)  ttbereinstimmen,  und  hieraus  E  und  O, 
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V. 
Miscellen. 


1. 

Bemerkniigr  zu  dem  Beweise  einer  bekannten  Formel  für  den  Inhalt 
des  Tetraeders  N.  Y.  Seite  17.  im  yoiigen  Teile. 

Der  dtirte  Beweis  geht  wohl  am  einfachsten  mit  Hilfe  des  von 
Wittstein  in  einer  Brochflre  über  das  Prismatoid  gebrauchten 
Satzes: 

„Der  Inhalt  eines  Tetraeders  ist  gleich  dem  doppelten  mittleren 
Querschnitt  2>,  multiplicirt  mit  ^  des  Abstandes  h  der  diesem  Quer- 
schnitt parallelen  Gregenkanten;  also  Q^%h,D.^^  Nun  ist  D  (als 

a  h 
Parallelogramm)  =g*5.sino  daher: 

ö  «  -^  ßm«. 
Stuttgart  den  9.  März  1874  Prof.  Oelschl^^ger. 


Beweis  desselben  Satzes. 


Das  Tetraeder  heisse  A'ABC.  Sein  Inhalt  Ist  der  dritte  Teil 
dee  Prismas  ABCA'B'C\  welches  man  erhält,  indem  man  die  in¥eite^ 
Grundfläche  durch  A'  parallel  ABClegt;  und  dieses  Prismas  ist  wieder 
die  Hälfte  des  Parallelepipeds,  welches  entsteht,  wenn  man  durch  AA' 
und  BB*  die  Ebenen  parallel  zu  BCB'C  und  AA'  CC  construirt. 
Der  Inhalt  dieses  Parallelepipeds  ist  das  Product  aus  dar  Fläche 
BCB'C  mit  der  Entfernung  dieser  Ebene  von  der  Kante  AA\ 
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selbst  and  ftlgt  am  Schlüsse  einen  Beweis  von  Klein  hioza,  der  an 
Ettrze  und  Eleganz  nichts  zu  wünschen  ttbrig  lässt  Doch  Jener  Er- 
folg ist  erklärtermassen  nicht  die  Hauptsache.  Es  handet  sich  viel- 
mehr am  die  Frage:  Ist  die  Schiassweise,  welche  an  dem  voriiegen- 
den  Beispiel  vorgeführt  werden  soll,  richtig?  Was  das  Wesen  der-' 
selben  sei,  findet  sich  nicht  aasgesprochen;  die  vorkommenden  Schlüsse, 
soweit  sie  eigentümlich  sind,  sind  unrichtig  nnd  haltlos.  D^  Ver- 
fasser selbst  zweifelt,  wie  er  sagt,  an  ihrer  Bündigkeit,  ohne  sie  doch 
zu  verwerfen.  Der  Zweifel  aber  allein  ist  hier  schon  entscheidend: 
was  einen  Zweifel  zulässt,  ist  eben  nicht  evident.  . 

Es  wäre  nun  nicht  zu  verstehen,  was  den  Verfasser  bewogen 
hatte,  im  Besitz  einer  ganz  einfachen  Deduction  diesen  ftusserst  com- 
plicirtenWeg  zu  wählen,  wenn  er  nicht  einen  allgemeinem  Gesichts- 
punkt verfolgt  hatte.  Dieser  giebt  sich  schon  wiederholt  in  N.  V. 
dadurch  zu  erkennen,  dass  gewisse  vorgängige  Limitationen  der  Ge- 
suchten, welche  den  Schlüssen  eine  Basis  gegeben  haben  wür- 
den, darin  beharrlich  verschmäht  werden;  offener  tritt  er  zu  Tage  in 
der  Abhandlung  N.  VI.  über  das  Hauber'sche  Princip;  was  aber 
besonders  die  Aufmerksamkeit  darauf  lenkt,  ist  eine  Verwandtschaft 
der  Richtung  mit  derjenigen,  welcher  überhaupt  in  neuster  Zeit  von 
mehreren  Seiten  zugestrebt  wird,  und  die  sich  auch  in  den  Bearbei- 
tungen der  Theorie  eines  Raumes  von  n  Dimensionen,  von  Betti, 
Lie  u.  A.  kund  giebt;  denn  auch  hier  wird  die  allgemeinste  Limi- 
tation, die  Voraussetzung,  dass  eine  bestimmte  nte  Manni(^faltlgkeit 
eine  lineare  ist,  worauf  doch  alle  Bestimmungen  basiren,  beharrlich 
verschwiegen. '  Während  letztere  die  Unabhängigkeit  der  Raumtheorie 
von  den  erfahrungsmässig  gewonnenen  räumlichen  Anschauungen  dar- 
zustellen suchen,  dabei  aber  noch  stets  innerhalb  des  Gebiets  der 
mathematischen  Begriffe  bleiben,  überschreitet  Günther  diese  Grenze, 
indem  er  ein  von  den  mathematischen  Objecten  unabhängiges,  ullge- 
meineres  und  auf  die  Mathematik  anwendbares  Schlussvermögen  auf- 
sucht, zu  diesem  Zwecke  jedoch  vorläufig  nur  einige  Beispiele  der 
Existenz  aufweisen  will.  Die  an  eine  solche  Idee  geknüpften  Hoff- 
nungen beruhen  auf  dem  aus  dem  Altertum  vererbten,  bis  heute  nicht 
überwundenen  Irrtum,  dass  der  Grund  der  mathematischen  Evidenz 
in  der  Form  liege.  Vielleicht  wird  die  neue  Anregung  in  den  vor- 
liegenden Arbeiten  die  Aufklärung  beschleunigen  helfen,  weshalb  ich 
der  Verfolgung  des  aussichtslosen  Zieles  allen  gewünschten  Spielraum 
gewähren  wollte.  Es  hat  bisher  den  herrschenden  Tendenzen  der 
Philosophie  zu  sehr  widerstrebt,  die  eigentlich  sehr  nahe  liegende 
Quelle  der  mathematischen  Evidenz  näher  anzusehen.  Zu  verfehlen 
ist  sie  nicht,  wenn  man  sich  entschliesst,  gewisse  Vorurteile  aufzu- 
geben.   Unausweichliche  Schlüsse  können  wir  ziehen,  soweit  wir  den 
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geeamiiiteii  mögücheii  imtencfaiedlichen  Inhalt  nnserer  Begriffe  in 
Gedanken  zu  dnrdilaafen  vermögen;  denn  allein  dadurcb  sind  wir  im 
Stande,  ausschliessende  Oegens&tze  positiven  Inhalts  zu  bilden.  Diese 
Bedingung  erfüllen  die  Begriffe  der  GrOsse,  des  Baumes  and  der 
Zeit,  aber  nicht  der  Begriff  der  Qualität,  welcher  fttr  unbegrenzt 
▼ieles  unbekannte  offen  bleibt.  In  den  Objecten  der  Mathematik 
liegt  also  der  Grund  ihrer  zwingenden  £videnz.  Lässt  man  die  Ob- 
jecto unbestimmt,  oder  gestattet  man  ihnen  auf  unbekannte  Weise  zu 
varüren,  so  hört  die  Evidenz  auf,  wenn  gleich  die  Zustimmung  dann, 
eben  weil  die  Möglichkeit  des  Andersseins  der  Einsicht  entzogen  ist, 
nur  um  so  bereitwilliger  erteilt  zu  werden  pflegt.  Nur  im  Gebrauch 
des  positiv  Gedachten,  nicht  des  durch  Bedingungen  negativ  Um- 
grenzten giebt  es  ein  ezactes  Schlussvermögen.  Meiner  Behauptung 
steht  die  gesammte  pädagogische  Ikfahrung  zur  Seite  ^  denn  kein 
Schüler  lernt  anders  als  an  mathematischen  Objecten  mathematische 
Schltlsse  mit  zwingender  Evidenz  machen.  Die  Entscheidung  ist  Sache 
der  Gegner,  da  sie  bloss  ein  Beispiel  des  Gegenteils  anzuffthren  brau- 
chen. Von  deigenigen  Beispielen,  welche  Günther  vorführt,  räumt 
er  selbst  ein,  dass  sie  den  Erfolg  nicht  dartun.  Auch  den  Fehlgriff 
Hauber's,  dass  er  das  mathematische  Urteil  als  Prädicirung  be- 
trachtet, was  doch  im  wesentiichsten  Fafle,  bei  der  Grössenrelation, 
offenbar  nicht  zutrifft ,  erkennt  er  insofern  an,  als  er  den  Haub er- 
sehen Satz  fttr  verbesserungsbedürftig  erklärt  und  auf  die  Grössen- 
relation hinüberzuleiten  sucht  Dies  bestätigt  nur,  dass  die  strenge 
Gültigkeit  erst  mit  der  Bezugnahme  auf  mathematische  Objecto  beginnt. 
Mag  man  also  die  Chimäre  solange  verfolgen  als  man  will;  nur  ist 
zu  wtlnschen,  dass  man  auch  einen  Blick  frei  behält  für  diejenigen 
Beobachtungen,  welche  mit  der  lange  gehegten,  und  doch  durch  nichts 
bewährten  Ansicht  von  der  formellen  Natur  der  Beweiskraft  nicht 
stimmen.  R.  Hoppe. 


4. 

Bemerkung  zu  N.  XXX.  3«  im  vorigen  Teile. 

In  meiner  Bemerkung  zu  Herrn  Ligowski's  Ereisberechnungs- 
formel  befindet  sich  ein  kleiner  Fehler.  Auf  das  Resultat  der  Rech- 
nung hat  aber  dieses  Versehen  keinen  Einfluss.    Es  steht  nämlich  dort 

2>>*-ism^=i.8m^  ^Li 
Statt  der  richtigen  Formel 
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WO  die  Grenzen  der  rechten  Seiten  in  beiden  Formeln  (für  m  —  od) 
dieselben  sind.    Ich  bemerke  noch,  dass  die  Formel 

I 

einen  besonderen  Fall  der  allgemeineren  leicht  zu  erhaltenden  Formel 
«  ®       1 


sma        o  ^ 

COSgi^ 

darstellt',  die  Herr  Ludwig  Seidel  im  75.  Bande  des  Crelle'schen 
Journals  S.  273  gegeben  hat  Nach .  dessen  Bemerkung  ist  die  Con- 
vergenz  dieses  Productes  für  n  ohne  Vergleich  rascher  als  die  des 
bekannten  Wallis'schen  Productes. 

Warschau,  den  31.  Juli  1874.  S.  Dickstein. 
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Litterarischer  Bericht 

ccxxv. 


Geschichte  der  Mathema4dk  und  Physik. 

Bnlletino  di  bibliografia  e  di  storia  delle  scienze  matematiche  e 
fisiche.  Pnbblicato  da  B.  Boncompagni.  Tomo  YI.  Indici  degli 
articoli  e  dei  nomi.  1873.  —  Tomo  Vn.  1874.  Roma.  Tipografia 
delle  sctenze  matematiche  e  fisiche. 

Das  Febmarheft  beendigt  die  Abbandlong  yon  Qaercia  über 
Rankin e's  Leben  nnd  wissenschaftliche  Arbeiten.  Es  folgt  ein 
Pnblicationsvarzeichniss.  —  Das  Märzheft  enthält  Nachrichten  über 
einige  ältere  Mathematiker  in  den  Niederlanden,  welche  die  Qnadratnr 
des  Kreises  gesucht  haben,  von  D.  Bierens  de  Haan.  Dann  einen 
Brief  Ton  Engine  Catalan,  Professor  an  der  Uniyersitftt  Lüttich, 
an  D.  B.  Boncompagni  über  eine  Inschrift  auf  dem  Grabe  Ln-* 
dolf's  Yan  Genien.  ^  Das  Aprilheft  enthält  einen  Anfsatz  Ton 
Th.  H.  Martin  über  des  Proklns  Diadochns  Commentar  zum  1.  Buch 
von  Eoklid's  Elementen,  bearbeitet  Ton  6.  Friedlein.  Leipzig  1873. 
Teubner.  Dann  fernere  Nachrichten  über  denselben  von  B.  Bon- 
co  mpagni.    Dann  nene  PnblicatLonen. 


Nachträglich  znm  Angnstheft  des  6.  Bandes  (Litt  Ber.  CGXXm.) : 

Durch  die  Güte  des  Herrn  M.  Curtze  erhalte  ich  nachstehende 
Yerfoessemngen  einiger  kleinen  Lese-  und  Druckfehler,  welche  sich 
in  meiner  Abhandlung  „Lo  eYÜappo  storico  deUa  teoria  dei  poligoni 
Stellati  nell'  antichitä  e  nel  medio  evo^'  eingeschlichen  haben.  Es 
sind  die  folgenden: 

Teil  ITn.    Hoft  1.  1 
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1)  S.  332.  S.  22  soll 

es 

heissen  IN  Elementa  etc. 

2)  S.  333.  S.  14 

M 

19 

99 

Duc  per'  precedentem  cf.  equidi- 
stantem  ha 

3)  S.  333.  Z.  15 

n 

»» 

99 

per  secundam  29»«  condudes  pri- 
mum  et  deinde  per  hanc  et  13^ 
argue  secundum. 

4)  S.  338.  Z.  19 

?) 

W 

99 

penthagonus  et  rursus  breviter  quo- 
tus  est  numerus  angulomm. 

5)  S.  333.  Z.  21 

»1 

99 

99 

quovis  ejus  angulomm. 

6)  S.  334.  Z.    1 

Vi 

99 

99 

omnes  anguli. 

7)  S.  334.  Z.    7 

J9 

99 

99 

duplicatus  et  (dies  scheinbar  durch- 
strichen) sed  et  per  13*"»  anguli 
omnes. 

8)  S.  334.  Z.    8 

»» 

99 

99 

equales  sunt. 

9)  S.  334.  Z.  10 

« 

99 

99 

duo,  ebenso  S.  333,  Z.  14  und  16. 

10)  S.  334.  Z.  11 

»» 

99 

99 

duobus. 

11)  S.  333.  Z.  14  ist 

cujus  doppelt  gelesen. 

Durch  einen  ' 

Drackfehler  heisst  es,  die  Abweichung  beginne  in 

Bach  2,  während  -es  3  heissen  soll. 

Die  in  der  Abhandlung  „über  sphärische  Curven^^  gegebene 
Uebertragung  gewisser  planimetrischer  Sätze  auf  die  Eugelfläche 
findet  sich  bereits  in  Hesse's  Raumgeometrie,  jedoch  in  einer 
wesentlich  anderen  Darstellung. 

S.  Günther. 


Geschichtliche  Notizen  über  das  Dirichletsche  Kugel-  und  £lli- 
psoid-Problem.  Von  C.  A.  Bjerknes.  Aus  den  Nachrichten  y.  d. 
Kgl.  Ges.  d.  Wissensch.  u.  d.  G.  A.  Univ.  zu  Göttingen.  1873.  No.  17. 

Das  hier  bezeichnete  Problem  betrifit  die  Bewegung  einer  Kugel, 
bzhw.  eines  Ellipsoids  in  einer  unelastischen  und  unbegrenzten  FlOs- 
sigkeit,  ist  im  Jahr  1852  in  Bezug  auf  beide  Körper  von  Dirichlet  ' 
gelöst,  wiewol  die  Lösung  nur  in  Betreff  der  Kugel  publicirt  worden. 
Sie  geht  von  der  Bewegung  der  Flüssigkeit  bei  ruhendem  Körper  aus. 
Nach  seinen  Andeutungen  hat  1854  G  leb  seh  eine  Lösung  fOr  das 
Ellipsoid  gefunden,  welche  direct  die  Bewegung  des  Körpers  ermittelt, 
und  1856  in  Crelle's  Journal  erschien.  Auf  dem  ursprünglichen 
Wege  löste  auch  Schering  nach  Andeutungen  das  Problem,  and 
machte  dem  Verfasser  davon  Mitteilung,  welcher  hier  dessen  Lösung 
zum  erstenmal  an  die  Oeffentlichkeit  bringt.  Diese  Notizen  schickt 
der  Verfasser  eigenen  Untersuchungen  voraus,  welche  Verallgemei- 
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nerung  des  Problems  zum  Gegenstand  haben,  und  in  den  Göttinger 
Nachlichten  1873.  S.  448.  und  S.  829.  und  1874.  S.  285.  zu  finden  sind. 

H. 


Lehrbücher,  Sammlangen  und. Tabellen. 

Lehrbach  der  elementaren  Geometrie  für  den  Schnlgebraach 
bearbeitet  von  Carl  Kieseritzky,  Oberlehrer  an  der  St  Annen- 
schale  zn  St  Petersburg.  Zweiter  Band:  Stereometrie.  Mit  142 
Holzschnitten.    St  Petersburg  1874    Angust  Denbner.    75  S. 

Der  erste  Band  ist  im  223.  litterarischen  Bericht,  Seite  28.  be- 
sprochen. Der  vorliegende  zweite  handelt  von  der  Lage  der  Graden 
gegen  Ebenen  and  gegen  einander,  von  der  Lage  der  Ebenen  gegen 
Ebenen,  von  den  Ecken,  von  der  Engel,  von  den  Polyedern,  von  der 
Berechnung  der  Körper.  Er  zeichnet  sich  durch  dieselbe  Kürze  des 
Ausdrucks  und  der  Deductionen  aus,  die  jedoch  hier  sehr  wol  an 
ihrer  Stelle  und  nicht  durch  Mangel  an  Bestimmtheit  erkauft  ist 
Im  Gegenteil  betätigt  er  eine  grosse  Sicherheit  und  ist  mit  beson- 
derm  Fleiss  dazu  bearbeitet  in  keinem  Stücke  mehr  oder  weniger, 
als  zur  Bündigkeit  notwendig  ist,  zu  sagen.  Zu  rügen  ist  indes  die 
falsche  und  ohne  alle  Erklärung  gelassene  Behauptung,  der  Cylinder 
sei  ein  Prisma,  der  Kegel  eine  Pyramide  von  unendlich  vielen  Seiten; 
ausserdem  das  wiederkehrende  und  daher  wol  nicht  als  Druckfehler 
anzusehende  monströse  Wort  „Parallelopiped'S  H. 

Sammlung  von  Aufgaben  aus  der  Algebra  und  niederen  Analysis. 
Von  Prof.  Dr.  O.Hermes.    Berlin  1874.   Max  Winckelmann.   184  S. 

Diese  Sammlung  ist  für  den  Untenicht  an  der  vereinigten  Ar- 
tiUerie-  und  Ingenieurschule  in  Berlin  bearbeitet  und  schliesst  sich 
dem  für  den  Gebrauch  bei  den  Vorträgen  an  dieser  Anstalt  bestimm- 
ten ,JLiehrbuch  der  Arithmetik  von  Aschenborn"  an.  Wenn  der 
Verfasser  hinzufügt,  dass  sie  auch  für  den  Unterricht  in  den  obem 
Classen  eines  Gymnasiums  oder  einer  Bealschule  zu  verwerten  sei, 
so  ist  freilich  unbestritten,  dass  sich  viele  Aufgaben  daraus  entnehmen 
lassen;  die  gesammte  Abfassung  entspricht  jedoch  augenscheinlich 
nicht  diesem  Zwecke.  Vielmehr  ist  der  genannte  Anschluss  in  dem 
engen  Sinne  zu  nehmen,  dass  das  Verständniss  der  Zeichen  und  Aus- 
drücke, die  Fähigkeit  die  Aufgaben  zu  lösen  ganz  durch  die  be- 
stimmte Art  und  Weise  des  Vortrags  bedingt  ist,  und  diese  weicht 
in  der  Tat  doch  zu  sehr  von  der  für  die  Gymnasialbildung  geeigneten 
ab.    Die  Aufgaben  sind  reine  Beispiele  fertig  erlernter  Operationen, 
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nicht  darauf  berechnet,  das  Nachdenken  des  Schtü^rs  in  Ansprach 
zu  nehmen,  und  durch  methodisdie  Anordnung  mit  successivem  Auf- 
steigen Yom  Leichtem  zum  Schwerem  Fortschritte  in  der  Auffassang 
bei  der  üebung  selbst  zu  erzielen.  Diejenigen,  welche  zu  den 
mancherlei  Disciplinen  der  sogenannten  niedem  Analysis  gehören, 
sind  meist  zu  schwierig,  als  dass  ein  Schüler  die  Lösung  finden 
könnte;  es  lAsst  sich  nur  voraussetzen,  dass  im  Vortrag  die  Lösung 
allgemein  gezeigt  ist,  und  hier  am  Beispiel  nachgeahmt  werden  soll. 
Ein  solches  Verfahren  mag  den  meisten  Praktikem  genügend  schei- 
nen; zum  Zweck  wissenschaftlicher  Ausbildung  sind  jene  vielen  Zweige 
aus  einheitlichen  Principien  abzuleiten,  und  dann  lassen  sich  die 
Uebungsaufgaben  so  stellen,  dass  jede  durch  eigenes  Nachdenken 
lösbar  ist  —  Am  Schluss  sind  die  Resultate  aller  Aufgaben  aof- 
geführt  H. 


Tafel  vierstelliger  Logarithmen«  Bearbeitet  von  Dr.  C.  Bremi- 
ker.    Berlin  1874.,   Weidmann.    60  S. 

Das  Buch  enthält  die  Logarithmen  der  Zahlen  bis  2000,  die  Lt)- 
garithmen  der  Sinus  und  Tangenten  kleiner  Bogen,  die  Logarithmen 
der  4  trigonometrischen  Functionen,  und  zwar  bis  8  Grad  durch  die 
Hundertelgrad,  von  da  durch  die  Zehntel,  dann  die  Reduction  der 
Grade  auf  Tagesteile,  die  Logarithmen  der  Summen  und  Differenzen, 
die  Subtractionslogarithmen,  die  Sinus  und  Tangenten,  die  Quadrate 
der  Zahlen,  die  Antüogarithmen,  schliesslich  einige  Constantenwerte 
nebst  ihren  6-  bis  8 stelligen  Logarithmen,  unter  denen  die  Schwer- 
kraft nicht  hatte  fehlen  sollen.  Die  Zeilenordnung  ist  wie  in  den 
übrigen  Tafeln  von  Bremikerr  (s.  d.  217.  litt.  Ber.  S.  4).  Die 
Hauptanwendung  vierstelliger  Logarithmen  schreibt  der  Ver&sser  der 
Feldmessung  zu.  H. 


Arithmetik,  Algebra  und  reine  Analysis. 

Neue  Studien  fiber  die  Integration  linearer  Differentitd-Gleichun- 
gen.  Von  Simon  Spitzer.  Wien  1874.  Carl  Gerold's  Sohn.   142  S. 

Die  vorliegende  Schrift  bildet  die  Fortsetzung  der  in  den  Jahren 
1860,  1861,  1862  veröffentlichten  „Studien  über  die  Integration 
linearer  Differentialgleichungen'^  und  giebt  in  geordneter  Zusammen* 
Stellung  die  zum  grössten  Teil  aus  Grunert's  Archiv  und  Schlö- 
milch's  Zeitschrift  bereits  bdcannten  ferneren  Arbeiten  des  Ver- 
fassers in  dem  gleichen  Gebiete  während  der  .folgenden  12  Jahre. 
Mit  der  Zusammenstellung  ist  er,  wie  sich  wol  annehmen  Iftsst,  einem 
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nat&ritchen  Wunsche  der  Leser  entgegemgekommen.  Alle  jene  Ar- 
beiten sind  Teile  der  Untersuchong  eines  Themas,  der  Integration 
der  Gleichungen  von  der  Form 

und  bilden  nun  zusammen  ein  Buch,  welches  Studirenden  Gelegenheit 
bietet  Methoden  der  Integration  an  Beispielen  kennen  zu  lernen  und 
durch  Fortsetzung  der  Untersuchung,  die  keineswegs  immer  ihren 
Abschluss  erreicht,  an  denselben  Beispielen  weiter  zu  üben.  Hierzu 
eignet  es  sich  durch  die  Leichtfiisslichkeit  der  Darstellung  und  die 
fast  gleichmässige  Inanspruchnahme  der  Kräfte  und  Kenntnisse,  wie 
sie  Anfängern  wol  besonders  zusagen  wird.  Mit  dem  Titel  „Studien^' 
ist  zutreffend  ausgesprochen,  dass  der  Verfasser  sich  die  freie  Wahl 
Yorbehfilt,  wie  weit  er  jede  Untersuchung  fahren  ynll.  Im  allgemeinen 
sind  zwar  die  Lösungen  (soweit  es  sich  nicht  um  blosse  Reductionen 
oder  Abhängigkeiten  der  Gleichungen  handelt)  vollständig.  Um  die 
Bedeutsng  der  Besultate  hingegen,  ihre  Identität  oder  Unabhängig- 
keit, bekümmert  sich  die  Schrift  nicht.  Dies  konnte  sie  in  der  Tat 
dem  Leser  überlassen.  Anders  aber  verhält  es  sich  z.  B.  bei  der 
Integration  der  Gleichung  (1^)  S.  lOB.,  welche  mit  einer  Lösung 
schliesst,  die  nur  gilt,  wenn  2  Constanten  A^  B  positiv  ausfallen. 
Nachdem  (bald  nach  dem  Erscheinen  des  Aufsatzes  in  Schlömilch's 
Zeitschrift  Bd.  8.  S  123.)  in  Bd.  9.  S.  56.  gezeigt  war,  dass  durch 
Beachtung  eines  Umstandes  die  vollständige  Lösung,  nicht  nur  für 
jedes  A  und  J9,  sondern  auch  mit  dem  zweiten  Integral  unter  gleicher 
Form,  sich  ohne  Abänderung  der  Methode  herbeiführen  lässt,  so  war 
es  doch  wol  nicht  angemessen,  hier  noch  einmal  die  unvollständige 
Lösung  zu  bringen.  Umgekehrt  wird  bei  Behandlung  der  ersten 
Gleichung  die  Lösung  als  specieller  Fall  bezeichnet,  während  doch 
an  Allgemeinheit  nichts  fehlt  Die  Frage  darüber  wird  gar  nicht 
nnteiBUcht  Die  Haupteinteilung  des  Buches  geschieht  nach  den  Me- 
tiioden,  an  welche  sich  das  Ganze  im  besten  Zusammenhange  an- 
BcUiesst.  H. 


Mechanik. 

Yerallgemeinerung  des  Problems  von  dem  ruhenden  Ellipsoid  in 
einer  bewegten,  unendlichen  Flüssigkeit.  Von  0.  A.  Bjerknes. 
Göttinger  Nachrichten  1873.    S.  448—460. 

YeraUgemeinerung  des  Problems  von  den  Bewegungen,  welche 
in  einer  ruhenden,  unelastischen  Flüssigkeit  die  Bewegung  eines  Eili- 
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psoids  hervorbringt.    Von  C.  A.  Bjerknes.    Göttinger  Nachrichten 
1873.  S.  829—867.  und  1874.  8.  285—316. 

Die  Verallgemeinerong  besteht  in  der  Ausdehnung  der  bereits 
bekannten  Rechnung  von  3  auf  beliebig  viele  Dimensionen,  abwärts 
bis  2.  Eine  solche  gestattet  in  der  Tat  die  Dirichlet'sche  Lösung 
ohne  wesentliche  Abänderung.  Der  Deductionsgang  ist  der  Dirich- 
let'sche, mit  der  Vermittelung  des  Problems,  wie  es  die  Folge  der 
überschriebenen  Aufsätze  anzeigt.  Die  Axen  des  Ellipsoids  werden 
als  veränderlich  betrachtet,  und  am  Schluss  Anwendung  gemacht  auf 
die  Fälle  constanten  Volums  und  constanten  Axenverhältnisses. 

H. 


Physik. 

Gompendium  der  Experimental-Physik  nach  Jamin's  Petit  Trait^ 
de  Physique  deutsch  bearbeitet  von  Dr.  G.  Becknagel,  Professor 
fär  Physik  u.  techn.  Mechanik,  Rector  der  königl.  Industrieschule  in 
Kaiserslautern.  11.  Abtheilung:  Lehre  von  der  Wärme.  Mit  vielen 
Abbildungen  in  Holzschnitt    Stuttgart  1874    Meyer  u.  Zeller. 

Die  erste  Abteilung  des  Werkes,  enthaltend  die  Mechanik,  ist 
im  222.  litt  Ber.  besprochen.  Die  zweite  zeigt  einen  merklich  ver- 
schiedenen Charakter.  Während  jene  ausschliesslich  für  die  Schule 
bestimmt  schien,  und,  ohne  eine  eigentiiche  Doctrin  zuwege  zu  brin- 
gen, nur  die  ersten  Begriffe  am  Experiment  zu  entwickeln  suchte, 
dabei  auch  manche  Irrlehren  vortrug,  ist  die  vorliegende  Abteilung 
über  die  Wärme  selbst  eine  wolgeordnete  Doctrin,  in  welcher  das 
Experiment  genau  die  Stelle  einnimmt,  die  dem  gegenwärtigen  Stand- 
punkt der  Wissenschaft  entspricht,  geeignet  für  jeden  Zweck  der 
Belehrung,  in  einem  klaren,  exacten  Vortrage,  der  an  Erklärung  wie 
an  tatsächlichen  Angaben  nichts  wesentliches  vermissen  lässt,  ohne 
Eenntniss  des  Gegenstandes  vorauszusetzen.  Der  Umfang  des  Be- 
handelten ist  natürlich  auf  Grenzen  eingeschränkt,  wie  sie  einem 
Gompendium  angemessen  sind,  insbesondere  um  daraus  diejenigen 
Vorkenntnisse  zu  gewinnen,  die  das  Verstehen  wissenschaftlicher 
Werke  erfordert.  Die  ELauptabschnitte  sind:  Natur  und  Mass  der 
Wärme,  der  Temperatur  und  der  Wärmemenge,  letztere  nachher  auf 
lebendige  Kraft  reducirt;  dann  Wärmewirkungen,  nämlich  Ausdehnung 
und  Fortpflanzung,  an  festen  und  liquiden  Körpern;  dann  Wirkungen 
an  Gasen.  Die  erschienene  Lieferung  schliesst  vor  Beendigung  der 
Abteilung.  H. 
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Experimentelle  Besümnnmg  der  Dielektridtätsconstante  einiger 
Gase  (mit  1  Tafel).  Von  Ludwig  Boltzmann.  (Ausgeführt  im 
k.  k.  physikalischen  Institute  zu  Wien.)  (Vorläufige  Mittheilung.) 
Aus  dem  69.  Bande  d.  Sitzb.  d.  k.  Akad.  d.  W.  II.  Abth.  Aprilheft 
1874.    19  S. 

Der  Verfasser  zeigt  zuerst,  worauf  die  Möglichkeit  beruht,  einen 
Unterschied  der  Dielektricitätsconstante,  zunächst  bei  Verdflnnung 
des  Mediums,  durch  einen  Ausschlag  des  Elektrometers  anzeigen  zu 
lassen,  der  durch  keinen  andern  Einfluss  bewirkt  sein  kann.  Von 
zwei  parallel  gestellten  Condensatorplatten  in  kleinem  Abstände  unter 
dem  Becipienten  einer  Luftpumpe  war  die  eine  e  mit  der  Erde,  die 
andre  8  mit  dem  Elektrometer  in  leitender  Verbindung.  Bei  Ein- 
und  Ausströmen  des  Gases  erfolgte  kein  Ausschlag,  die  Reibung  des 
Gases  erzeugte  also  keine  Elektridtät.  Die  Platte  e  ward  nun  mit 
300  daniell'schen  Elementen  positiv  geladen,  während  auf  dem  Drahte 
der  Platte  8  ein  zur  Erde  führender  Draht  lag,  der  nach  der  Ladung 
gehoben  ward.  Es  ergab  sich  kein  Ausschlag,  zum  Zeichen  der  völ- 
ligen Isolinmg.  Jetzt  ward  ein  Element  hinzugeftigt;  der  Ueberschuss 
konnte  nicht  mehr  zur  Erde  abfliessen,  und  bewirkte  einen  positiven 
Ausschlag  /},  der  nach  Wegnahme  des  Elements  verschwand.  Nach 
Verdflnnung  des  Grases  zwischen  den  Platten  zeigte  sicü  ein  negativer 
Ausschlag  o,  welcher  allein  daher  rührte,  dass  das  dichtere  (jas 
stärker  dielektrisch  polarisirt  war  als  das  dünnere.  Dies  a  hat  nun 
verschiedene  Werte  für  verschiedene  Gase.  Die  specifische  Con- 
stante  ist 
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wo  n  die  Anzahl  der  Elemente,  d^,  b^  die  Gasdruckwerte  in  Milli- 
meter (Juecksilberhöhe  bezeichnet.  Es  werden  nun  die  Teile  des 
Apparates,  Elektrometer,  Gondensator,  Zuleitungsdrähte  und  Gas- 
leitungen beschrieben,  sowie  der  Beobachtungsgang.  Die  resultirenden 
Werte  von  iX  sind:  Luft  279,  Kohlensäure  446,  Wasserstoff  125, 
Kohlenoiyd  325,  Stickoxydul  469,  Oelbild.  Gas  604,  633,  Sumpfgas 
445  Milliontel.  H. 
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Gesehiohte  der  MatJieiiuitik  mid  PhysUu 

Abd-al-Rhaman  al  SAfi,  Description  des  6toiles  fixes  com- 
pos^e  au  milieu  du  dixi^me  stiele  de  notre  ^re.  Avec  des  notes  par 
H.  C.  F.  C.  Schjellerup.  4.  (Petersburg.)  Leipzig,  Voss.  3  Thb:. 
2  Ngr. 

Geiser,  C.  F.,  z.  Erinnerg.  an  Jacob  Steiner.  8.  Zürich,  Scha- 
belitz.    10  Ngr. 

Kuckuck,  d.  Rechenkunst  im  16.  Jahrb.  8.  Berlin,  Weidmann. 
8Ngr. 
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1  Thlr.  10  Ngr. 
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Algebra.    8.    Re^al,  Kluge.    15  Ngr. 
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Analysis.    8.    Berlin,  Springer.    20  Ngr. 

Kieseritzky,  C,  Lehrb.  d.  elementaren  Geometrie.  2.  Bd. 
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Kober,  J.,  Leitf.  d.  ebenen  Geometrie.  8.  Leipzig,  Teubner. 
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Mehler,  F.  G.,  Hauptsätze  d.  Elementar-Mathematik.  7.  Afl. 
8.    Berlin,  G.  Reimer.    15  Ngr. 
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Leipzigs  Brockbaas.    15  Ngr. 
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Pfenninger,  A.,  Lebrbuch  der  Arithmetik  u.  Algebra.    1.  Tbl. 

Arithmetik.    8.    Zürich,  Schulthess.    24  Ngr.  , 
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Salomon,  J.,  Lehrbach  d.  Elementar-Mathematik  f.  Ober-Reai- 
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Schlömilch,  0.,  Compendium  der  höheren  Analysis.  1.  Bd. 
4.  Afl.    8.    Brannschweig,  Vieweg  &  S.    3  Thlr. 

—  Dass.    2.  Bd.    2.  Afl.    8.    Ebd.    3  Thlr. 

—  Fünfstellige  logarithm.  u.  trigonometr.  Tafeln.  Wohlfeile 
Scholaosg.    3.  Afl.    8.    Braunschweig,  Vieweg  &  S.    10  Ngr. 

Schröder,  £.,  Abriss  d.  Arithmetik  u.  Algebra.  1.  Hft.  8. 
Leipzig,  Teubner.    6  Ngr. 

Schweder,  G.,  Lehrbach  d.  Planimetrie.  2.  Afl.  8.  Riga, 
Bnitzer  <fc  C.    12^  Ngr. 

Spitz,  C,  Lehrbuch  d.  allg.  Arithmetik.  1.  Tbl.  3.  Afl.  8. 
Leipzig,  Winter.    2  Thlr.  10  Ngr. 

—  Dass.    Anhang  z.  1.  ThL    3.  Afl.    8.    Ebd.    16  Ngr. 
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VI 


Le  trlMre  et  le  t^aMre^  ayec  appUeatton  des 
d^terminaiite. 

Par 

Georges  Do8tor, 

Dootcar  ^s-scicnccs,  Pröfesseur  a  Paris. 


Premiere   Partie. 
Le  triedre. 

§  L    ltelati«ii8  ratre  les  six  ^l^nents  d^m  triedre. 

1.  Kotations.  Consid^rons  le  triödre  SABC  (Fig.  1),  qui  est 
compris  entre  les  trois  plans  ßBC^  SCA^  SAB  et  qui,  par  suite,  est 
termin^  par  les  tröis  äretes  SA^  SB^  SO.  Nous  repr6senterons  par 
Ä^  B^C  les  troia  diMres  de  l'angle  tri^e,  qui  sont  respectivement 
adjacents  h  ces  aretes  SA,  SB,  SC,  et  nous  d6signerons  par  a,  &,  c 
les  angles  plans  ou  les  faces  BSC,  CSA,  ASB,  qui  sont  oppos^s  aux 
di^dres  respectifs  A,  B,  C. 

Ces  faces  et  ees  di^dres  forment  les  six  ^l^ments  da  tri^dre.  Or 
on  sait  qne  le  tri^dre  est  d^termin6  par  trois  de  ces  six  ^16ments 
constitntifs;  par  cons^quent,  ces  six  616ments  sont  li^s  entre  eux 
par  trois  relations  distinctes,  qui  permettent  de  calcnler  trois  quel- 
conques  d'entriö  eux,  lörsqu'on  connait  les  trois  autres.  Nous  üous 
proposons  de  d^terminer  directement  ces  relations. 

2.  Relation  entre  les  trois  fiices  et  an  angle  üddre  d*u]i  til^dre. 

Sur  rarste  SC  (Fig.  1)  prenones  ä  parlir  da  sommet  8,  nne  longnenr 
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SM  ^gale  h  l'unit^  de  longueur;  da  point  M  abaissons  aar  le  pisn 
de  la  face  ASB  la  perpendiculaire  MF,  et  de  son  pied  menons  sur 
les  aretes  SA^  SB  les  perpendiculaires  PQ  et  FR,  Si  nous  tirons 
les  droites  MQ  et  MR^  ces  lignes  seront  aussi  perpendiculaires  anx 
aretes  SA  et  SB,  et  les  angles  MQF  et  MRF  seront  les  angles 
rectilignes  ou  les  sections  droites  qui  mesarent  les  di^dres  A  et  B. 

Cela  fait,  projetons  sor  l'arete  SB  la  droite  SR  et  la  ligne  brisee 
5Q-f-QP-f-Pß  qui  est  tennin6e  aux  memes  extr6mit6s  que  SR-,  ce% 
deux  projections  seront  6gales.  Or  la  projection  de  la  longnenr  SR 
sor  sa  propre  direction  SB  est  6gale  ä  SR]  celle  de  la  droite  SQ 
sur  SB  est  SQ,  cos  ASB  =  SQ,  cos  c,  Puisque  la  droite  QF  est  per- 
pendiculaire sur  SA,  cette  ligne  fait  avec* /SB  un  angle  compl6men- 
taire  de  Tangle  ASB  =  c;  par  suite  la  projection  4©  QF  sur  SB 
sera  PQ. sine.  D'ailleurs  la  projection  de  FQ  sur  la  droite  SB,  qui 
lui  est  perpendiculaire,  est  6Yidemment  nulle.  Donc  nous  avons 
r^quation 

(1)  SR*^  SQ. cos c + QP. sin,c. 

Mais  il  est  facile.de  voir  que  les  triangles  rectangles  SMR,  SMQ 
et  MFQ  donnent 

SR  =  SM,  cos  MSR  =  cos  BSC  =  cosa, 
SQ  -=  SM.  cosMSQ  «  cos CSA  ==  cos^ 
MQ-^  SM,  sinMSQ  =  sinCSA  =  sin^, 
et 

QF=MQ,  cosMQF=:MQ ,  cosA  =  sin&cos A 

Substituant  ces  valeurs  dans  l'dgalit^  (1),  on  trouve  la  relatiou 
demand^e 

cosa  »  cosbcosc'\-sisibsinccos  A. 

Nous  avons  ainsi  les  trois  ^quations  fondamentales 

icoso  ==  cosbcosc'\-smbsiRccosA, 
cosb  =  cos0COSa-{-sin<;sinacosB, 
cos  (7=  co8acos&-|-sin<zsin&cosC 

EUes  expriment  que:  Dans  tout  tri^dre,  le  cosinus  d'une 
face  6gale  le  produit  des  cosinus  des  deux  autres  faces, 
plus  le  produit  des  sinus  des  deux  mdmes  faces  multi- 
pli6  par  le  cosinus  du  di^dre  compris. 

3.  Expression  des  demi-diddres  d'un  triddre  en  valeur  des  trois 
faces.    La  prenü^re  des  6quations  (I)  donne 
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C08Ö  —  COSbCOSO 
COS -4  = --7-; i 

si  Ton  substitae  cette  valeur  dans  la  formule 


cosA 
Sin; 


ou  trouve  snccessivement  que 

.   A  __  l/sinb  sine  —  cos a  -{-  cos ^  cos g 
^^2  ^  r  2sm*smc 


1 /cos (b — c)  —  COS g  ^  1 /sinjKc+Q — b)smi(a-{'b — c) 

,V        28misinc         ^r  sinösin«; 

posant  a-|-&+<?  =  2p,  on  eii  dMuit 


^Sn 


-4       I  /sin  ( jp — &)  sin(  j) — c)  ^ 


sin  X  —  ■/  .   ,  . 

2        r  sm^smc 

On  obtiendrait  d'une  mani^re  analogue  la  valeur  de  cos^-  On  a 
ainsi  les  trois  formnles 


V' 


A       I  /sin  (p — b)  sin  (p  — -c) 


^"^2        V  sin&sinc 


I  2        r         sinftsino 

®2        f       8mpsin(|)— a) 
dont  les  denx  premi^s  donnent 


(im  '         _  2y9inj?8in(p— a)8iii(i?— ^)8in(p  — c) 

{     )  sin^—  sinÄsinc 

4.    Relation  entre  denx  faees  et  les  diddres  oppos^s  d'an  triddre. 
Par  les  deux  triangles  rectangles  MPB^  MPQ  (Fig.  1)  on  a 

MP'^MR.miMRF=MR.smB, 
MP-^  MB, sin MQP  =  MQ.smA-, 

mais  les  deux  triangles  rectangles  S^fB^  SMQ  nous  donnent 

MB  =  SM.  sin  MSB  =  sino, 
MP  «  SM,  sin  MSQ  =-  sini;  ^ 
par  Blüte  il  vient 
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d'oü  nous  tirons  en  diyiBant  par  le  produit  smAsmB^ 

sin  a       sin  5 

Nous  avons  donc  les  trois  rapports  eganx 
sina        sin^        sine 


(IV) 


sin  ^      sin  J?      sin  C 


Ainsi,  dans  an  tri^dre,les  sinus  des  faces  soutentre  eux 
comme  les  sinus  des  di^dres  oppos^s. 

5.  Belation  entre  deux  fiices  d'un  tri^dre,  le  di^dre  eomprls 
et  le  diddre  oppos^  ä  Ton  d'enx.  Prolongeons  OP  jusqu'ä  la  ren- 
contre  de  SB  en  D  (Fig.  1).  Dans  la  qnadrilatöre  FQSR  projetons 
le  contonr  (2/S4-'Si2-|-''^^sar  la  direction  da  cöt6  PQ*,  noas  obtenons 
r6galit6 

PQ^PS.  C08PQ5  +  SR  .  CQ%8DQ+RP.cofiRPQ\ 

et,  comme 

cosPftS  — cos^«— 0, 

cos/SDQ  c»  cos  (-5  •*-  tf  j  =*  sine, 

cos  J?PQ  =  —  cobRPD  •=  —  cosc, 
il  vient 

PQ'^  SR. sine— ÄP. cosc, 
d'oü  noas  tirons 

(2)  iSie.sinc  «  ÄP.co«<?-f-PQ. 

Mais  il  est  ais^  de  voir  qne 

SR  =  SM.cobRSM=  cosa, 
RP=  RM,cos,MRP=  SM,smRSM,cosB  =  sinacosi^, 

PQ  =  AfP.cotMÖP«Äif.sinAfBP.cot^  =  iSM.8inÄ/SM.sin^cot^ 

=»  sinasini^cot^. 

Nous  troavons  donc,  en  substituant  dans  (2), 

cosasinc  -•  sinacoB^GOSfr^-siuasiD^cot^, 

on,  en  divisant  par  sino, 
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(V)  cotasine  =  cosocosB-\'SmBcotÄ. 

Divisons  les  deax  membres  de  cette  ^galit^  par  cos<;cos^;  nous 
obtenons  la  relation  suivaate: 

(VI)  £2tf._i__£44.jL_„i 

^      '  COtc    C08-B        COtiB     C08C         ^ 

qoi  peut  se  tradoire  en  langage  ordinaire. 

Remarqaons,  pour  cela,  que  la  relation  pr^c^dente  existe  entre 
les  qaatre  ^l^ments  cons^cutifs  a,  B,  c^  A  du  triödre;  par  cons^quent 
nous  pottvons  dire  que: 

Dans  tout  tri^dre,  lerapport  des  cotangentesdedeux 
fac6B,  divis6  par  le  cosinus  du  di^dre  compris,  moins  le 
rapport  des  cotangentes  des  deux  di^dres  pris  en  ordre 
inverse,  divis^  par  le  cosinus  de  la  face  interm^diaire, 
est  ^gal  ä  Tunit^. 

6.  Relation  entre  nne  face  d'an  tri^dre  et  les  trois  diddres. 

Considdrons  le  triödre  S^A'B'C  suppl^mentaire  du  triödre  donn6 
SABCy  et  d6signons  par  a\  b',  o'  les  trois  face«  B'S'C'y  C'S^A\ 
A'S  B'  et  par  A'^  B\  C*  les  trois  diödres  oppos6s. 

Si  nous  appliquons  k  ce  tri^dre  8uppI6mentaire  la  premi^re  des 
formules  (I),  nous  avons  l'^quation 

(3)  cos  a'  =  cos  6'  cos  c' + 8U1  ^'  8in  ö'  cos  -4'. 

Mais  nous  savons  que 

a!  =  n — A^    b*  =  « — B^    c'  ==  %  —  C,     A'  =  % — a, 

d'oü  il  yient 

Cosa'   «  — COS^    .COSy  =  — COSJ?,     C0S4?'  =  —  cosC, 

cos^'  =  —  cosa,     sind'  =       sin^B,     sine'  =      sinC 

Substituons  ces  yaleurs  dans  Fegalit6  (3),  nous  obtenons  la  nou- 
velle  relation 

— cos-4  «=»  cos-BcosC— ainÄsinCcosa, 

ou,  en  changeant  les  signes, 

(VII)  cos  -4  «=«  —  cos  5  cos  C-\-  sin  B  sin  Ccos  a. 

7.  Hxpresslons  des  demi-faoes  d^oii  trlddre  en  iraleur  des  trois 
diddres.  La  premi^re  des  formules  (U),  6tant  appliqu^e  au  tri^dre 
8uppl6mentaire,  donne 


Digitized  by 


Google 


118  Dostor:  Le  triedre  et  U  titraedre,  avec  application  des  diterminctnts. 


Sing 


_'  _ l/sin (p' — 50 sin {p* — c') 
\  ^  r  sinö'sinc' 


Or,  si  nous  posons  25=-4+-ö+C'+w,  nous  avons 

sm(/)'— ^^0  «  Bin  — '—^ =  sm ^ — '-—  =  8m(-B— 5), 

8in(7)'  —  c  )  =  sin  — ^-^ =«  sin o    *    —  =  8in(C— 5)-, 

et,  comme  d'ailleors 

sin^  =  sin I  2 —  o)  ^  ^^*  2*     ^^^*  '^  sin-B,    sine  =  sinC, 
il  vient 


a  __  l/8in(B 


cos  0=1/    : n    '      ^ • 

"^       ^  sin^sinC 


On  obtiendrait  d'nne  mani^re  analoguc  la  valeor  de  sin  ^      au 

moyen  de  la  denxi^me  des  relations  (11).    On  trouve  ainsi  les  fxois 
formnies 


cos 


a  _  l/8in(jg— iS)sin(C— S) 
2""  r  sin^sinC  * 


(Vm)  ]       Bin|  =  j/! 


sinS8in(ul — S) 


cot 


sin  ^  sin  C     ' 

o       |/sin(B— iS)sin(C~5) 

2""r 


8iniSsin(ul — S) 
dont  les  denx  premi^res  donnent 

-„  ysiniSsin(^— Ä)8in(J5— Ä)8in(C— Ä) 

riX)         sina  =  J . — n~ — 'Fi • 

*     ^  sinjBsmC 

8.    Formules  de  Delambre.    Dans  l'identit^ 

.    A+B        ,    A       B  ,     ,    B       A 
sin — 5 —  =  sin  ^  cos  2  +  sin -g  cos  2 

substitnons  les  valeurs  fonrnies  par  les  formnles  (U);  eile  devicnt 


[+i^  __  8in(jp— ^)  1 /sinpsinCj? — c)  .  sin(/? — o)  1 /sinpsinCp— 
2       ""       sine     V      sina  sind      ""     sine      V      sinasin^ 


sm(»  —  a)+sin(p  — Ä)        C 

— li 1-\ JL^: i  cos-s 

smc  2 
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Or  il  66t  ais6  de  voir  que 


_  .    e       a—b 
•   /         \  I     •   /        ix      28m  5  cos    n 


.cos- 


a—b 


smc 


par  suite  il  vient 


sin 


2sm2C08  2 


a—b       C 
cos| 


c 
cos  2 


A—B 


cos 


On  obtiendrait  d'une  mani^re  analogae  les  valeors  de  sin  — ö"- 
A+B 


>  cos- 


A  —  B 


On  trouve  ainsi  les  qoatre  formales 
a  —  b 


.   A+B 
Sin — 7z — 


cos- 


COSg 


sin- 


C 

2 

A—B 

"2^ 


c 

COSs 


sm 


a  —  b 


C 

COSs" 


.  e 
sin^ 


(X) 


cos 


A+B 


cos 


a+b 
2 


sin^ 


cos 


cos- 


A—B 


sm 


2 

a+b 
2 


\ 


sm? 


.   e 
sm^ 


Ces  formales  ont  ^t6  donn^es  poar  la  premiöre  fois  par  De- 
lambre  dans  son  grand  Trait^  d' Astronomie.  En  AUemagne  elles 
portent  le  nom  da  c^l^bre  Gaass  qoi  en  a  fait  nsage  dans  sa 
Theoria  motas  corporam  coelestiam  etc. 

9.    Bdgle  mn^moBique  pour  ^erire  les  formales  de  Belambre. 

Ces  formales  peavent  s'6crire  facilement  an  moyen  d'an  proced6 
graphiqae  analogae  ä  celai  da  pentagone  de  Neper.  H  r^pose  sar 
la  constraction  d'an  hexagone  circonscrit  k  an  triangle  isoc^le 
(G.  Doator^  Noavelles  Annales  de  Mathömatiqaes,  2^  serie 
tome  V,  1866). 
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.  On  constroit  un  triangle  isoc^le  DEF  (Fig.  2),  aaqnel  on  cir- 
conscrit  Thexagone  DOEHFl    Sar  les  cdt^s  lat^raax  DE,  DF  du 

triangle  isocele  on  6crit  la  demi-somme      X     et  la  demi-difference 

— 5 —  de  deux  diödres  A,  B  de  Tangle  triödre;  sur  la  base  EF  du 

ii      C 

meme  triangle  on  marque  le  compl^ment  » —  ä~    de    la    moiti6    du 

troisi^me  diödre  C. 

Enfin,  sur  la  suite  des  cöt6s  de  l'hexagone  DGEHFI^  k  partir 
du  sommet  £J,  dans  les  deux  sens  EGDIF^t  EHF^  on  ^crit  les 
arcs 

a-f-5      n       a  —  b      a  —  b      n       a-^-b 
"T"'      2  2"'     *T"'      2  2~ 

et 

c         n       c 


Cela  fait,  voici  la  rdgle  mn^moniqne  que  nous  avons  imagiuee 
pour  ^crire  les  formules  de  Delambre. 

Elle  se  compose  des  deux  principes  suivants: 

1^  Le  Sinus  d'un  c6t4  du  triangle  isocele  est  ä  celui 
de  la  base  dans  le  rapport  des  sinus  des  c6t^s  sous-ten- 
dus  dans  Thexagone  ^u%  ne  tont  adjacents  au  sommet 
commun  du  triangle. 

2^  Le  Cosinus  d'un  cdt6  du  triangle  isocele  est  ä  celui 
de  la  base  dans  le  rapport  des  cosinus  des  cdt^s  sous- 
tendus  dans  Thexagone,  qui  sont  adjacents  au  sommet 
commun  du  triangle. 

En   effet,    considferons   le    cöt*    DE  —     ^  ^^    ^     ^Äse 

n      C 
£2?"=»  -  _  -  du  triangle  isoc^Ie,  qui  out  le  sommet  commun  B\  le 

rapport  des  sinus  de  ce  c6t6  et  de  la  base  est 

.  A-\-B  .  A+B 

sm— 2—         8^-2—. 


«^(1"-|) 


sin  1 7v  —  s"  l         cos  ö" 


les  c6t^8  de  Thexagone,  sous-tendus  par  les  cöt^  OEy  EF  qui   ue 
sont  pas  adjacents  au  sommet  commun  E^  sont 
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n      a — b  n      c 

dont  ies  sinas  ont  poor  rapport 

a  — 5 


'b  -  -2-) 


Sin  1 1; jr—  I       cos 


(7t     .     c\  C 


2 


En  egalant  ces  deux  rapports,  ön  a  la  premiöre  formule  de  De- 
lambre. 

A—  B 
Si  Ton  compare,  d'apr^s  la  meme  r^gle,  le  c6t^  DF^   — s — 

»  n      C 

da  triangle  isoc^le  ä  la  base  EF »  ö  —  o*    on  obtient  la  deuxi^mo 

formale  (X). 

La  denxidme  r^gle  foumit  Ies  deux  aatres  formales.     Gar,   si 

Tou  considöre  le  Cüt6  DE  =  — -J—   et  la  base  iJF«  2""  2  ^"  ^' 

angle  isoc^le  qni  ont  le  sommet  comman  £,  Ic  rapport  des  cosiuus 
de  ce  c6t6  et  de  la  base  est 

A+B  A+B 

COS  — H cos H 


"^^^2^2]  ^'°2 

Ies  cdt^s  de  l'hexagone,  sons-tendns  par  Ies  cöt^s  DE^  EF  qni  sont 
adjacents  au  sommet  comman  E 

GE^-^,        EH  =  -^. 
dont  Ies  cosinns  ont  poor  rapport 

a+b 
COS  --i— 


COS5 


L'egalit^  de  ces  denx  rapports  donne  la  troisi^me  formale  de  De- 
lambre. 

§  U.    Le  SiMs  d'm  triMre. 

10.     fixprasiicn  4a  ginus    V^xk  M^dre.     Proposons-noos  de 
d^terminer  la  valeur  effectoto  da  d^terminant 


Digitized  by 


Google 


122  Dostori  Le  trihdre  et  le  Utrakdre^  avec  appUcation  des  determinanti. 

(1) 


1 

C08C 

COHb 

C08C 

1 

cosa 

COS  5 

COSa 

,  1 

que,  pour  abreger,  nous  representerons  par  J^. 

Divisons  la  secoude  ligne  par  cosc  et  la  troisi^me  par  cos&;  le 
d^terminant  so  trouvera  divise  par  le  prodait  cos  6  cos  c,  de  sorte 
que  nons  anrons 

1 


J^ 


cos b  cos c 


cosc 

cos  5 

1 

cosc 

cosa 
cos  5 

cosa 

COSÄ 

1 

cos  6 

Si  nous  retranchons  la  premi^re  ligne  de  chacone  des  denx  suivantcs, 
le  determinant  conservera  sa  valeur,  et  il  viendra 


J^ 


cosdcosc 


!  1 
0 

0 


cosc 

COSb 

sin^c 

cosa — cos&cosc 

cosc 

cosc 

cosa— cosÄcosc 

COSb 

C08Ä 

srn'c 

cosc 

cosa— cos&cosc 

cosd 


COSO  -C08&C08C 

cosc 
COS  6 


Multiplious  actaellemeut  la  premi^re  ligne  par  cosc,  le  deoxi^me  par 
cosb\  le  determinant  sera  multipli6  parle  produit  cos 6 cosc,  et  nous 
obtiendrons 

'  8in*c  cos  a  —  cos  i  cos  c 

cosa — cos  6  cosc  8in% 


d^  = 


ou,  en  döveloppant, 

(I)  J*  =  sin^Ä  sin^c — (cos  a — cos  i  cos  e)K 

On  tronverait  de  memo  que 

J^  =  sin*csin*a — (cosä  —  cosccosa)*, 
J^  «  sin* asin^Ä  — (cosc — cosacosJ)*. 

Ces  difference«  de  carr^s  peuvent  se  transformer  en  produits. 
En  effet,  d^composons  la  difförence  des  carr6s  (I)  dans  le  produit  de 
la  somme  des  racines  par  leor  difference;  il  nous  vient 
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^«  ,^  jg  jjj  Ä  sin  c + COS  a  —  cos  &  cos  c)  (sin  J  sin  c — cos  a + cos  ^  cos  c) 
=  fcos  a — cosÄ  cos  c+sinft  sin  c)  (cos  a  cos  Ä-f-sinÄsin  c  —  cos  a) 
=  [cos  a —  cos  (&+<')]  [cos  {h — c) — cos  a], 

et,  pnisque 

cosa  —  cos  (h-i-ii)  =  2  siu  — —^ sii* 0 ' 

«  .    a-\-b — c  .    a — b-4-c 
cos(ft  —  c)— -<?osa  =  2sm — —^ sin 0 > 

nous  trouvous  pour  z/^  la  forme  remarquable 

(11)  iif^  •=  4sin  — '-^ —  sin — *-^ sin  —^ sm ^ 

=  4:smp  sin  (p — ä)sia(p—b)  sin  (p—c)^ 

en  posant  a4-*+^  =  2p. 

Si  les  trois  angles  a,  b,  c  sont  les  trois  faces  d'on  triedre,  chacun. 
d'eux  sera  moindre  que  la  sonune  des  deux  antres,  et  leur  somme 
sera  inf^rieore  k  quatre  angles  droits:   par  suite,  les   trois   demi- 

diffferences  — '-^ ?  — -^ *  — -^ seront  positives  et  mom- 

ar\-b-\-c 
dres  chacone  que  deux  droits,  pendant  que  la  demi- somme  — ^ — 

sera  anssi  inf6rieure  k  deux  droits,  donc  les  quatre  sinus  du  produit 
pr^c^dent  seront  sup6rieurs  ä  z6ro.  H  s'ensuit  alors,  d'apr^s  la  for- 
mule  (I),  que  le  carre  (cosa — cosicosc)*  est  toujours  moindre  que 
8in**8in*c?5  et,  comme  ce  dernier  carr6  n'est  jamais  8up6rieur  ä  1, 
la  quantit^  J^  sera  elle-meme  toujours  comprise  entre  3  et  I5  eile 
ne  sera  egale  k  Punit^,  d'apr^s  (I),  que  si  le  triedre  et  trirectangle. 

Donc  la  racine  carr^e  de  J^  ou  d  ne  peut  varier  qu'entre  —  1 
et  +1>  ö^  passant  par  z6ro. 

Pour  cette  raison  von  Staudt  (Journal  de  Grelle,  Tome  XXIV, 
page  252)  a  donn^  k  la  quantit^  d  le  nom  de  sinus  du  triedre  dont 
les  trois  faces  sont  a,  b,  c, 

11.  Autre  forme  de  Pexpression  du  sinus  d*an  triMre.  Dans 
Texpression  (I)  rempla^ons  les  sinus  par  leurs  valeurs  en  fonction 
des  Cosinus,  et  d^veloppons  le  produit  r^sultant  ainsi  que  le  carr^; 
nous  obtenons 

(HI)       ^^*  «=  1  —  cos^a — cos% — cos*c  +  2  cos  a  cos  J  cos  c. 

Cette  forme  s'obtient  immediatement  en  developpant  le  d6termi- 
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uant  (1)  par  la  r^gle  de  Sarrus  (Finch,  Elements  d'Algöbre, 
2«  Edition,  1846.    Strasbourg  chez  D6rivaux.    n®  52,  page  95). 

n  est  facile  de  voir  qa'on  a  encore 

(IV) 
J^  cos  a  =  siii*a  (cosa — cosft  cosc) + (cos*  —  cosc  co8a)(cosc — cosa  cos^), 
jPcosb^  sin*Ä  (cosÄ — cosc  cosa) + (cosc  —  cosa  cos*)(cosa  —  cos*  cosc), 
-^*  cos  c  ■"  siu^c  (cosc  —  cosa  cosft)  -|-  (cosa  —  cosä  cosc)(co8ä  —  cosc  cosa). 

12.  Expression  du  sinus  d^un  trii^dre  en  Taleur  de  deux  faees 
et  du  diddre  compris.    La  premi^re  des  ^qnations  (I)  du  b9  2  donne 

cosa — cosicosc 

COS-4  «= r-r— : , 

sin&smc 
de  Sorte  que 

.  « ,       ^           «  ,       sin^Ä  sin*c — (cos  a — cos  ä  cos  c)*  . 
sinM  =  1  —  cosM  =« .  9,  .  g f 

le  num^rateur  de  cette  fraction  est  6gal  k  A^  (formule  I);   nous 
avons,  par  suite, 

(V)  //  =  sin  &  sine  sin  A 

Ainsi  le  sinus  d'un  tri^dre  est  6gal  au  produit  des 
sinus  de  dcux  faces  multipli6  par  le  sinns  du  di^dre 
compris. 

13.  Expressian  du  sinus  d'un  triddre  en  Taleur  des  trois 
dlMres.    Par  permutation  circulaire  on  tire  de  la  formule  (IX)  du  n*^  7 


•        _2l/singsin(^— >S)sin(^—5)sin(C— S) 
sinCsin^ 

2ysiniSsin(-4— iS)8in(J?— Ä)sin(C— Ä). 

sine  = : — T— : — -,  » 

sin^sm^ 

fii  notts  substituQUd  ces  yaleurs  dans  Texpression  (Y),  nous  obtenons 
aussi 

4  sin  >Ssin  iß— A)  sin  {ß—  B)  sin  (S—  Q 
^^^^  ^^  sin^sinBsinC 

14.    Expression  du  dnus  d'un  triddre  en  Taleur  d*iuie  foc«  et 
de  i*inelinaison  de  Tarnte  oppos6e  sur  le  plan  de  cette  üaee.  Appdx>iiB 

«,  ßy  y  lesangles  que  forment  les  arStes  SA,  SB,  SC  avec  les  plans 
des  faces  respectivement  oppos6es  BSC,  CSÄ,  ASB.  Tirons  la  droite 
SP  (Fig.  1).    Les  denx  triangles  rectangles  SMP,  MPQ  nouB  donnent 
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MP  «  SM.  smMSP  =  sin y , 

MP^  MQ.siuMQP^  MQ.smA, 

de  Sorte  qae 

siny  =  3f(2.8m-4-, 

mais  par  le  triangle  rectangle  SMQ  nous  avons 

MQ  =  SM.smMSQ  =  sin^; 
par  suite  il  vient 

siny  =  sindsin^, 

et,  en  multipliant  par  sine, 

sincsiny  =»  sin&sincsin^ ; 

donc  on  tronve  quo  z/  =  sine  sin  y. 

Ainsi  on  a  encore 

(Vn)  J  =»  sinasin«  =  sin^sinjJ  «  sin^siny, 

c'est-^dire  quo:  Le  sinus  d'nn  tri^dre  est  ^gal  au  produit 
da  Sinns  de  chaqne  face  par  le  sinus  de  Tinclinaison  du 
plan  de  cette  face  snr  l'arSte  oppos^e 

On  en  conclnt  anssi  que 

Lea  sinus  des  faces  sont  inversement  proportionnels 
aux  sinus  des  inclinaisons  des  ardtes  oppos^es  sur  les 
plans  de  ces  faces. 

§  III.    Le  Stais  dl  Tri'edre  sapplementaire. 

15*    Expression  diverses  du  sinas  du  triddre  suj^l^mentaire. 

Le  triddre  suppl^mentaire  du  triddre  SABC  est  termiad  par  les  trois 
faces 

qtu  comprennent  entre  elles  les  trois  diddres 

A' ^  n — a,     B' «=  « — b,     t/stjr— <?. 

Posons  a'+i'+c'  =-  2p'?  -4'+-ö'4-C'  =*  «  =«  2i8';  il  nous  viendra 

p'  =  Ä  — 5,  p'  — o'  —  4—5,  p'-^b'  —  B'-S,  p'--c'  «=  C—S; 
S'  =  7c  — p,    A'—8'^p—a,     B'—S'^p  —  b,     C'-^S' --^  p  —  c. 

Si  nous  substituons  ces  valeurs  dans  les  formules  du  paragraphe 
prdcddent,  et  que  nous  ddsignions  par  J'  le  sinus  de  notre  nouveau 
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tri^dre,  nous  obtiendrons  pour  J'  les  valeurs  suivantes  en  fonction 
des  Clements  du  triödre  donn6: 


(I)  z/'2«- 


—  1  cosC  cos^ 
cosC  — 1  cos -4 
cos^    cos^     —1 

(II)  J'^  =  l  —  COS^^  — C08*-B  — COS*C  —  2C0B-4C0S-BC08  Cy 

(III)  ^'2  «  UmSs\ii(A-'S)sia(B—S)sm(C—S), 

(IV)  i^' =  sin^sinCsina, 


(V) 


_  4  sin  2)  sin  (p  — a)  sin  (p—b)  sm(j?~-c) 
~  sinasin^sinc 


16.    Rapport  des  slnus  d^nne  faee  et  du  dIMre  oppos^e.    Xous 
avons  trouy6  (n^^  12  et  15)  que 


(1) 

(i'oü  nous  tirons 


!^  «=  sini  siu(;si]i^, 
J'  =  sini^sinCsina, 

8in&    ^ne    HinA  ^  d^ , 
sin  J8   sin  C'  sina  "^  A^ ' 


or  nous   avons   vu   (n**  4)    que   chacun  des   rapports    -^— »»  '^~~^' 
est  6gal  ä     .     .  ;  par  cons^quent  il  vient,  en  substituant, 


(VI)  .  :--;  =  :ir- 


sino A 

sin  A       ^' 


Donc,  dans  tout  tri^dre  le  sinus  d'nne  face  est  au  si- 
nus  du  di^dre  oppos6  comme  le  sinus  du  tri^dre  et  an 
sinus  du  tri^dre  suppUmentaire. 

Divisons  membre  ä  membre  les  egalit^s  (II)  du  n®  10  et  (HI) 
du  v^  15;  nous  obtenons 

z/*        sinjpsin(p — o)  sin(jp —  h)  sin(j}  —  c)  ^ 
T^  ^  siniS8in(^— 5)sin(jB— iS)sin(C— 5) ' 

nous  avons  donc  aussi 

iVi\\  sin^g  _^  sin j?  sin  (y  —  o)  sin  (p — h)  sin  {p  —  g) 

^^^^'  sin«-4  ""  sinSsin(Ä  — iS)sin(-ö— S)sin(C— S)' 

17.  Beiations  entre  le  sinus  d'un  triddre  et  le  sinus  du  trlMre 
suppl^mentaire.    Les  egalit68  (1)  donnent  encore 
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J^        8m*Ä8iii*<?8in*-4 

^'  ^  sinB  sin  C  sina  * 

zf'*  _^  sin^Bsin^Csin^a. 

/i  ~~    sin&sin^sm-^ 

mais,  en  vertu  des  formules  (IV)  du  n®  4,  on  a 

sin*^  sin^a 

sini^sinC       sin&sinc' 

substituant  dans  les  rapports  pr6c6dents,  il  vient  encore 
(Vni)  ^  «  sinosinÄsinc, 

(EX)  — T-  =5  sin -4  sin -0  sin  C. 

Ainsi  1^  le  produit  des  sinus  des  trois  faces  d'uu 
triödre  est  6gal  au  carr6  du  sinus  de  ce*tri^dre  divise 
par  le  sinus  du  tri^dre  suppl6mentaire*,  2^  le  produit  des 
sinus  des  trois  diödres  d'un  tri^dre  est  6gal  au  carr6  du 
sinus  du  tri^dre  suppl^mentaire  divis6  par  le  sinus  du 
tri^dre  donn^. 


§  IV.    Propriet^  noifelles  des  siniis  dt»  triedres. 

18.  Consid^rons  le  tri^dre  OXYZ  (Fig.  3),  forme  par  les  plans 
de  coordonn6e8.  Par  le  sommet  O  menons  une  droite  quelconque 
OD\  d^signons  par  a,  /!f,  y  les  angles  que  fait  cette  droite  avec  les 
trois  arStes  OX^  OY^  0Z\  et  par  a\  ß\  y'  les  inclinaisons  de  la 
meme  droite  sur  les  plans  des  faces  YOZ^  ZOX^  XOY,  Repr^sentons 
d'ailleurs  par  A,  f*,  v  les  faces  YOZ^  ZOX,  XOY  du  tri^dre  O  et 
par  A',  f*',  v'  les  inclinaisons  respectives  des  arßtes  OJT,  or,  OZ 
sur  les  plans  de  ces  faces. 

Sur  OD  prenons  OM'^  1,  et  soiont  rr,  y,  a  les  coordonn6es  OQ, 
QP,  PM  du  point  M. 

Projetons  la  droite  OM  et  la  ligne  bris6e  OQPM,  termin^e  aux 
mlmes  extr^nsit^s,  successivement  sur  les  quatre  droites  OD^  OX, 
OY^  0Z\  nous  formons  les  quatre  ^quations 

l=ircosa+yco8|5+  *^^8y 

cos««a:+yco8V+ÄCOStt 

(1)  <^  \  if  i  V 

^    cos|5«a;cosv4-y+«<^osA 


cosy«=>a;cosft+ycosA-J~« 
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Cela  fait,  du  point  M  abaissons  sor  le  plan  XOY  la  perpen- 
dicülaire  ^fR  et  tirons  les  droites  OR,  PR.  Noas  avons,  dans  lea 
deox  triangles  MPR,  OMR^ 

MR  «  MI' Bin  MPR  =  MO  sin  MOR-, 

d'oü  nous  tirons,  en  observant  que  sin  JiPÄ=  sin  v',  sin  JI/OiE=*siiiy', 

«sinv'  =  sin/, 

puis,  en  multipliant  les  dcux  membres  par  sinv, 

asinvsinlv'  =  sinv  sin/; 

mais  (n^  14)  le  produit  sinv  sinv'  est  le  sinus  da  triedre  OXYZ  et 
sinv  sin  7'  est  le  sinus  du  triedre  ODXY^  sinus  que  nous  d^signerons 
par  Jxy\  donc  nous  avons 

^MM  ^Mm  ^%Jt 


(2)  ^  =  ^^       V  = 


ä'    "~  z/ 


Substitnons  ces  valeurs  (2)  dans  les  ^qoations  (1),  nous  obtenons 
les  relations  fondamentales 

A  «  cosaii/y,-|"COS/32fjRc-|"COSyz/3:y, 

-^COS«  =»   ^y,4"C0SV^ixH-C0Sfl^/Äy, 

iiC08/S  —  CSOSV^/yf-f--^««-!-  C08iil#«y, 
iicOSy  =  COSft/^yi +  COSA^,x+//ay 

qui  existmit  entre  le  sinus  d'un  tri^dro  et  lec^  »imns  des 
trois  diddres  qu'on  obtient  en  menant  une  drodte  qnel* 
couque  par  le  sommet  du  triödre  donne  et  en  consi- 
d^rant  cette  droite  avec  les  aretes  du  triedre  donn^o 
prises  denx  ä,  deux. 

19.  Multiplions  les  quatre  ^quations  (I)  respectivejaent  d'abord 
par  z/,  -^yjr,  Asx^  Ax^]  puis  par  — //,  —  ^ys,  +-^«c,  +^*y\  ensnite 
par  —  ^/,  +^y*,  —^MXy  +A:cy\  enfin  par  — ^,  -^^m  +-^»«»  —^^'y 
et  igoutons  chaque  fois  les  .^galit6s  r^sultantes,  noüs  obtenoüs  les 
quatre  nouvelles  ^quationa 

(ü) 

(HI) 
^ay,=  ^«+^2^^4-^«^+2c(ÄA^ix^fxy— 2cos/J/i^^i,---2cosy-^-^xir, 
^*«  =-  ii*+^%-|-^V4-  2c08|»^^«jy^^y«  — 2 C08y^///«y  —  2cosa^^^,, 
-i^*»y=  -j^*+^V  +  -^*««+2c08V//yfilfirx  — 2C0Ba^z/yjr—  2C08/?^^/«. 
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§  Y.    Aiglet  qiie  hnt,  »Tee  les  ar^tes  d'wi  triMre  et  »Tee  les  [plun 

lies  faees^  leg  deai  dreites  egalevent  itdln^  sur  ees  arAtes  et  sw 

les  plans  de  ees  faces. 

20.  Tangente  de  Paagrle,  qae  fidt  ayee  lee  trols  arßtes  d^nii 
trl^dre^  la  droite  ^alement  inelin^  snr  ees  arfites.  Seit  SO  (Fig.  4) 
la  droite  ^galement  indin^e  sur  les  trois  arStes  SAj  SB^  SO  du 
tri^dre  SABC.  Prenons  sur  cette  droite,  ä  partir  du  sommet  /S, 
une  loBgueur  SO  6gale  ä  l'unit^  et,  par  le  poi^t  O,  menons  ä  la 
mSme  droite  le  plan  perpendiculaire  ABC^  qui  coupe  qu  A^  B^  C 
les  trois  ar^tes  du  tri^dre.  Les  trois  triangle^  rectangles  SAO^ 
SBOj  SCO^  ayant  le  c6t6  50  commun  et  les  angles  aigus  en  S  6gaux 
par  hjpoth^se,  sont  ^gaux  entre  eux  et  donnent  SA  ^  SB  =^  SC^ 
de  Borte  que  AO  =  BO  =  CO. 

Cela  pos6,  repr^sentoiis  par  q)  Tangle  BSO,  Le  triangle  rec- 
taugle  SBO  nous  donne 

BO=^SOtBJigBSO^tSJigg>', 

mais  la  droite  BO  ^tant  le  rayon  du  cercle  circonscrit  au  triangle 
ABC^  si  Ton  m^ne  CD  perpendiculaire  au  cöt6  AB^  on  a  aussi 

2B0X0D«^BCXCA 
d^oä  l'on  tire 

BCXCA\ 
^^'^      2CD     • 
il  vient,  par  suite, 

BCXCA 


(1)  '     tang<p : 


2CD 


Menons  la  droite  CH  perpendiculaire  sur  le  plan  SAB  et  Ol 
perpendiculaire  sur  AB\  puis  tirous  les  droites  HD  et  SL  Les 
deux  angles  CDH^  OIS^  ^tant  compris  entre  Cöt^s  paralleles,  sont 
^gaux;  par  cons^quent  les  deux  triangles  rectangles  CDH^  SIO  sont 
semblables  et  donnent 

CD_CH 
SI  '^  SO" 
d'oü,  puisque  SO  =  1, 

CD  =  SIXCH. 

Nous  trouvons  ainsi,  en  substituant  dans  T^quation  (1) 

BCXCA 

Teil  Lyn.  9 
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Or  il  est  6vident  que 


BC^  2iSC.Biii2, 


CA  =  2SC .  sin  : 


5/=  jSjBcosI  «  SCcos^,      Cff  =  SCsiny; 


il  vient  donc 


tang^ : 


28ms  sms 


a       b       c  a       b       c 

48inÄsinQsm2      4sinQsinoSin2 


cos  2  sin  y       2  sin  s  cos  g  siny 


sincsin}' 


Le  d^nominatenr  sine  siny  6tant  6gal  an  sinus  J  du  tri^drc,  on 
peut  6crire 


(I)  tang9>  = 

Celle  est  la  valenr  demand^e. 


a       b       c 
4sinöBin5Sin5 


21.  Denxi^me  m^thode  ponr  calcnler  cette  tangente.  D^signons 
par  a;,  y,  z  les  coordonn^es  du  point  O.  Projetons  la  droite  SO  et 
la  ligno  briste  aj-f-y-f-»  successivement  sur  les  quatre  droites  SO, 
SÄy  SB,  SC\  nous  obtenons  les  quatre  ^qaations 

—  l+OJCOS^+yCOSqp+ÄCOSgp  =  0, 

—  cos^+aj  +ycosv+«cos^  =  0, 
— cosgp+aucos  v+y  +»cos  A  =  0, 
— co8gp+«cosfi+ycosA  +  »    ==  0 

entro  les  trois  inconnues  a:,  y,  z,    Ces  ^quations  ^tant  compatibles, 
leur  d^terminant  est  nul,  ce  qui  foumit  F^qnation   . 


1  cos<)o  cosgp  cosgp 

cos  9          1  COSV  COSfi 

cos  9  COSV  1  cosA 

cos 9  COSfi  cosü       1 


=  0. 


Ponr  r6soudre  cette  6quation  par  rapport  ä  l'angle  9,  divisons  la 
premi^re  ligne  et  la  premi^re  colonne  dn  d^terminant  par  cos  ip,  puis 

rempla^ons  le  premier  ^16ment  rdsultant  — j-    par   son   äquivalent 

tangV+1;  Töquation  devient 
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tang«94-l        111 

0+1  1        COSC     COBb 

0+1  C08C      1        cosa 

0+1  cos5    cosa      1 


=  0 


Le  Premier  membre  6tant  la   somme  de  denx   dSterminants, 
r^quation  pourra  s'^crire 


ingV      1          1 

1 

1 

1 

1 

1 

0           1       cosc    cos  5 
0          cosc      1        cosa 

— 

1 
1 

1 

cosc 

cosc 

1 

C08& 
cosa 

0          cos5    cosa      1 

1 

COBb 

cosa 

1 

celle-ci  le  premier  membre  revient  ä 

• 

1       cos<;    COBb 

tSJig^tp 

cosc      1        cosa 

«=  ^*tang*<j(); 

COSb     C< 

}8a       1 

L 

le  second  membre  est  6gal  k 

2(1— co8a)(l  — cosÄ)(l  — cosc)  =  16  sin*  ö  sin*  a  sin*  ö' 
par  cons^quent  on  trouve  encore 


tang^g)  = 


Ißsm^ösui  o8in*2 


22.    Expression  de  cotang  tp.    Dans  la  formnle  (I)  remplagons 
^  par  sa  valeur  (V)  du  n^  12;  nous  obtenons 


cot^jp  = 


sin&sincsin^ 

a       b       c 
48in2Sin2sinH 


cos  5  cos  2  sm -4 

.   a 
smg 


Si,  dans  le  second  membre,  nous  mettons,  ä  la  place  de  sin^  . 

coBo'    cosö  ^®^s  valeurs  tiries  des  formules  (VÜI)  du  n®  7,  nous 
tronverons  que 

(11)  COt^JP 


Tj /sin(^ 


— iS;  sin  (^ — iS)  sin  (C— Ä) 


siUiS 


"'2sinS* 

9* 
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23.  Cotangente  de  Pansrle  que  falt  »Tee  les  plana  des  trois 
üiees  d^an  triMre  la  droite  ^galemeiit  inelin^e  bot  ees  plans.  Soit 
SS'  la  droite  ^galement  inclin^e  sur  les  trois  plana  SBC^  SCA^  SAB 
qni  terminent  le  tri^dre  SABO  et  d^signons  par  ^  Tangle  conunnn 
qn'elle  fait  avec  ees  trois  plans. 

D'un  point  quelconqae  S'  de  cette  droite  abaissons  sur  les  plana 
SBC^  SCA,  SAB  les  perpendiculaires  respectives  S'A'y  ffB\  Sf  C\ 
Ces  perpendiculaires  formeront  le  triMre  S'A'B'C  suppl^mentaire 
du  tri^dre  donn6  SABCj  et  la  droite  SS'  sera  ^galement  inclinte  snr 
les  trois  arStes  de  ce  triödre. 

Si  donc,  dans  la  formule  (I)  nous  remplagons  q>,  a,  b,  c  et  /f  par 

fC 

^— ^,  Ä— il,  «— B,  n—C  et  J\  nous  aurons  Texpression 

tang^g-*)- ^ ' ^^7 '- » 

ou 

ABC 

4co8-2COS"2Cos-2 

(III)  cotang^« jf • 

24  Expression  de  tang  tp.  Dans  le  second  membre,  mettons 
ä  la  place  de  J'  sa  valeur  (lY)  du  ti^  15;  il  nous  vi^nt 

IsinBainCsina         BingS^^^si^^« 

^g»",       A       B C- A • 

icos-g  cos-s  cos-g  cos-ö 

A         B         d 

Si,  dans  ce  r6sultat,  nous  rempla^ons  cos-ö*  sui-q»  sin-^  par    leura 

Taleurs  tir6es  des  formules  (11)  du  n^  3,  nous  trouvons  que 


(lY)    tang»  ^  |/^g(F-^)8iB(y-^)  sin  {^^^ 


_    A 
sinp  ^  *~  SJsinp' 


§  VL    le  friMre  dont  les  treia  faeea  valent  enaenUe  deax 
aagles  dreita. 

25.  Taleur  des  angles  diddres  de  ee  trii^dre.  Supposons  que 
la  somme  des  trois  faces  des  tri^dre  SABC  soit  constante  et  6gale 
ä  deux  angles  droits,  c'est-ä-dire  que 
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'  Introdoisons  cette   hypoth^se  dans  les    fonnoles  (11)  du  n^  3; 
elles  donnent 

flin  2  =»  Vcoih  cot  e , 
/TV  1  ^      l/   cosa 

(I)  <         cos  ir  =  1/    .    -    .       , 

A      i/c6b&coso 


2       r       cosa 

Nons  en  tirons  les  6galit6s 

A  B  C 

(11)  cosatang  "2  =  cos5tang  -g  =  cosctang  -^ 

, ^         B         C 

«-  y cos  acosft  cosc  =  tang  -^  tang  -^  tang  -^ » 


et  de  celles-ci 


cosa«  tang ^ tang  2» 


C         A 

(III)  ^     cosft  «tang-gtang  gf 

cosc  =  tang  gtang-g^ 

26.  fielation  entre  les  dlidres  de  ee  trlMre.  Dans  la  formule 
eonnae 

tanga+tangft+t^g^  ^  tangatang5tang<;, 

qoi  roTient  ä 

cot5cotc+cotccota-|-cotacotÄ  =  1, 

mettons  ä  la  place  des  trois  premiera  termes  leors  valeurs  tir^es  de 
la  premiöre  des  formales  (I);  nons  obtenons  P6galit6 

(IV)  8m»^  +  sin«|+8m*^  =  l. 

Si  nons  mnltiplions  par  2  les  deox  membres  de  cctte  equation 
et  qne  nons  retränchions  de  3  les  prodnits  r^snltants,  nons  trouyons 
la  relation  remarqnable 

(V)  cosil+cosB+cosC  *=  1. 
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Ainsiy  dans  notre  tri^dre,   la  somme  des  cosinns   des 
trois  di^dres  est  constante  et  6gale  k  1. 

Les  trois  angles  a,  b,  c  valant  ensemble  deax  aogles  droits,  on 
a  la  relation 

(1)  tang2taiig|+tang|tang^+tang|tang2  =  l; 

or  la  troisi^me  des  formales  (VIQ)  du  n®  7  nous  donne 

„.  b         c       l/  sinÄsinC^  — S)      ,   |/   sinÄsinCC— Ä) 

(2)  tang  2  tangg  «  ^/  sm{C-S)^n{A^S)  +  V  ^m{A^S)mB^S) 

sin/S 


8m(A—-S) 
on  verrait  de  meme  que 

c  a  sin/S  a         b  sinÄ 

(3)    tang2tang2  =  ^(^_^j,    *»'»82*^°82  =  S5(^:::S)' 

Substituant  ces  valeurs  (2)  et  (3)  dans  r6galit6  pr6c6dente  (1), 
on  obtient  encore  entre  les  trois  di^dres  A,  B,  C  la  relation 

11.1  1 

^^^^  sin  (A—S)  +  sin  (BS)  +  sin  (C-/S>  '^  sinS' 

Si  nous  moltiplions  entre  elles  les  6galit6s  (2)  et  (3)  et  qne  nous 
extrayions  la  racine  carr6e  da  produit,  noas  trouvons  aussi  qae 

,„^,,  a.        *  .       c        2sin*S 

(VII)  tang  2  tang  ^  tang  ^  «      jr    - 

27.  Sinus  du  triödre  et  de  sou  suppl^mentaire.  Dans  la  formale 

n 
(II)  da  n^  13  posoas  p  =  "ö'  ®^^®  donne,  en  6gard  ä  (11). 

y -4         ^         C 

(Vni)         J  =  2  ycosacos  &cosc  =  tang  o tang -^ tang -ö- 

Par  la  formale  (YII)  on  a  d'ailleurs 

(IX)  ^'  =  2sin2Scot  ^  cot  |  cot  |. 

28.  Directiou  des  deux  droites  ^galement  inelin^es  sur  les  trois 
arStes  et  sur  les  plans  des  trois  faces  du  tri^dre.  La  formale  (11) 
du  n®  22  noas  donne  d'abord 

^'  a        b       c 

(X)  cotqp  =  2^7j^  «  sinÄcot  ^  cot  2  cot ^  ; 
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pois  nous  obtenons  par  la  formule  (IV)  du  n^  24 

(XI)    tSLUg'tiß  =.  2^  —  *2""  l/cosöCOsÄcostf  «tanggtang-gtang-g- 

§  YII.     Le  trlMre  r^gdier. 

29.  Supposons  qae  les  trois  faces  da  tri^dre  SABC  soient  6galc8 
entre  elles;  il  en  sera  de  m^me  des  trois  di^dres.  II  noas  suffira 
donc  de  faire  a^^b  =  oetA  =  B^C  dans  les  formale&.g6n6rales, 
poiir  obtenir  ceUes  qui  conTiennent  aa  tri^dre  regulier. 

Dans  la  premi^re  des  relations  fondamentalcs  (I)  da  n^  2  posons 
a  ==*  &  =  c,  eile  deviendra 

cosa  =  co8*a+8in*acos-4 
ou 

COSa(l  —  cosa)  =  (1  —  C0S*o)C0S-4; 
on  en  tire 

(1)  '  cosa  =  cosa  cos -4+ cos -4 

c'est-ä-dire 

(I)  s6c-4  =  l+s^ca. 

Ainsi,  dans  toat  triedre  r6galier,  la  s6cante  d'an  diödre 
est  egale  ä  ranit6  augment6e  de  la  s6cante  d'ane  facp 

30.  L'^alit6  pr6c6dente  (1)  revenant  ä 

coda— cos-4 — co8acos-4  =  0, 
peat  s'ecrire 

(l-}-cosa)(l— cos-4)  =  1; 

les  deax  factears  da'premier  membre  sont  respectivcment  6gaux  k 

2co8'o>    2sin^-n}    par  saite  il  vient  aussi 

a  ,  A      1     , 

(II)  cos^sin-g^g, 

c'est-ä-dire  que:  Dans  toat  triödre  regulier,  le  cosinus  de 
la  demi-face  maltipli6  par  le  sinus  du  demi-di^dre  6gale 
nne  demie.  • 

a 

31.  Multiplions  les  deux  membres  de  cette  relation  par  2sin2; 

eile  devient 
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^  .    a       a  ,   A        ,    a 
2  Sin  5  COS  ö  sin  2  =  Sin  5 » 


et  donne  par  ernte 

nna  *.          . 

(HD 

8in^ 

Donc,  dans  tont  triädre  regulier  le  sinns  d'une  face 
6gale  le  rapport  da  sinus  de  la  demi-face  an  sinas  du 
demi-di^dre. 

32.    Moltiplions  par  2c<>8  -^  l^s  deox  membres  de  la  m^e  re- 

lation  (11),  nous  obtenons  encore 

^  .    A       A         a  A 

2sm  "öcos  -g  •  cosg  =  cos  -5  • 

on  bien 

A 
cos^ 

a 
cos^ 


(IV)  sin-ä  — 


Ainsi,  dans  tont  triidre  regulier,  le  sinas  d'an  di^dre 
6gale  le  rapport  da  cosinus  da  demi-diödre  an  cosinus 
de  la  demi-face. 

33.  La  yalear  da  sinas  da  tri^dre  r6galier  peat  se  d6- 
doire  de  la  formale  (V)  da  n^  12,  qai  donne 

(V)  z/  =  sin*asin-4. 

Cette  expression,  en  verta  des  yalears  (II),  (III)  et  (IV)  peat 
aassi  s'^crire 

(VI)  ^  =  2sin«|cot|  «  2sin»|j/(2cos|  +  l)(2coBg-lV 
oa  encore 

sin  5  tang  5 

sm  2  tang  2 

34.  Lo  Sinns  da  tri^dre  sappl^mentaire  ^tant  (n^  16) 


sma 
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on  tronve  successiTement  ponr  ^'  les  valeors  suivantes: 

J'  SS)  fiinasm'^, 

COS  -Q  cot  -5 

A' 1— --£. 

a     ^a  ^ 
COSgCOt^ 

de  Sorte  qae 

(IX)  AA'  «  tang«|cot»|  =  Ssin» |  cos«  ^. 

35.  L'inclinaison  a  des  aretes  sur  lesplans  des  faces 
oppos^es  s'obtient  au  moyen  de  la  relation  (YII)  du  n^  14,  qoi 
donne 

srna  =  -: —  —  sinasin-ä  «  28inx  CO8-5» 
sina  2        2 

ou,  en  6gard  aux  valenrs  (lU)  el  (IV), 

(X)  öina  «  tang^cot  ^  —  y  ^^^f'. 

86.  La  droite  ^galement  inclin^e  sar  les  trois  arites 
du  tri^dre  regulier  fait  aussi  des  angles  6gaax  avec  les  plans 
des  trois  faces.  L'indinaisoii  9  de  cette  droite  sur  les  arSt^s  est 
doimöe  par  la  formale  (I)  du  n^  20,  qiii  devient  * 

4  sin*  5         4  sin*  5 


tangg) ^ sin'asin^' 


on 


a 
tangs 


(XI)  tang9^  -  — "2-  28in|tang-^' 

cos  "s 


Qoant  ä  Pangle  ^  qn'elle  £edt  aTec  les  plans  des  trois  £aees,  on 
ie  trouTe  par  la  formale  (III)  da  n^  23,  qai  se  r^doit  ä 

4  cos«  2         4cos«-2 
cotV^  -jf  si&asin^^' 

oa  i  * 
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A 
cot  2  ^       ^ 

(XII)  cott/;  = =  2 cos  "2  cot«» 

sin^ 

On  en  d6duit 

a       A 
(Xin)  tang  9?  tang  i/i  =  4  cos  ^  sin  -5  =  2. 


Deuxieme    Partie. 
Le  t^traidre. 

g  I.     Proprlit^s  du  t^traedre. 

37.  Notations*  Consid^rons  lo  t6traödre  SABC.  Nous  repr6- 
senterons  par  a,  ft,  c  les  trois  aretos  SA,  SB,  SC  issues  du  sommet 
S  par  A,  ft,  V  les  inclinaisons  mutuolles  BSC,  CSA^  ASB  de  ces 
aretes.  En  outre,  nous  d^signerons  par  A',  ft',  v*  les  inclinaisons  des 
memes  aretes  a ,  ^,  c  sur  les  faces  oppos^es  du  tötra^dre,  et  par  a\ 
b\  c'  les  trois  autres  aretes  du  solide,  respectivement  oppos^es  aux 
premiöres.  Nous  indiquerons  d'ailleurs  par  a,  /3,  y  les  angles  que 
forment  entre  elles  les  aretes  opposöes  a  et  a',  b  et  b\  c  et  c'  par 
S,  A,  B,  C  les  faces  txiangulaires  du  t^traödre  qui  sont  respective- 
ment o^pos^es  aux  sommets  portant  les  memes  lettres. 

Farete  SA  =  a, 

Farete  BC^  a\ 

rangle  plans  BSC  =>  A, 

l'angle  (SA,  SBC)  «=  A', 

rangle  (SA,  BC)   =  a, 

la  face  ABC=S,    SBC=A,    SCA  =  B,    SAB  =  C 

Nous  aurons  toujonrs  sein  de  d6signer  chaque  angle  di^dre  du 
t^traödre  par  la  lettre  qui  repr^sente  Farete  d'intersecüon  des  deux 
faces  du  di^dre. 

38.  Th^or^me  I.  Dans  tout  t6tra^dre,  le  double  pro- 
duit  de  deux  ar5tes  oppos^es  par  le  cosinus  de  leur  in- 
clinaison  mutuelle  est  6gal  k  la  somme  des  carr^s  de 
deux  autres  aretes  oppos^es,  diminn^e  de  la  somme  de« 
carres  des  aretes  oppos^es  restantes: 


SB==^b, 

sc=  c, 

CA  «  b\ 

AB=C\ 

CSA  =  ii, 

ASB^v, 

(SB,SCA)^l^\ 

(SC,SAn)  =  v\ 

(SB,CA)=^ß, 

(SC,  AB)    =y, 
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Projetons  la  ligne  briste  CS  AB  (Fig.  5)  sur  Tarete  CB^  nous 
obtenons  T^galite 

CScosSCB+SAcOBa  +  ABcosABC=BC, 
ou 

ccosSCB-\'acosa'\'c'coBABC=  a!  \ 

uous  en  tirons 

a  cos  a  =  a'  —  c  cos  SCB  —  c*  cos  ABC^ 

et,  en  moltipliant  par  2a', 

(1)  2ao'  cos«  =-  2a'*—  2ca'  cosSCB  -  2c'  a'  cos  ABC. 

Or  les  deux  triangles  SBC,  ABC  donnent 

ja  =  c*  rf  a?  —  2c  a'  cosSCB, 
j'2  =  c'»+a'«-2cVcos^5C, 


et,  par  suite, 


a'2  -  2ca'  cos  SCB  =  2.«  -  c«, 
a'«— 2c'a'coöyli?C=  Ä'«  -  c'«. 


Substitaant  ces  Taleurs  dans  l'^galit^  (1)  et  concluant  par  analogic, 
on  obtient  les  trois  relations 

!2aa'co8a  «  b^+b'^ -c^—c'^, 
2bb'  cosß  =  c2+c'«-a»-a'^ 
2cc'  cosy  -  a5»+a'«— 52— &'«. 

39.  €orollaire«  Ajoatons  ces  trois  ^galit^s  membres  ä  membres, 
nons  en  d6dmsons  la  relation 

(11)  aa'cosa-}-Wcos^+^<?'cosy  =  0, 

qui  prouve  que  des  trois  angles  a,  ft  y  l'un  an  moins  est 
aign  et  l'nn  an  moins  est  obtns,  et  qne,  si  denx  de  ces 
angles  sont  droits,  le  troisi^me  Test  anssi. 

40.  Th^r^me  U.  Dans  tont  t6tra6dre,  la  projection 
d'nne  arete  sur  Tarete  oppos^e  est  6gale  k  la  difference 
des  projections  de  denx  aretes,  ad  jacentes  d'un  memo 
c6t6  ä  la  premi^re  arSte,  snr  la  meme  arSte  oppos^e. 

Dans  la  relation 

2aa'cos«  -=  62-f  &'2_^2_^'2 

remplaQons  6'^  et  c'*  par  les  valeurs 
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6'a=«c«4.a«— 2caC08fi    et    c^  =  a«-|-5»— 2a5cosv 
que  foumissent  les  deoz  triangles  SCÄ  et  SAB;  eile  devient 
2aa'c08  a  «  2ab  COS  v  —  2ca  cos  fi. 
On  en  tire,  en  divisant  par  2a,  puls  par  analogie, 

Ia'cosa  =  6cosv — ecosfi, 
b'co&ß  =  ccos  JL  — acosv, 
c'cosy  =  acosfi — &cosil. 

41.  CorolLilre.  Hultiplions  ces  trois  6galit6s  respectivement 
par  cosA,  cosfi,  cosv  et  ^joutons  les  ^qoations  r6siiltantes ;  nons 
obtenons  la  relation  remarquable 

(IV)  a'cos«co8Jl-}-ft'cos/3cosft+c'cosycosv  «  0. 

42.  Th^r^me  m.  Dans  tont  t^tra.^dre,  chaqae  face 
est  6gale  h  la  sömme  des  prodaits  qu'on  obtient,  enmal- 
tipliant  chacnne  des  trois  autres  faces  par  le  Cosinus 
de  son  inclinaison  sar  la  premi^re  face. 

En  effet  chaqae  face  est  ^gale  k  la  somme  des  projections  aar 
eile  des  trois  autres  faces;  or  les  projections  des  trois  faces  Aj  B,  C 
sur^la  face  S  sont  respectivem^it 

A  cos  a',    B  cos  Ä',     Ocos  c' ; 
on  a  donc 

(V)  8  =  ^cosa'+-Bcos6'+  Ccosc'. 

43.  Relation  entre  les  six  angles  di^dres  d'wi  t^tra^dre. 
D'aprös  le  th^röme  pr^c^dent,  nous  avons 

— Ä4--4cosa'+Äcos6'+Ccosc'  «  0, 

.       Äcosa'  —  A-^-B cose -{-Ccosb  «0, 

^       ÄcosÄ'+ulcosc  — Ä  +  Ccosa  «0, 

Äcosc'  +AcoHb+  Bcosa  —  C  «=  0. 

Klfminant  les  trois  faces  A^  B^  C  entre  ces  quatre  6qaations,  nous 
obtenons  la  relation  cherch6e 

—  1  cosa'  cosft'  cosc' 

cosa'  — 1  cosc  cosft 

cos6'  COSÖ  — 1  COSä 

cosc'  C086  cosa  — 1 


(VI) 


0, 
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dont  le  d^Teioppement  est 

(Vn)  8m*aC08V  +  2(C0Sa-}-C08*C080)C08*'C08c' 

-f-8in*ftco8%'+  2(cos6+  coscoo8a)co8<?'co8a' 

^^         +8m*<?C08V+2(C08C-}-C08aC08ft)C08a'C08ft' 
=  1  —  C08*a — COS^ft — COS*C — 2C08aC08&C08C. 

44.  Th^r^me  IT.  Dans  toat  t6tra^dre,  le  carr^  de 
chaqne  face  est  6gal  ^  la  somme  des  carr^s  des  trois 
antres  faces,  dimina6e  de  la  somme  des  doubles  pro- 
dnits  qu'on  obtient  en  multipliaiit  denx  quelconques  de 
ces  faces  par  le  cosinus  da  di^dre  compris. 

Les  quatre  6qaations  (2)  peuvent  se  mettre  sons  la  forme 

8  —  ^cosa'  — Äcosi'  — Ccosc' «0, 

A — ^cosc — Ccos^ — iScosa'— o.cosi' — o.cosc'  =  0, 
Ä-— Ceosa— -4cos<j — o.cosa'— Äcosft'— o.cosc'  =  0, 
C — ^cos^ — -Boosa— o.cosa'— o.cosÄ'—iS.cosc'  =«0; 

si  nous  iliminons  les  trois  quantitös  —  cosa',  —  cos^,  —  cosc'  entro 
ces  quatre  ^quations,  nous  obtenons  la  relation 


(vm) 


B 

c 

0 

0 

iS 

0 

0 

.s 

0, 


8  A 

A  —  Bcos€ — CcoBb    8 

B — Ccosa— -4C0SC    0 

C— -äcos«— -Bcosa    0 
qoi,  6tant  d^velopp^e,  revient  ä 
(IX)  'S«  =  ^«+B«+e«— 2BCcosa—2C4 cos*— 2^J9 cosc. 

45.  Thtei^me  ¥•  Dans  tont  t^tra^dre,  les  faces  sont 
entre  elles  comme  les  sinns  des  sappl6ments  des  tri^dres 
oppos^s. 

Dans  les  öqoations  fondamentales  (2)  nons  ponvons  consid^rer 
comme  inconnns  le  di^dre  a'  et  les  dem  faces  non  adijacentes  B  et 
C,  Poor  61iminer  ces  qnantit^s  entre  les  quatre  6quations  (2),  nous 
mettroBS  celles-d  sons  la  forme 

8     +0        -}-'^(~cosa')+cosÄ'(— B)-fco8c'(— C)  =.  0, 

0     +-4        +/S(— cos a')  + cosc  (— -B)+cosä  (— C?)  «  0, 

— Ä<30sy— ^C0Bc+0(— cosa')—  (— jB)-}-cosa  (— C)  «  0, 

—  Äcosc'— ulcos6+0(— C0Sa')+C06a  {—B)—  (— C)  «  0. 
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Comme  elles  sont  compatibles ,  le  d^terminant  par  rapport  anx  trois 
inconnues  — cosa',  — B^  — C  est  nul.   Nous  obtenons  ainsi  le  relation 


S'\-0  A  cos  5'  coac' 

0+-4  S  cosc  cosb 

— Scosb' — ^cosc,  0  — 1  cosa 

— Äcosc'— -4co8ft     0  cosa  — 1 


=  0,   - 


qui,  par  la  d^composition  du  premier  membre  en  deux  d6termina]its, 
peut  8'6criro 


0. 


Dans  ces  deox  d^termlnants  nous  pouvons  intervertir  los  denx 
premi^res  colonnes,  apr^s  avoir  divis6  les^premiöres  colonnes  respecti- 
vement  par  S  ei  ^;  il  nous  yient,  en  intervertissant  anssi  les  deux 
premi^res  lignes  dans  le  premier  d6terminant  r6saltant, 


s 

A 

cos6' 

cosc' 

0 

A 

cosft' 

cosc' 

0 

S 

cosc 

COBb 

+ 

A 

8 

cosc 

cos  6 

—  Scosd' 

0 

— 1 

cosa 

— ^cos<; 

0 

—  1 

cosa 

—  iScosc' 

0 

cosa 

—  1 

— -4cosft 

0 

cosa 

—  1 

— /S 


s 

0 

cosc 

COBb 

A 

0 

COBb' 

cosc' 

A 

—1 

COSÄ' 

cosc' 

s 

—1 

cosc 

cosft 

0 

COSÄ' 

,  —1 

cosa 

+^ 

0 

cosc 

—  1 

cosa 

0 

cosc' 

cosa 

—  1 

0 

COBb 

cosa 

—1 

=  0. 


D^veloppons  suivant  les  616ments  de  la  premi^re  colonne  chacnn 
de  ces  deux  d^terminants  que  nous  repr^senterons  par  ds^  Ja\  nous 
aurons 


S.Js  =—S^ 


— 1 

COBb' 

cosc' 

0 

cosc 

cos* 

COS&' 

—  1 

cosa 

+  S.A 

C08&' 

—1 

cosa 

cosc' 

cosa 

—  1 

cosc' 

cosa 

—1 

— 1 

COSC 

COBb 

0 

cosft' 

cosc' 

C08C 

—  1 

cosa 

—  S.A 

cosc 

—  1 

cosa 

COBb 

cosa 

—1 

COS& 

cosa 

—1 

A.dA=  A* 


Or  le  facteur  de  -^S.A  ne  difföre  de  celui  de  +'5--^  Q^^  par  le 
changement  des  lignes  en  colonnes  et  des  colonnes  en  lignes;  par 
suite  ils  sont  6gaux.    On  a  donc  l'^galit^ 


—  S» 


—  1         COBb'      cosc' 

cosft'     — 1      cosa 
cosc'      cosa      — 1 


+  A* 


0  cosc      COS& 

cosÄ'     —1     .cosa 

I 

cosc'     cosa    — 1 


=  0. 


Digitized  by 


Google 


D 08 ton  Le  trikdre  et  le  tHraedrey  avec  application  des  d€terminants.    143 

Mais  Je  coefficient  de  — S^  est  le  carr6  du  sinus  du  triödre  supple- 
mentaire  du  triödre  en  A,  sinus  que  nous  pouvons  repr6senter  par 
sin(^')9  ^^  meme  le  coefficient  de  +-4^  est  le  carr6  du  sinus  du 
triödre  suppl^mentaire  du  tri^dre  en  /S;  par  suite  il  vient 

donc  on  a 

_  S  A  B  C 

(X) 


sin(S')       sinU')       sin  (5')       sin(C') 

46.  Somme  des  carr^  des  quatre  faees  en  raleur  des  produits 
des  aretes  oppos^s  et  des  sinus  des  anwies  compris  entre  ces  ar§tes. 
Par  le  sommet  C  (Fig.  6)  menons  le  plan  C(/A^  perpendiculaire  ä- 
Tareto  /5L4;  par  le  sommet  B  tirons  les  droites  BA\  BB'  Vwne  pa 
rall^le  et  l'autre  perpendiculaire  k  la  meme  arete  SA-^  puls  menons 
Ja  droite  CA'  qui  sera  perpendiculaire  ä,  BA\ 

Dans  le  triangle  A'CCf  nous  avons 

^'^C2=CC'«+^'C'»— 2  CC'.^'C.  cos  CC"^'; 

or 

A'C==  BCsmCBA'  =  o'sina, 

CC  =- CS sinCSC  =  csin^, 

A'C'=  BB'  =  BS  sin  BSB'  =  isin  v 

cosCC-4'==  cosa; 

par  suite,  nous  obtenons 

a'*  sin*«  =  e^  sin^fi + b^  sin*v — 2c  sin  fi .  &  sin  v .  cos  a , 

et,  en  multipliant  par  a', 

a*a'*sin*a  =  c*a*sin*fi-}-a*6*sin*v  —  2casinf4.a^sinv.cosa. 

Mais 

casiufi  =  2J?,         oÄSinv  =  2C; 

donc  il  yient 

(XI)  a«  a'*  sin««  =  4B«+ 4C2 — SjBCcos  «. 

Nous  aurions  de  meme 

(Xn)  a^a'^sin««  =  4^2+48«  — 8^5  cos  a'. 

Nous  trouvons  ainsi  les  valeurs  des  diödres  a  et  a\ 

4^2j_4ca— a2^'asin2« 

^<^s«  ^ SBC ' 

(XIII) 

,       452  + 4^»— a^a'^sin^tt 

^««« ssÄ 
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Ajontons  les  trois  ^gaUtte 

4ß«-f4C«— S^Ccosa  =  a»a'5»8m«a, 

4^«+4^*—  S^^coßc  =  c«c'«8m«y 
membres  ä  membres  et  avec  r^alit6 

4S«  =  4il«+45»+4C»—8BCc08a— 804  cosi— 8^111  cosÄ; 
nous  obtenons  la  relation  assez  remarquable 
(XIV)      4U«+5«+C«+iS«)  =  a«a'«8m»«+d2ft'«siiji*/J+c»c'«smV. 

§  U.    Expressiom  diferses  du  Tolmne  do  MtraMre. 

47.  Tolmne  da  t^a^dre  en  yalevr  de  trois  ar^tes  oonttgrn^  de 
Pangle  de  denx  do  ces  arßtes  et  de  l^clinaiflon  de  la  trolsibiie  arete 
snr  le  plan  des  denx  premi^res.  Da  8ominet  C  abai8son8  sor  le  plan 
dela  face  oppos^e  AßB  la  perpendicolaire  CD.  Le  volome  da 
tetra^dre  sera 

V^^ÄBC.CD. 

Or  la  sorface  da  triangle  ABC  est  ^ale  k 

iSA,SB.^\uASB  »  ^odsmv, 
et  par  le  triangle  rectangle  SCD  on  a  la  hauteur 

CD  «  SC. smCSD  —  csin v' ; 

il  vient  donc,  en  sabstitaant, 

(I)  V=  Jo^sinvBinv'. 

Donc  le  Tolame  da  t^tra^dre  est  ^g.al  aa  sixi^me  du 
prodait  de  trois  aretes  issaes  da  memo  sommet,  «lulti- 
pli6  par  le  prodait  da  sinas  de  l'angle  compria  entre 
deax  de' ces  arStes,  et  da  sinas  de  rinclinaison  de  la 
troisi^me  arete  sar  le  plan  des  denx  premi^ro;?. 

48.  Tolnme  d«  t^iraMre  en  yalenr  de  trois  arßtes  oonticrii&B  «t 
des  angles  qa'elles  comprennent.  D^signons  par  J  le  sinas  da  tji^dre 
8.    D'apr^s  les  formales  (VII)  da  n®  14  et  (11)  da  n^  10,  noua  avons 


et 


^=sinvsinv', 
J ^2y  Bm       ^  — sin ^--S-o sin  — ^-^ — -sin       ^ \ 
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donc  il  vient  aiissi 

(H)  r=ia*c.^. 

Ainsi  le  volume  d'an  t^tra^dre  est  egal  au  sixi^me  da 
produit  de  trois  aretes  contigaäs,  multipli^  par  le  sinus 
du  tri^dre  forin6  par  ces  aretes. 

Nous  avons  aussi  trouv6  au  n^  11  (formule  ni)  qne 

/fi  ==«  1 — COS^JL  —  COSV — C08^-}-2c08AC08fK508V, 

de  Sorte  que  Ton  peut  aussi  ^crire 

(IQ)    36  F*  =  aH'^  c*  (1  —  cos^A — cos V — cos*v + 2  cos  A  cos  f*  cos  v). 

49.  Determination  directe  de  cette  expression.  Sur  l'arete  SC 
(Fig.  7)  prenons  SJf »  1,  et  du  point  M  abaissons  sur  le  plan  SAB 
la  perpendiculaire  MB\  par  le  pied  H  menons  PQ  perpeudiculaire 
sur  SB  jusqu'ä  la  rencontre  de  ;S^  en  Q;  tirons  HR  perpendiculaire 
sur  SA  et  joignons  SH. 

Kons  avons  6videmment 

PQ  =  SQ  sin  V,        SH  «  Äilf  cos  v'  =  cos  v\ 
d'oü 

PQ.SH 

SQ     ' 

Or  le  quadrilat^re  SFHR  etant  inscriptible,  les  deux  angles 
HPR,  HSR  sont  6gaux;  par  suite  les  deux  triangles  PQR,  SQH 
sont  semblables  et  donnent 

PQ      PR       ,,  ^    PQ.SH      „„ 

SQ-SH^     ^^^    -^-^PiZ^sinvcosv'. 

Gela  pos6,  SP  et  SR  ^tant  les  projections  de  SM^  1  sur  les 
droites  SB  et  SA^  on  a 

ÄP=-COSA,  iSÄ=:C08ft; 

d'ailleurs  Tangle  PSA  est  ^gal  ^  v;  11  vient  donc  par  le  triangle  SPR, 

PR^  ^  C08*A+C0S*fi  — 2c0SAC0SfiC0SV. 

Nous  avons  ainsi 

sin*i^inV=  sin^v — sin*vcos*v'==  sin^v — cos*A — cos^fi-{~2cosAcosf4COsv. 

Substituant  cette  valeur  dans  celle  (I)  de  V  et  ^levant  au  carr6, 
on  trouve  la  formule  (HI). 

Teil  Lvn.  10 
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50.  Expression  en  d^tenniiiaBt  du  Toliime  du  MraMre  «nvakiir 
de  trols  arStes  eontigiiSs  a,  b,  c  et  des  inclinaisons  mntiielles  il,  /»,  v 
de  ces  arßtes,  Dans  l'6galit6  36  F'  »  a^b^e^/ß,  rempla^ons  ^f^  pfir 
8on  expression  en  d^terminant  (1)  du  nP  10;  nous  avons 


36F«  =  o«6«c« 


1  cosy  coflft 
COBV  1  cosl 
COS/II    cosl       1 


Multiplions  respectivement  par  a,  h^-c  d'abord  las  trois  lignes, 
puls  las  trois  colonnes;  le  d^termin&nt  sera  nmltipM  par  le  prodnü 
a ,b ,e  y,  a ,b .€  =  a*b^<^\  par  siiite,  si  nous  divisons  hors  barres 
par  a^b^c^,  Ia  valeur  du  second  membre  de  r6galit6  pr6cMente  ne 
sera  pas  altdrte,  et  il  ?ieiidra  encore 


m 


36V*  = 


cfi         abtOSV    daCOSfi 
o&COSV         b^  bcCO^k 


51.  Expression  en  d^rminant  dn  Tolnme  du  tdtraMre»  ea  Yilenr 
des  six  ar^tes  a  et  a\  b  et  b^  e  et  e*,  oppos^  deux  k  deux«  Multi- 
plions par  —2  les  trois  lignes  du  d^terminant  pr^c^dent;  ce  düer- 
minant  sera  multiplii  par  ( — 2)*  =:  —  8,  et  il  vient 

— 2a*         —  2<!S&C0BV    —  2caco8f* 
288F««—    — 2aicosv  — 2Ä«       -2icco8A 

— Soacosfi    — 25cC08l        —20* 

Nous  pouYons  remplacer  le  second  membre  par  ttn  diitermiiiaiit 
äquivalent  du  cinquidme  ordre  et  6crire 

10         0  0  0 

0   14»  *»  i^ 

2887*  =  —    a*  0      —2a*      — 2aftco8v  — 2ea6öfif» 

5*  0  -*3a&oosy      --26*       — 26ecosA 

c*  0  — 2caC0Sft  — 2*ccos;i       —2c* 

0  10  0  0 

10a*"  6*  r* 

0  a*      —2a*      — aoftoos» 
0  J*  — 2a6co8v       —26«      — SicGOsA 
0  c*  — 2caco8f4  — 26CC08A       — 2c* 

Cela  fait,  les  trois  triangles  8BCy  SCA^  SAB  ttous  donnent 
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— 2«iico8v  ■>.  «'»—8»—«»; 

sabstitoons  ces  valeiirs  dans  notre  dernier  d^törminant  et  nons  ob- 
tenons 

10  0  0 


288F»  — 


Ca»*»  «» 

6»    t/t—at-i*      —36«  <i'»-^6«_c« 


Ajoatons  la  Moonde  ligne  &  cbacone  des  trois  snivanteB,  il  aons 


Tient 


288  F» — 


0 

-a» 
c'«— 6« 


0 


0 
J'«-a» 


8i  actaellement  noos  i^oatotis  la  seconde  colonne  k  chacnne  des 
troia  «Qivaiites,  nons  tnmvoiis  rexpresdon  demaadte 


(V) 


288  F»  = 


0  1111 

1  0     a*     6»     0« 
1  ««    0       e"    b" 
1  6»    e*«    0       «'»I 
1  c>    6'«    a'»    0  — 


52.  ExpreerioB  Mreloppte  dn  roliime  da  MtnMre  en  raleur  de* 
slx  arMes  a  et  o',  6  et  6',  e  et  (H,  oppos^  deax  i  denx.  Apr^  avoir 
maltip1i6  par  2  les  trois  lignes  du  d^termiaant  (IV),  b'U  Ton  y  rem- 
place  les  termes  angnlaiFes  par  lenrs  valenr  que  fonmissent  les  tri- 
angles  8BC,  SCA,  SAB,  on  obtient 

2«>  o»+6»-c'»    o«+a»— 6'». 

288r*—    a»-f-J»— «'«  2&»  6«+c«— a'» 

<J^a>— 6'»    6»-fc»— a'«  2c» 

Döveloppant  par  la  r^le  de  Sams,  on  tronve 

288F«  =  8a»i»c»+2(J»+c»-a'»;(c»+o»-ft'»)(a»+6»-c'») 

— 2a»(i«+«»-a'>)»— 2J»(c»+a»-y»)«-2c«(a*4-6»-c'«)», 

et,  0K  «OMtnuit, 

10» 
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(VI)  144F»  =  a*a'*(b*+b'*-{-e*+e'*-a*—a'*) 

+  J»i'«(c»+c'»+a«+a'»— 6»  -b'») 
+  c»c'»(a»4-a'»+J»-f6'«— c«— c'») 

ou 

(Vn)  IMF«  -  aHa'*—b'')(c"—a'*)+a*a'»(i»+e*—a") 
+  6«  (*'«  -  e'*)(a"—b'*)  -j-5»j'»(c»-|-a«—  6'«) 
+  c»(c'»— a'»)(6'« -«'») +«»c'»(a»+6»— c'»)— a«i«c«. 

53.    Antre  forme  du  dMennlnant  (T).    Mnltiplions  les  cinq  co- 
lonnes  de  ce  d^terminant  par  les  prodnits  respectifis 

abc.a'b'</,    a'b'c',    bea',    cab',    aibcf\ 

noas  aaronB  midtipli^  le  d^terminant  par  le  prodoit 

abc.a'b'</.a'b'<f.bca'  .eab'.abi^  —  o»4»c»  . o'»6'V», 

de  Sorte  qu'il  vient 

0            a!h'c'        hca!         cab'  abe' 

abe,a!h'c'      0          abcaa!     abcM'  abcee' 

ab'c'Jbca!  ah'</,aa'        0        ab'c'xe'  ab*e\aa* 

h€'a!.cäb'  hc'a'M'  bc'a',ec'         0  bc'a'.aa' 

ea^b\ahc^  ca'b'xc'  eaVbb' ca'b\aa'  0 

divisons  maintenant  les  qoatre  derni^res  lignes  respectivement  par 
les  prodnits 

abcy     ab'e\     bc'a\    ca'b' \ 

le  d^terminant  se  tronvera  divis^  par  le  produit 

abc .  aVo\bc'cl.  ea'b'  =  aH^<^ ,  a'^'^c'K 

Noas  obtenons  ainsi  l'expression 

0 

bca! 
cab* 
dbe 


288a35«c8.a'»Ä'V8r«« 


(Vni)    288aZ»c.a'ftV.F«  = 


a'b'c*  bca!  cab'  abc' 

0  aJ  W  cc' 

aa'  0  cc'  W 

bb'  cc'  0  aa' 

cc'  bb'  aa'  0 


Dans  ce  d^terminant  on  peut  encore  diviser  la  premi^re  ligne 
et  la  premiöre  colonne  chacone  par  a'b'c'^  ce  qui  revient  ä  le  diviser 
par  le  prodoit  a'b'c'.  a'b'c'  =  a'H'^c'K    D  en  r^sulte  la  formnle 
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(X)     2S8F5»  =« 


0 

1 

hc 
b'c' 

ea 
</a' 

ab 
a'b' 

1 

0 

aa' 

bb' 

oc 

ahc 

6V 

aa' 

0 

cc' 

bb' 

CO 

c'a' 

bb' 

ce' 

0 

aa' 

ab 
a'b' 

ccf 

bb' 

aa' 

0 

54.  Yolnme  du  t^tra^dre  en  Talenr  de  deiix  ar$tes  opposto  et 
de  lenr  plus  eovrte  dlstanee.  Par  las  extr6mit6s  ^  et  C  de  FarSte 
BC  menons  les  droites  BB\  CC^  paralleles  et  ägales  ä.  Färbte  oppos^e 
A4;  tirons  les  droites  SB\  SC  et  B'C'.  Nous  formons  ainsi  le 
prieme  triangulaire  SABCC*B\ 

La  distance  de  Tarnte  SA  au  plan  BCC'B'  sera  6gale  ä  la  plus 
courte  distance  et  des  deux  arStes  oppos^es  SA  et  BC. 

Nous  avons  le  t^traödre  SABC  ^^8ABCC'B'\  or  le  prisme 
triangulaire  SABCC'B'  est  la  moiti6  du  paraliei6pipMe  qui  a  BCCB' 
ponr  base  et  d  pour  hauteur;  et,  comme  le  paralMlogramme 


on  a 

donc 
(X) 


BCC'B'  -=  B&.  BC.  BmB'BC  =  oa' sin«, 


SABCC'B'  «  Joa'sina.^i; 


SABC  ou  r=  \d,aa'^mti. 


Ainsi  le  yolnme  d'un  t^tra^dre  s'obtient  aussi,  en 
multipliant  le  demi-produit  de  denx  ardtes  oppos6es  par 
le  Sinus  de  l'angle  compris  et  par  le  tiers  de  la  plus 
courte  distance  de  ces  mdmes  ardtes. 

55.  Belation  entre  les  plns  conrtes  dlstanees  d,  d*,  d*^  des  arStes 
oppofl^  a  et  a',  h  et  &',  c  et  (H,  et  les  angles  «,  ß^  y  eompris  entre 
ces  arttes,    La  formule  (IX)  nous  donne 

cioa'sin«  ==  d'Wsin/3  —  d"c<?'siny; 

divisons  par  ces  trois  quantit^s  egales  les  trois  termes  respectifs  de 
rdgaüt*  (H)  du  no  39 

oa'cosa+^^'cos/J+cc'cosy  =  0, 

nous  obtenons  la  relation 
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(XI)  _.  +  __  +  ._._o 

56.  Dans  la  formale  (X)  mettons  k  la  place  de  oa^sino  sa  Taleu 
tir^e  de  la  premi^re  des  relations  (I)  da  n^  38}  eile  devi^t,  par 
r^l^vation  aa  carr£ 

144 F«  ^  £?[4a«a'«— (6»+6'«— c«  -c'«)«], 
et  donne 

(XH)     F  =  ^  V(2aa'+Ä«+y«— c«— c'«)(2aa'+c«+o'«—J«— ft'»)- 

57.  Tolome  dn  Utnkdre  en  Taleor  de  trois  fa«e8  et  da  siaos  di 
gopplteent  da  tri^dre  compris.  L'expressiou  (11)  da  n^  48  peat 
s'^crire 

11  z/* 

ob  oo  '^  sinAauifisuiv 

or  on  sait  qae 

bcBial'^iA^     casin^  »  2B,    absmv  '^2C\ 

d'aiUears,  en  verta  de  la  formale  (YIIO  da  nP  17,  on  a 


sinXsinfAsinv 
donc  il  vient  anssi 


«^'5 


(Xni)  V^-^^^A.B.C.J', 

Donc  le  carr6  da  volume  d'an  t^tra^dre  est  egal  aax 
deax  neavi^mes  da  prodait  de  trois  faces  multipli£  par 
le  sinas  da  sappl^ment  da  tri^dre  compris. 

58.  Tolame  do  tötra^dre  en  yaleor  de  deox  faees  et  da  dlMre 
oompris.  Dans  la  fignre  7  menons  DE  perpendicalaire  sar  Varfete 
AB  et  tirons  CE,    Noas  avoos 

AB  CB 
V-^iSAB.CD  =  iSAB.CE^o'  =iSAB.—^^sme'', 

or  le  prodait  AB.  CE  est  6gal  au  double  de  la  £ace  ABC  qae  noos 
avons  repr6sent6e  par  S^  de  m^me  que  la  face  SAB  a  ^t^  döaigute 
par  C;-il  vient  par'  cons6quent 

(XIV)  V^ls,C,^^=\s.C,fAv.c'il^ 
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Ainsi  le  volame  d'un  t^traödre  est  6gal  au  tiers  du 
prodait  de  deux  faces,  maltipli6  par  le  sinns  du  diidre 
compris  et  divis6  par  la  moiti6  de  Tarnte  de  ce  diddre 
(G.  Dostor,  Nonvelles  Annales  de  math^matiques,  2«  särie, 
tome  VI,  1867,  page  413). 

59.  Rapport  des  prodnits  des  arßtes  oppos^es«  La  formule  pr6- 
eedente  donne 


et  de  mdme 

3Fc 


«»-  A,B,EiVLC^ 


jl'oii  OQ  tire,  en  moltipliaut, 
9F»öö' 


4 
Or  nous  avons  tu  au  n^  57  que 


^=  S.A.B.C^mcvoLc* 


V^^^Ä.B.C.J'-, 


par  cons^qnent  on  a  la  face 
(XY)  S^^ 


2    sine  sine' 


On  en  d^doit 


28  _       ^'      _       ^'      —       ^^' 
(-X.V1;  j,  =  gjjj^gin^'  "^  sinJsinfi'       sincsinc'' 

Donc  dans  tont  t6traödre  leg  prodnits  des  aretes 
oppos^es  sont  entre  enx  comme  les  prodnits  des  sinns 
des  diödres  qni  ^mergent  de  cqs  aretes. 

60.  Tolnme  dn  tötra^dre  en  yalenr  d^in  face  et  de  ces  incU- 
nalsons  sar  les  trois  antres  faces.   L'expression  (Xm)  pennet  d'^cnre 

2  _    .  sina'      2  ^   _    sin 6'      2  ^    ^  sin  c' 


-^S.A—f-^^S.B.-jT-'^^S.C 


d'oü  on  tire  les  ^oations 


rsvu) 


Asina'      J5sin6'      CsinV 


qni  ^nt  comtnn^es  entre  elles  avec  V^qnation  Evidente 
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u4C08a'+-5C086'  +  ^C0Sö'  =  iS, 


donnent  d'abord 


B  = }        ,       C  «» -7 j 


pois 

S 


A^ 


a'cota'+i'coti' +c'cotc?' '  sin  a'' 


Mettant  cette  valeur  de  A  dans  Fexpression   V=lS.A.&jia\ 
on  trouTO 


(xvni)  r  = 


^  •  a'cot  a' +5'cot5'+ c'cot  c' 


poor  le  Yolome  da  t^tra^dre  en  valeur  de'la  face  S  et  de  ces  incli- 
naisons  bot  les  trois  antres  faces  A^  B,  C  (Q.  Dostor,  Nonvelles 
Annales  de  Math^matiqnes,  2®  s^rie,  tomeVI,  1867,  page414). 

61.  SnrfSaee  du  trlangle  d^termin^  par  les  interseetions  d*iut 
plan  arec  les  trols  plans  de  coordonn^es«    Le  plan 

(1)  Bß'\-'Qy+Rz+T=0 

conpe  les  trois  plans  de  coordonn^es  k  des  distances  de  Torigine  qni 
Bont 

T        ,  T  T 

(2)  a--p,       ft  =  -Q,       c ^. 

D^signons  par  V  le  yolome  da  t^tra^dre  qni  a  son  sommet  k 
Forigine  des  coordonn^es  et  ces  longaears  (2)  poor  aretes  laterales. 
Noas  avons 

1  T^.d^ 

Mais,  si  noas  d^signons  par  8  la  surface  da  triangle  form^  par  les 
interseetions  da  plan  (1)  avec  les  plans  de  coordonn^es  et  par  p  la 
distance  de  Torigine  an  plan  s^cant,  noas  avons  anssi 

^  9    • 

il  s'ensait  qae 

Or  on  sait  que  la  distance  de  Torigine  an  plan  (1)  est  donn6e  par 
r^qnation 
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T^/fl 


0       A  B         C 

A      1  coev  cosfA 

B  C08V  1  cosA 

C  COSfA  cosA        1 


en  substitoant  dans  la  valenr  pr^c^dente,  on  trouve 

Q        E 

^A         P        1        c 
(XIX)      45»  == 


T* 


P^Q^R^ 


0        P 

P  1  COSV  COSft 

Q  C08V        1  cosi 

R  COSfi  cosA        1 


et,  en  d^yeloppant 


(XX)       4S»- 


r* 


P^Q^R^ 


P*8in*i+2(iR(cosftco8v  —  cosil) 
+  Q*  8m  V + 2  jfeP  (cos  V  C08  il — co8  fi) 
•^  JB*  8m*v + 2  PQ  (cos  i  cos  fAj —  cos  v) 


Tel  est  le  carrä  de  la  double  sorface  du  triangle  en  qaestion. 

62.  Snrjbee  de  la  baue  d'nn  t^tra^dre  en  ralenr  des  trois  ar^tes 
latärales  et  de  lenrs  inclinaisons  mntaelles.  Dans  la  formule  (XJX) 
rempla^ons  P,  Q,  R  par  leors  valeurs  tir^es  des  ^galit^s  (2)  et,  dans 
le  r^snltat  changeons  les  signes  de  la  premi^re  ligne  et  de  la  premi^re 
colonne;  eUe  deviendra 


1 

1 
h 
1 
e 

Si  noos  mnltiplions  les  trois  demiöres  lignes  et  les  trois  demi^res 
colonnes  par  les  quantit^s  a,  &,  <?,  cette  expression  prend  la  forme 
remarqnable 

Ol  11 


1 

a 

.1 

h 

1 

c 

1 

COSV 

COSft 

COSV 

1 

cosX 

COSft 

cosX 

1 

(XXI) 


^s^ 


1         a^        o&cosv    cacOSfi 
1     O^COSV  b'^         ^CCOSX 

1    cacosft    ^ccosA        €^ 


dont  le  d6veloppement 
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(XXn)  ^£P  «  **c«Bm«X+2a«Äc(co8fiCOsv~co8X)* 

-{•  c*a*ßüi*fi+3i*<?«  (cos  VC08  A — cos/*) 
+  a*^^sin^4-2ö'aÄ(cosicosfi — cosv) 

exprime  le  carr6  de  la  double  sorface  de  la  face  ABC  da  t^traddre 
SABC, 

63.  Surfkee  da  t^tra^dre  SABC,  ajant  an  sommet  S  k  l'oriiriite 
des  eoordomi^es,  en  ralear  des  coordonn^  x',  y',  z';  x",  /'y  sF; 
x^r  Sf"',  ^  des  trois  aatres  sommets  A^  B,  C.  Snpposons  les  axes  des 
cpordonnÄes  rectangolaires.    Nous  avons 

(3)     a«-«'«+y'8+»'8,      j««fc"«+y"*+a"«,      c«=:aj*'«+jr*+«'*; 
et,  comme  les  6quations  des  droites  SA^  SB,  SC  «out 


il  vient 

CQ8V5= 


x'^y'^^z"     x"^g'''^M''*     ^^rT^^' 


de  Sorte  qu'on  a 

(4)       oÄcosv  F5  a;V'+y'/+«'A     cacOB^k  «  a'o/^+aj'y^'+a'«"', 
becosX  ^  x"ar+y"y^+z"^. 

Si  noas  snbstituons  les  valeurs  (3)  et  (4)  dans  la  fommle  (IV) 
dtt  n^  50,  nous  obtenons  T^galit^ 

36  F»«   ajV'+yV'+^V'      aj^^+y^^+a-^»  x"a^+y"jr+^'^ 

x'ar+yY+^'^    x"ar+y"y'^+J'f^    a/'^i+j^«^^« 
Le  second  membre  est  le  carr6  du  d^terminant 
x'     y' 


x"     y" 


z 

«"'    jT    ^ 
par  cons6quent  on  a,  en  extrayant  la  radne  carr^e 

x'  y'  / 
X"  y"  J' 
oi"    ff    J" 


(XXIII) 


67  = 


64.    Tolame  da  t^tra^dre  SABCy  en  yalenr  des  eoordonn^es  x,  jr,  «; 
*ii  yi.  aj,;    x^,  y„  «,;    x„  y^,  «,  des  «aatre  «•nut^ts  Ä,  ^,  B,  a 
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Transportons  Torigine  des  coordonn^es  an  sommet  S  et  soient 
«',  y\  J  \  x"y  y",  J'\  a/*',  y*',  t^  les  nonvelles  coordonn^es  des  trois 
antres  sommets  A^  B^  C,  Le  yoluma  du  t^traddre,  exprim^  en  va- 
lear  de  ces  derni^res  coordonn6es,  sera  donn6  par  la  formnle  (XXni). 
Maifl  les  ^galitis 

yi  •=  y+y',  y«  ==-  y+y",    y»  =  y+jT, 

donnent 

flj  "=  aji  —  w^    x"  ^  x^ — «,    ar  s^  x^- — x^ 

y'--yi— y,    v^^y^—y,  t/^^^yz—y^ 

Si  noos  substitoons  ees  valeurs  dans  la  formale  (XXm),  nons  obtenons 

1        «  y  z 


6F« 


«1— flj  yi— y  *!'— » 
ajj — *  y%^y  H — * 
«s— «^   ys— y    »8—« 


0    «1 — X    y^ — y    «1  —  z 
0    a^— «     ^2 — y    z^ — z 

0   «3—»    ys— y   «8—« 


(XXIV) 


6r= 


Dans  le   second  d^terminant  U   suffira  d'ajonter  la  premi^ 
ligne  ä  chacune  des  trois  saivantes,  poar  ayoir  Texpression  demaiid6e 

1    X     y     z 

1    a^    yi    «1 

1   »«   y«   »2 

1    o;,   y«    »8 

65.    M^ihode  dlreete  poiir  d^terminer  eette  formnle*    Le  plan 
M^M^M^^  qui  passe  par  les  trois  points 

-^i(«i»  yi5  «i)»    -ä^(«8i  yt»  ««)>    -^8 («8»  ysi  »s)? 

a  ponr  ^quation 

X      y 

«i  yj 
^  yt 

a?8  y8 

qne,  ponr  abr^ger,  noos  6crirons 

(6)  -4Ä+^y+C5i+7>  — 0, 

oü  d^)  y«  «  d6signent  les  yariables  conrantes.    Dans  eette  iqnatlon 
les  coefüdents  A^  B^  C  sont  les  d^terminanta  respeetitii 


(5) 


•wO, 
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1     9i    »1 

1    «1    «1 

1    «1    yi 

1    yt    «8 

,         + 

1      »2      % 

1 

1    ««    yt 

1    y»    «8 

^    a^a    «3 

1   «i»  ys 

ces  d6terminants,  an  signe  pr^s,  repr^sentent  les  doables  gorfaoes 
des  projections  da  triangle  M^M^M^  sor  les  plans  de  coordonn^es 
OYZj  OZX^  OXZ\  par  suite  la  racine  carr^e  de  la  somme  des  carr^ 
de  ces  trois  d^terminants  ezprime  la  double  sorface  de  ce  triangle 
M^M^M^,  c'est-ä-dire  que  V^» ^B^+C«  =  2M^M^M^. 

Snpposons  que  a;,  y,  z  soient  les  coordonn^es  d'un  point  S  sitae 
hors  du  plan  (6);  la  distance  d  de  ce  point  an  plan  (6)  sera 


d  = 


Ac+Jgy  +  Cg  +  Z> 


on  en  tire  2,MiM^MQ,d  =  Ax-^-By+Cz-^-D.     Or  2.MiMiM^.d 
est  6gal  ä  six  fois  le  yolume  Fdu  t^tra^dre  SM^M^J^^  donc  on  a 


6r=  -4«+JBy+Cfe4-Z>, 


on  bien 


6F  = 


1    a; 
1    o:, 

1      X, 


y 

Vi 

y% 


1    a^s    ys    «8 


Mnltiplions  la  premiöre  colonne  snccessivement  par  les  quantites 
arbitraires  a,  6,  c  et  retranchons  les  produits  obtenus  des  trois  aatres 
colonnes,  la  yalenr  du  d^terminant  n'est  pas  alt6r6e,  et  il  vient  encore 


(XXV) 


6r« 


1     X  — a  y  — b  z  — c 

1     a^i  —  a  y^  —  b  z^ — c 

1     iCj, — a  y^ — b  z^^c  ' 

1    x^--a  y%—b  ys—e 
oü  a,  &,  c  sont  quelconques. 

66.    Yolume  du  t^tra^dre  compris  sons  les  qnatre  plans 

(1)  Ax  +By  +Cz  +Z?    «  0, 

(2)  A'x+B'y  +  Cz+iy    «0, 

(3)  A"x'\-B''y-\-a'»i-jy'  =  0, 

(4)  A'"x-{'B^y-\-C^z+D^  «  0. 

Soient  x,  y^  z  les  coordonn6es  du  point  d'intersection  des  trois 
plans  (2),  (3)  et  (4);  x\  y'^  z'  celles  du  point  d'intersection  des  plans 
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(3),  (4)  et  (1);  rc",  y",  a"  les  coordoim^es  de  rintersection  des  plans 
(4),  (1)  et  (3);  enfin  sc*',  f/"^  s^  Celles  de  rintersection  des  plans  (1), 
(2)  et  (3).    Le  yolnme  du  t^tra^dre  sera 


6r  = 


1  X  y  z 

1  x'  /  z' 

1  rr"  y"  /' 

\  oF  %f  i" 


Moltiplions  ce  d^terminant  par  le  snivant 


D^ 


D  AB  C 

ly  A'   B'  a 

ly  Ä'  ^'  a' 

jy«  j^    ff»  Cfi 


nouB  obtenons 
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im 

tttt 
^^^^ 

\u   w  w  )>^ 

tttt 

te    bs  Q)  te 

S  <  <  *"' 

+  ++t 

tj  ^  tj  tj 

ttt;t 

»r  t»;  <  8' 

tttt 

«r  «<  «e'  «e 

+  +  +  + 
«i  <^  «^  «^ 
"^    »^  «^  •» 

IUI 

^  ^ «! «' 

tttt 
lä  lä  fo  t^ 

<  <  < ««' 

+  +  +  + 


'S 

+ 
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(6) 


Cela  posö,  le  point  («,  y,  0)  appartenant  anz  trois  plana  (2),  (3) 
et  (4)  mais  M  tfouvant  ext^rienr  an  plan  (1),  On  a  ^Tidemment 

A»  +Bff  -1-Cl»  +D  —  1, 
Ä'x+B'y-\-C»-\-iy  =0, 
A"x+Bf'»'^<?'g-\-ir  -0, 

^"'aH-i3"'H-C"H-JE>"'-  0; 
et  de  mime 

^    +Äy'    IfC«'   +X>    =0,        Ab"   +^'   4-C!/'   4-D    =0, 
Ä'a/  +B'y'  +CV  +i)'  =  i',       iV  +Ä'y'  +CV'  +/)'  =  0, 

^v  +Ä'y  +CV  +iy  =  0,     iv  +5"»"  +c"«»  +i?" =r, 

ifV+Ä^V+CV+i)"'  —  0,        A"y-{-B"W'+C'"»"-i-D"'  =  0, 
Ae"'   +fly"'   +<V«   +i)    =0, 
^V"  +Ä'y'"  +CV"  H-iy  =0, 
^V«  -i-Ä^y"' + C">i"'  +&'  =  0, 

Ces  (qnations  ridiiisent  la  Taleui-  (5)  k 

10    0    0 
0    i'  0    0 
0   0    1"  0 
0    0    0     1"' 
oü  0  reste  k  diterminer  les  constantes  A,  1',  l",  l'". 

Ponr  «Toir  i^  il  anffiia  d'^Uminer  «,  y,  a  entre  les  quatre  ^qaa' 
tions  (6).   Kons  obtenons  ainsi  l'^galit^ 

A     B     C    D  A     B     C     l 

A'  B'  C  D»  _A'  B*  C  0 
A"  ff'  C"  D"  ~  4"  ff'  C"  0 
A'"B"'  C*  D"'       A'"  ff"  C"  0 


(7) 


6FD=s= 


=  XVÜ'k"; 


0  = 


A     B  C     D   —l 

A*    »  CD*  — 0 

A"    ff'  C"    E/'—O 

A'"  ff"  €"'  D'"--0 


qni,  en  laisant  nsage  de  la  notation  abr6g^  revient  k 

lAffCiy") 
O-D+i(il'B"ü"0,    d'oü    *-=-  (TFc^Ö*- 

On  troavendt  de  mime  que 


„_      {AffC'D>")    .„_     (AffC'D'") 
l  ——    ^'ßiuc)  '  *  —       (A"'BC') 

par  coDB^nent  fl  vient 


.  i..=  _ 


{AffCiy") 

(AffC)    ' 
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.  ,  ,M.,.,     {AB'C'iy)^ 

Si  nous  substitaons  cette  valenr  dans  r6qoatioii  (7),  nons  troa- 
verons,  poor  le  volome  demand6, 


6F  = 


ou  bien 


(AB'C"),{Ä'B^C"').(Ä"B"'C),  {Ä"'BC')  ' 


(XXVI) 


A    B 

C    D 

s 

A!  B'  <f  D 

A"  Bf'  C"  LI' 

A"  Bf"  C"  D'" 

ABC 

A! 

B'     C 

A"  ä'  er 

A'"  B'"  C" 

Ä'  B'  C 

X 

Ä' 

5"    C" 

X 

A'"  B"'  C" 

X 

ABC 

A"  Bf'  C" 

A'" 

B 

rir   fyiii 

A     B 

C 

A!    B'    C 

6F  = 


Cette  formnle  est  dne  ä  Joachimsthal  (Journal  der  reinea 
und  angewandten  Mathematik  von  Grelle;  T.XL,  p.21— 47). 

67.  Produit  des  TOlumes  de  denx  tötraMres  en  yaleur  des  seile 
distances  des  quatre  sommets  du  premier  tötraMre  aux  qnatre  som- 
mets  du  seeond.  Soient  V  et  V'  les  Yolumes  de  deux  t^tra^drea 
SÄBC^  S'Ä'B'C  ayant  leurs  sommets  respectifs  aux  points 

S{(ßiyi^\      -^(«iiyij«i)»       ^{^y%,»i\       c{x^,yzfH)\ 
Nous  avons 


6F  = 


1 

0 

0 

0 

0. 

0 

1 

X 

y 

% 

0 

1 

flj, 

yx 

H 

0 

1 

«a 

y% 

H 

0 

1 

«8 

y^ 

«3 

6r' 


0    10 

0 

0 

10«' 

y' 

m' 

1  o.v 

»/ 

h' 

. 

1    0    a?,' 

y.' 

h' 

1    0    «s' 

y»' 

V 

Multiplions  ces  deux  egalites  membre  k  membre,  il  vient 
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All  ^ 

j*  j«  ^  ^ 
j»  ^  5  \ 


tfft 

cä»^  j»  4»    *»- 
^  Jt  ^  S: 

c?    d?    ?      «L 

Repr^sentons  les  distances  des  sommets  da  prämier  t^traödre  k  ceux 
du  second  par  le  notation 

«S»==4ii,    ÄS'^d^,    Bff^d^^,    CS^^d^^, 

SB'^djs,    AB'^d^^,    BB*^d^^    CB'=d^, 
SC'=di^,    ÄC^d^,    BC^d^y    CC'^d^', 

et  ^esignons  les  distances  des  meines  sommets  ä  Torigine  des  coor- 

donn^es  par  les  lettres  snivantes 

SO  «8,     ÄO  ^  a,     BO  =  b,      CO  =  c, 

fi'Orss',       ii'0=:a',     Ä'0  =  V,      C"0  =  C'. 
TeilLYIL  H 
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n  est  Evident  qae 

on  en  tire 

On  obtiendrait  des  valeurs  analogaes  poor  les  autres  sommes  de 
produits. 

Cela  6tant,  dans  notre  dernier  d^terminant,  moltiplions  les  qaatre 

demi^res  lignes  par  2,  pnis  divisons  par  2  la  prämiere  colonne  r6- 

sultante;  le  d^terminant  sera  multipli6  par  2*:  2  ==2' =  8.    Rem- 

plagons  ensuite  les  sommes  de  prodaits  par  lenrs  valears 

BÄ-f-B«— dii«,    8*+s'«— di,>,    etc.; 

nons  obtenons  T^galit^ 

—  288rF'  = 

Ol  111 

1   sM-s'^-c^u«  a«+8«— 1^»  bH-s'*— ^1*  c«-H'«— ^41« 

1  gä+a«— i^M«  a»+a'*-^2*  bM-a'«— f^,»  c^+a^-d^,« 

1  8H-b'«-dis«  aM-b'»~V  bM-b«-d33«  e^-V^-^d^ 

1  s«+c'2— dj^a  aM-c'«-d84*  b«+c«— ^34»  c^-c"^-^^ 

Ponr  transformer  ce  d6termmant,  conservons  la  premidre  colonne. 
moltiplions-la  ensuite  successivement  par  s^  a«,  b«,  c«  et  retranchons 
les  prodnits  respectivement  des  qaatre  demi^res  colonnes;  le  d6ter- 
minant  an  change  pas  de  valeur  et  Ton  a 


-288Fr'  = 


s«-c?n« 
a«-d^« 
b'«-ö,3« 


111 

8'*— «2»*       B«-d3i«       S«-rf4,« 

a«-da,8    a'«-^«    a«— d^,« 
b'^-dgj»    b^-dj^a    b^-d^a* 

C'*— d,4»      C'«— Ci54«      c'>-tl44« 


Dans  ce  d^terminant,  conservons  la  premi^re  ligne;  moltipliona-la 
ensuite  successivement  par  s'*,  a'*,  b'«,  c'*  et  retranchons  les  pro- 
dnits respectivement  des  quatre  demi^res  lignes;  le  d^terminant  con- 
serve  sa  valeur,  et  il  vient 


0 

1 

1 

1 

1 

1 

-«^11* 

-d»,* 

-d.1* 

-d^* 

288  FF' = 

1 

-d.,> 

-d«* 

-d^' 

— d«* 

1 

-d..* 

-d»,« 

-du' 

—du' 

1 

-^4» 

-du* 

-du* 

-du' 
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Enän,  si,  dans  ce  d^terminant,  nous  mnltiplions  par  — 1,  d'abord 
les  quatre  dermis  lignes,  puis  la  premiöre  colonne  r^snltante,  le 
d^terminant  sera  moltipli^  par  la  cinqui^me  pnissance  de  — 1,  chan- 
gera  de  signe  et  deviendra 


(XXVII)     288  FF'« 


0  1111 

1  äti'  d^'  ^1*  ^41* 
1  ^s*  ^s*  ^2*  d^^ 
1     d^'    ^s*    ^*    d^^ 

1      ^4*      ^4*      ^4»      ^44* 

pour  la  valeur  cherch6e  du  produit  288  FF'. 
Si  les  denx  t^tra^dres  co'mcident,  on  a 


du=Oj     d^i  ' 
^  =  0,     ^88  = 
cÄjs-O,    d^ 
^44  -  0, 
et  il  yient 


288  FF* = 


comme  an  n^  51. 


»48 


1 
0 


1 
0 


1 

0 
a'*    0 


1 


.« 


'  ^w  =  ^»    €224  =  ^4,  =  5', 


<^^i 


§  in.    Eiyresslons  dlTcrsM  dv  rayon  de  la  spkire  elrMiiserite  av 

t^traj^re. 


.  68.  Expression  en  d^termlnant  dn  rayon  22  de  la  sph^re  elroon- 
sertte  an  t^tra^dre  SÄBC,  en  yaleor  de  trois  ar^tes  eontignSs  SA:=:icl, 
SB=ib,  SC=zc  et  des  inellnaisons  mntnelles  de  ees  arStes,  ßSCz=zX, 
CSA  =  /«,  ASB  =  V.  Prenons  le  sommet  S  pour  origine  et  les  arötes 
SAj  SB^  SC  pour  axes  des  coordonn6es.  D^signons  par  x,  y,  z  les 
coordoim^es  du  centre  O  de  la  Sphäre  drconscrite.  Le  centre  O  sera 
le  point  d'intersection  des  trois  plans  61eY^s  sur  les  milieux  des 
aretes   a,  b,  c  perpendicnlairement   k  ces   aretes;    par  cons^quent 

2*   2*  2   ^^^^^^  ^^^  projections  orthogonales  du  rayon  SO  =  R  sur 

les  trois  axes  de  coordonn^es  8X^  SY,  SZ\  de  sorte  que,  si  er,  /?,  / 
Bont  les  inclinaisons  de  SO  sur  ces  trois  axes,  nous  avons 
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(1)  assi2Reosa^    b^2Rcoaßy    «  »  2J3cOBy. 

Cela  po86,  projetons  le  rayon  SO  et  la  ligne  briste  a?+y+s 
successivement  aar  SO  et  snr  les  trois  axes  de  coordonn^es;  nous 
formons  les  qnatre  6qaations 

— JR+fljcosa-f-yco8/J+»cosy  «  0, 
— i2co8a-|-«+ycos v+«cosfi «  0, 
— JRcos/S+a^co8v+y+«co8*  =  0, 
—  Äcosy+accosfA+ycosA+a  =»  0. 

Entre  ces  qnatre  ^qnations  ^Uminons  les  trois  variables  x,  y,  z\ 
noas  obtenons  rdqnation 


1  cosa  cos/}  cos/ 

COSa          1  COSV  COSft 

cos/}  cosv  1  cosA 

COSy  COSfA  cosil  1 


0. 


Si  jious  moltiplions  la  premiSre  ligne  et  la  premi^re  colonne  par 
2iZ  et  qne  dans  le  r^snltat  nons  faisons  la  snbstitntion  des  valeurs 
(1),  nons  trouYons  T^qnation 


0, 


4BS 

a           b           c     \ 

(D 

a              1        COSV     C0Sf4 

b       COSV       1      cosA 

C        COSfA     cosA       1 

qoi  nons 

donne  Texpression  demand6e 

0      a         b         e 

(H) 

4R«z/«  =  — 

a       1        COBV     COSfi 
ft    cosv       1      cosA 

c    cosfi    cosA       1 

69.  Expresdon  d^Tekpp^  dn  rajon  de  la  sph^  elroonscrito 
an  t^tra^dre,  en  Talear  des  trois  arßtes  contifirnSs  et  des  IneUiudsoiiB 
mntaelles  de  ces  aretes,  Le  second  membre  de  l'^qnation  pric^dente 
revient  ä 


a        b        c 

a         b          C 

a        b         € 

COSV       1     cosA 

— i 

1      COSV  COSfi 

-w 

•     1      COSV  COSf* 

COSfi  COSV      1 

cosfi  cosA    1 

cos  V      1    cos  A 

ces  trois  ditenninants  sont  respectivem^t  ^anx  ä 
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asin^A + b  (cos  k  cos  (i — cos  v)  +  ^  (cos  v  cos  iL  —  cos  fi), 
—  dsin  V —  «(cos  f&  cos  V  —  cos  X) — a  (cos  il  cqs  fi — cos  v), 

C8in^+o(C0SV008il  —  C08fi)+*(C0Sf4C08V  — cosil); 

multipliant  par  les  qnantit6s  respectives  o,  — b  et  (?,  pnis  sgoutant, 
on  trouve  que 

(III)  4ä*  -^*  =-  a«  Bin^A +2^  (cos  f*  cos  v  -  cos  l) 

+  6%inV+2<?o(cosvco8A  — cosfi) 
-|-  c*sin*v + 2a*  (cos  A  cos  ft — cos  v). 

70.  Expression  en  d^terminant  du  rayon  de  la  Sphäre  ciroon- 
seiite  an  t^tra^dre,  en  Taleur  des  six  ardtes  a  et  a',  6  et  &S  c  et  &, 
oppos^es  denx  k  deiix«  Dans  le  d6teriiuiiant  (II),  multiplions  les  trois 
denü^res  colonnes  respectivement  par  2a,  2d,  2<;,  puls  les  qaatre 
demidres  lignes  r^sultantes  par  i,  a,  5,  c;  noas  obtenons  l'^quation 

0          a«  ^«            c« 

a^        2a*  2<i&C08v  20acoSfi 

b*  2abQOSv  2b*  2bccOBk 

c*  2caC0Sf4  25cco8il        2c* 

ou,  en  remarquant  que  aH*<?ä*  =  36  F*  et 

2a*C08V  =  a2+6»— c'«,     2<»C08^  —  c>+a«— *'« 
2a*cosv  =  a«+6«— c'«,     ' 

0               a«                    6«  c* 

a*            2a*  a*+b*—c'*  c*+a*~'b'* 

j^  a*^b*—c'*            2b*  h*^(?'-a'* 

c^  c«+a«  — 6'«  b*'^c*—a'*  2c* 

Betranchons  la  premi^re  ligne  de  chacone  des  trois  suivantos;  il 
noas  vient 

0  a*  b*  c* 


iea*h*<^J*R*  =-  — 


ÖTCr^Ä«  —  — 


b7ßV*E* 


a*—c'*    a«— 5« 


b*    b*--c'* 


b* 


b*^a'* 


c*^b'*     c*-'a'* 


Si,  actaellement,  noas  retranchons  la  premi^re  colonne  de  cha- 
CUB&  des  trois  suiyantes,  nous  trouvons 
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576  F«Ä^. 


0 

a« 

6» 

c« 

a« 

0 

-c« 

—  6« 

6« 

-c« 

0 

_«« 

c» 

—6« 

— a« 

0 

Eutin  changeons  les  signes  des  trois  derni^res  lignes,  puls  le 
signe  de  la  premi^re  colonne  resultante;  le  d^tenninant  sera  mnltipli6 
par  la  qnatriöme  j)aissance  de  — 1  et  n'aura'pas  chaiig6  de  signe. 
Nons  avons  ainsi  Fexpression  demand6e 


(IV) 


576r»122  =.— 


0 

a»     ««     c» 

a« 

0       <!>»     b'* 

6« 

c«*     0     a« 

c» 

i«    a«     0 

71.  Calcnl  dlrect  de  ce  d^terminant.  Supposons  qne  le  t^taraddre 
SABC  seit  rapport6  an  centre  de  la  sph^re  circonsörite  et  d^signons 
par  Ä,  y,  «;  %,  yi,  f^\  a^,  y,,  «j-,  a?8,  ys,  »3  les  coordonn^s  des  qnatre 
sommets  S^  Ä,  By  C. 

Dans  Texpression  (XXTV,  n^  64)  dn  volume  V  du  t6traddre, 
mnltiplions  la  premi^re  colonne  dn  d^terminant  d'abord  par  R^  puls 
par  — R\  nons  obtenons  les  denx  6galit^s 


6Kß« 


R  X  y  z 

Ä  a?i  yi  sfjL 

■ß  ajg  yj  «2 

^  ^  Vz  H 


— 6FK« 


— jR  X  y  z 

—R  x^  yi  «^ 

—  jR  acg  y,  «2 

— Ä  «8  y«  «^ 


dont  le  produit  est 
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8 
^ 

^ 


te  ^  ^  ^ 

nn 

rrt 

im 
Hfl 

im 

Im 

44U 


Gela  troav^,  les  sommets  S^  A^  B,  C  6tant  sita6s  sar  la  Sphäre, 
nons  ayons  d'abord 
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— Äi+as« +»» +«»  =0, 

U  yient  ensuite 
ou 


a«  =  2[Ä«-(a^,+y2^,+Ä«,)], 


de  Sorte  qu*on  a 


—  Ä^+xiTa+yya-l-«»»  =""2"'     —-«*+ 2^1*2 +yiy2+«i«2  == -"Y" 

Substituant  toutes  ces  valenrs  dans  notre  dernier  d^terminaDt  et 
moltiplions  las  qnatre  colonnes  par  — 2;  le  d^terminant  sera  multipli^ 
par  (—  2)*  =  16  et  nous  obtiendronB  eucore  la  fonnnle  (TT). 

72.  Denxi^me  forme  da  d^rminant  qul  donne  le  rajon  de  la 
Sphäre  drconscrite  an  t^tra^dr^,  en  ralenr  des  six  arßtes.  Molti- 
plions  les  trois  denii^res  colonnes  du  d6terminant  (lY)  par  les  qoan- 
tit^s  respectives  JV,  (?a\  a^h^\  le  ddterminant  se  trouvera  multipM 
par  le  prodnit  b'^c^.c^a^.a^h^  »=  «*M-tf*  et  Ton  aura 


576a*6*c*F«Ä«  =  — 


0     a^i^c^     a^^c^     a%^c^ 
4?    <;«Ä%«    c?»aV«      0 


Divisons  maintenant  les  qnatre  lignes  respectivement  par  a^b'^e^y 
a\  b\  c*;  le  d6terminant  se  trouvera  divis6  par  le  prodnit 
a^^c^.a^.b^.c^  de  sorte  qu*ü  vient  auasi 


(V) 


576F*i?ä  =  — 


Ol  11 

1      0  c«c'«    6*4'» 

1     e^c'*  0      aV» 

1    b*b'*  «»«'«     0 
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7S.  TroisRme  forme  da  d^termlmant  qid  donne  le  rajron  de  la 
Sphäre  dreoBserite  an  tStraMre  en  ralenr  des  six  aretes.  Dans  ce 
demier  d^terminant  multiplions  les  quatre  lignes  par  les  quantites 
respectives  <M'bb'ec\  aa\  hh\  cc'\  le  d6terminant  sera  multipli6  par 
le  produit  aa'hb* cc\aa\hh\cc*  =^  a^a'H'^h'^€^c'^\  nous  avons,  par  suite, 


0      aaWcc'     aa'hb'cc'    aaWcc' 


aa* 

0 

aa'e'e'» 

aa'b*b'* 

bb' 

M'cV» 

0 

bh'a*af* 

c<^ 

ce'b^b'^ 

cc'a^a" 

Ö 

576aV?5%'«öV2  78Ä» 


Divisons  actuellement  les  trois  demi^res  colonnes  respectivement  par 
hb'cc'^  cc'aa'y  aaW  \  le  d^terminant  se  trouvera  divisö  par  le  produit 
hb'cc'^cc'aa'.aaW  ^  a^a*H^*^c^c'K    II  vient  donc  eucore 


(VI) 


576^2122==  — 


0  aa'  bb'  cc* 

aa*     0  ec'  bb* 

bb'  cc'  0  aa' 

cc'  bb'  aa'  0 


74.  Expression  d^relopp^  de  la  raleiir  de  hlQV^R^.  Dans  ce 
d^terminant  remplagons  la  premi^re  colonne  par  la  somme  des  quatre 
colonnes;  nous  obtenons 

aa'+bb'-^-cc'  aa  bb'  cc' 

^ij^b^^cc*  0  cc'  bb' 

aa'+ÄÄ'-fcc'  cc*  0  aa* 

aa*+bb*+cd'  bb*  aa*  0 


576  7  W  =  — 


Nous  voyons  ainsi  que  le  d6terminant  (VI)  est  divisible  par 
aa^-^-bb'^cc*.  Si  Ton  avait  remplac6  la  premiöre  colonne  par  la 
somme  des  quatre  colonnes  respectivement  multipli^es  par  1,  1,  — 1 
et  —1,  on  aurait  vu  que  le  döterminant  (VI)  est  aussi  divisible  par' 
bb^'{'cc*—aa*,  H  est  facile  de  voir  qtfil  est  de  memo  divisible  par 
47c'-i-ö«' — **'  et  par  aa*^bb*—cc*  et  qu'en  definitive  *on  a 

(VH) 
576  V^R^  =  (aa*+bb*+cc*)  (bb*-^cc''^aa*)  {00*-+^* --bb*)  (aa'+Äft'-cc'), 

OQ 

(VHI)  72K«i22  =  P«(P«—aaO(^*—*^0(^*  — <?<?'), 

en  posant 


aa*+bb*+cc*  «  2P» 
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Cette  denü^re  formule  (Vm)  est  due  ä  Grelle  (Crelle,  Samm- 
lang  mathematiBcher  Aufsätze  und  Bemerkungen,  T.  1,3. 
page  105). 


§  IV.    Ray«!  de  la  spUre  iucrite  daiis  le  titraMre. 

75.  Prenous  encore  le  sommet  S  pour  origine  et  les  aretes 
SÄ^  SBy  SC  pour  axes  des  coordonn6es.  Soit  O  le  centre  de  la 
Sphäre  inscrite  dans  le  t^tra^dre-,  d^signons  par  2r,  y,  sr  les  coor- 
donn^es  de  ce  centre  et  par  r  le  rayon  de  la  sph^re. 

L'6quation  du  plan  de  la  face  SBC  ou  du  plau  d^s  yz  6tant 
o; »  0,  nous  obtenons  la  distance  du  centre  O  ä  ce  plau,  en  faisant 
ul»l,  ^»(7«Z>»0  dans  la  formule  g6n6rale  qui  donne  la 
distance   d'un    point   k  un  plan.     Cette  distance  6tant  repr6sentee 

0*8^8  fsinX 

par  r,  nous  avons  ainsi  l'^galit^  — j"  ==  ßin^il,  qui  donne  x  =     ^    . 

Les  coordonn6es  du  centre  de  la  sph^re  inscrite  dans 
le  t^tra^dre  seront  par  suite 


rslUÄ                   rsmu 

(1)           ^-  j  ^    y-  j  ^ 

rsinv 

ce  centre  appartient  k  la  droite 

^  ^  sinil      8in|ü      sinv' 

qui  a  tous  ses  points  6galement  61oign68  des  trois  faces 
du  tri^dre  S. 

Le  plan  ABC,  passant  par  les  extr^mitös  des  aretes  SÄ  =-  a, 
SB  ==  5,  iS(7=  c,  est  repr6sent6  par  T^quation 

La  distance  du  centre  O  ä  ce  plan  se  trouvera  en  faisant 

^=7.    Ä=r'    «'=?•    p=" 

dans  la  formule  qui  donne  la  distance  d'un  point  h  un  plan. 
Cette  formule  donne  ainsi 
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(sinil     sinjx     siny     JY  JL 


1^ 
a 
1 

b 

1 
c 


et  donno 


(sinA  .  sinfi  ,  sinv     -^\'      
a    '^    h    '^    e    ~  r)  ^ 


1^ 

1 

b 

1^ 
c 

1 

C08V 

COS 

f* 

C08V 

1 

cos 

A 

COS  11 

cosA 

1 

0 

1^ 

a 

1 

6 

c 

1 
a 

1        C08V 

COSfi 

F    ^^^ 

1 

cos  A 

—     cosfi   cosA 

1 

0, 


Or,  en-  vertu  de  r6galit6  qui  pr^cöde  la  fonnule  (XXI)  du  n^  62, 
le  second  membre,  multipli^  par  a^b^c^^  est  6gal  au  carr^  de  la 
double  surface  S  du  triangle  ABC.    Kous  avons  donc 


siha  ,  smjx  ,  sinv 

\ 

a     ^    b    +    c 

d'oü  nous  tirons 

- 

(D 

J      sinil  .  sin^ 
r'^    a      ^    b 

■f) 


"*"     c    —  aic' 

Gette  formule  donne  les  rayons  des  deux  sph^res  tangentes  aux 
quatre  faces  du  t^tra^dre,  lesquelles  sph^res  ont  leurs  cQntres  situ6s 
sur  la  droite  (2).  ^ 

Si  Ton  a  sein  de  changer  dans  cette  ^quation  (I)  successivement 
le  eigne  de  sinA,  siiifi,  sinv,  on  formera  les  trois  6quation8 


(H) 


sinjx 


sinv     sinX     2iS 


sinv     sinil 


a 


^      sinA  ,  sinfA     sinv     2S 
f^^    a    ^    b  T  —  '^c' 


qni  donnent  les  rayons  des  six  autres  sph^res  tangentes  aux  plans 
des  quatre  faces  du  t^tra^dre. 
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X 

siiiil 

= 

y 

Biiifi 

Z 

sinv' 

X 

sinX 

=- 

y 

siiift 

sinv 

X 

-= 

y 

Bina 

z 
sinv 
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Ges  sph^res  ont  leurs  centres  8xtu6s,  deox  par  denz,  Bar  les 
droites  respcctives 


(4) 


qui,  6tant  dirig^es  dans  rint^rieur  des  trois  tri^dres 

SA'BC,    SAB'C,    SABC\ 

form6s  par  deux  des  aretes  Äl,  SB^  SC  et  le  prolongement  de  la 
troisi^me,  sont  les  lieox  des  points  ^qaidistants  des  faces  de  ces 
triedres  (G,  Dostor,  Nonvelles  annales  de  math^matiqaes, 
2«  s6rie,  tome  XH,  1873,  page  367). 

L'6quation  (1)    peut  d'ailleurs  s'obtenir  directement     En  effet, 
en  y  faisant  ävanouir  les  d^nominateurs,  on  la  change  en' 

ahcd  ^  r(Äcsmil-f-öasiaf*+^Ä*^^i2iS). 

mais,  en  d^signant  par  V  le  Yolume  da  t^txa^dre  et  par  A^  B,  C  les 
trois  faces  SBCy  SCA^  SAB,  on  a 

abcJ  =  er,    ^csinA  =  2A,    casini*  ==  2J?,    absinv  =  2(7, 

ce  qai  r^doit  notre  ^qaation  k 

SV=^r(Ä  +  B+C±S), 
d'oü 

V=(Ä+B+C±S)l. 
ce  qai  est  Evident 


§  y.    TteaMre  drc^nscriptiUe  par  les  aretes. 

76.  Noas  donnerons  ce  nom  aaz  t6traödres  dont  les  six  aretes 
sont  tangentes  k  une  meme- Sphäre. 

Conservons  toates  les  notations  pr6c6dentes  et  appelons  o,  /3,  y^  ö 
les  Segments  des  aretes  qai  sont  compris  entre  les  sommets  Ay  B,  C,  iS 
da  t^tra^dre  et  les  points  de  contact  de  ces  aretes  arec  U  sph^re. 
Noas  avons 
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(1)  i "  ="+*'  *  -/»+*»  "  ~y+*. 

\a'  =  ß+y,    6'  =  y+«,    </  =  «+/?, 

d'oü  nons  tirons,  en  ajoatant  verticalement, 

(I)  a+ß+Y+ö  ^  a+a'  '->  b-^b'  «  c+ö'. 

Donc,  dans  tont  t^tra^dre  circonscriptible  par  les 
aretes,  les  sommes  des  arStes  oppo^^es  sont  Egales  entre 
elles. 

77.  Cosinus  des  angrles  an  sommet  S,  D6signons  toigours  cos 
angles  BSC^  CSA^  ASB  respectivement  par  X,  ft,  v,    Pnisqae 


a'»«=^,^+c«— 2^^ccosA, 


il  Yient 


cosi^ 


b^+^^l     {ß+S)^(y+6)^-{ß+yY     2(^3)(y-K)-~4igy. 


2bc 


2ßy 


1  — 


2ya 


cosv  =  1  — 


2bc 
2aß 


ab 


2bc 
nous  avons  donc 
(II)       cosil  «  1—  ^>     COSft 
d'oü  on  tire 

(BD  ^\-l,e.  ■         ca 

78.    Yolnme  dn  t^tra^dre.    La  formnle  (IT)  du  n^  50  nons  donne 

—1         —cosv      — COSfi 


sin*v  «=  ~. 
ab 


36F«  =  — a%2c2 


—COSV       — 1        — cosA 
— cos^    — cosA      -=-1 

1 


a»6  V 


0  0  0 

1  — 1  —cosv  — COSfi 

1    — COSV      — 1  — cosil 

1    — cosfi  —cosil       — 1 


si  nons  ajontons  la  premiöre  colonne  k  chacnne  des  trois  snivantes, 

il  nons  yiendra 

11               1  1  I 

1            0           1  —  COSV  1 — cos/n  I 

1    1— COSV          0  1— cosA  !' 

1    1  — cosfi    1  — cosil  0  I 

mais  nons  avons  par  les  6galit6s  pr^c^dentes  (II) 


36V«=  — a^ftV 
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2By  2ya 

l  —  cosA^-r^.     1— costt=-V>     1 


bc 


ch 


•cosv 


2aß 


Substituons  ces  valenrs  dans  notre  dernier  d^terminant,  pnis  mnlti- 
plions  respectivement  par  a^  by  c  d'abord  l@s  trois  dernidres  lignes 
puis  les  trois  demi^res  colonnes;  nous  troavons 


367«  =  — 


labe 
a      0      2ßa    2ya 
b    2aß      0      2yß 
c    2ay    2ßy       0 


Si  nous  divisons  les  trois  derni^res  lignes  par  2  et  qne  noas 
multiplions  aussi  par  2  la  premi^re  colonne  resultante,  le  d^terminant 
sera  divis^  par  4,  de  sorte  qn'il  nous  viendra 


(IV) 


972  =  — 


2  a      b    c 
a  0     aß  ay 
b  ßa    0   yß 
c  ya  yß     0 


«ä^Sy« 


a 
a 

0 
1 
1 


b 
ß 


1     1 

0  1 

1  0 


pour  le  triple  carr6  du  volume  du  t^tra^dre. 


79.    Bayon  du  la  Sphäre  tangente  anx  six  aretes  du  t^tra^dre. 

Soient  O  le  centre  de  cette  Sphäre  et  r  son  rayon.  Appelons  g>  Fin- 
clinaison  commune  de  la  dröite  SO  sur  les  trois  aretes  du  tri^e  S. 
Nous  avons,  en  ^gard  k  la  valeur  (I)  du  n^  20, 


X       u       V 
4Äsin^sin2  siUg 


9>  = 


et  si  nous  mettons  dans  cette  expression  les  valeurs  (III)  nous  trou- 
verons  que 

4:€tßyö       4^aßyd  _2aßyö 
**""  abcJ   "^      67     ""     3F    ' 


(V) 


80.  Angles  des  aretes  oppos6es.  Repr^sentons  par  A,  B^  € 
les  angles  des  aretes  oppos^es  a  et  a',  b  et  6',  c  et  c'.  Nous  avons 
(no  38) 

2aa'cos^  =-  &«+&'«  — c«  —  c'*; 
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rempla^ant  les  arStes  par  lenrs  valenrs  en  fonction  de   «,  ß,  y,  8, 
nona  obtenons  . 

rvT^    o.,A     (ß-rHS-»)    ,„,  „  ■_(y-«)(^-ffl 


d'oü  nous  tirons 


cn)  i^i-'^.  '^"-^y  •"«•^-,^- 

et,  par  soite 

ABC 
(Vm)  taug  gtang  gtang-g^-l. 


§  yi.   T^traedre  ^qnifaclal. 

81.  Nous  donnerons  ce  nom  an  t^tra^dre  dont  les  qaatre  faccs 
sont  des  triangles  ^gaux;  les  arStes  oppos^es  y  sont  deux  k  deux 
Egales  et  les  angles  plaus  de  chaque  triddre  valent  ensemble  deux 
angles  droits. 

Neos  repr^senterons  par  a,  6,  c  les  trois  cöt^s  du  triangle  g^ne- 
ratenr  ABC  et  par  A^  B^  C  les  angles  oppos6s  k  ces  c6t6s.  Nous 
d^signerons  d'aillenrs  par  les  memes  lettres  a,  &,  c  les  angles  diödres 
q[ui  sont  ac^acents  anx  aretes  a,  &,  c  dn  t^tra^dre. 

Si  dans  les  formules  des  n^  2  et  soivants,  nous  snbstituons  les 
petites  lettres  anx  grandes  et  r^ciproquement,  nons  obtiendrons  les 
relations  qni  existent  entre  les  trois  angles  plans  A^  B^  C  da  tri- 
angle g^nöratenr  et  les  trois  di^dres  a,  6,  c. 


Les  pnncipales  de'ce  relations  sont  les  snivantes: 
.    a       l/cosBcosC  a       l/~ 


cos^ 


sinJJsinC 
a       i/cosJJcos(7. 

(EL)    cos  A  tang  %  =  cos  JJ tang  ^  =  cos  Ctang  g  =  tang  ^  taug  ^  taug  ^ ; 

(HI)  sin«  1+ sin«^  +  sin«  |  =  1, 

(IV)  cosa+cosft+cösc  =  1; 
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(V)  J  =^2  VcosAcosBcosC  =  2taiig5-  tang ^  ^^B  o' 

82.  Tolnme  du  t^ti»ddre.  Mettons  cette  valeur  de  /l  dans  la 
formule  (11),  V=iabcJ^  dun'^48,  nous  obtenona  pour  le  volume 
du  t6traödre 

(VI)  f'=  ^abcVcosAcoBBcos  C; 
or  le  triangle  g^n^rateor  nous  donne 

cos-4  =» — —TT ,     cosB  =  — -rz »    COS  €7  = ö"1 » 

2*c  2öa  -äo* 

par  Suite  nous  trouvons,  en  substitoant  et  en  ^leyant  au  caxr^, 
(VH)  727«  «  (Ä^+c«  -a2)(o«+a2~&«)(a«+6«-c»). 

83.  Rayons  des  sphdres  inscrite  et  ex-inserite.  D^signons  ces 
rayons  par  r  et  r',  et  par  S  la  surface  du  triangle  g6n6rateur.  H 
est  6vident  qjie 

il  vient  donc 

Seit  ff  la  hauteur  du  tetrafedre.    Puisque  r==  JiS^H,  on  a 

(IX)  fi^=4r«2r'. 

Ainsi  la  hauteur  du  t^tra^dre  ^quifacial  est  6gale  an 
diam^tre  de  la  sph^re  ex-inscrite  et  6gale  an  double 
diam^tre  de  la  sph^re  inscrite. 

84.  Rayon  de  la  sphdre  eirconserite.  Les  aretes  oppos^es  da 
t^traödre  ^quifacial  6tant  Egales,  la  formule  (YII)  du  n^  74  nous 
donnera 

576r2jR2  =  (a«+5«+c2)(ft«+<?«  — a«)(c«+a«— &2)(a2+6*— c«); 

divisant  cette  ^galit6  membre  ä  mcmbre  par  la  relation  (VII)   da 
n^  82,  nous  obtenons 

(X)  8722  =  o»+&2+c2. 

Donc  le  double  diam^tre  de  la  sphdre  eirconserite  an 
t6tra^dre  ^quifacial  est  ^gal  ä  la  racine  carre  de  la 
somme  des  carr^s  des  six  aretes  du  tetra^dre. 
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§  m.   TAraMre  k  ar^tes  «ppasto  reetaagaltires. 

85.  Th^ori^me  I.  Dans  tont  t^tra^dre  h  aretes  oppos^es 
rectangulaires,  les  sommes  des  carr^s  des  aretes  oppo- 
8§es  Bont  egales  entre  elles. 

Nous  avons  yq,  au  n^  39,  que,  si  deox  systömes  d'aretes  oppo- 
s^es  sont  rectangulaires,  les  deox  aretes  oppos6es  restantes  sont  aussi 
perpendicnlaires  entre  elles.    En  supposant  donc 

n 
(1)         «  =  jj.==sy  =  -^    d'oü    cosa  =  cosi5 -=  cosy  =  0, 

les  trois  formnies  (I)  du  n^  38  donnent  de  suite 
(I)  a«+a'«  =  Ä«+ J'«  ==  c«+c'2. 

,  86.  Th^rime  11.  Dans  tont  t6tra^dre,  k  aretes  oppo-« 
s^es  rectangulaires,  les  trois  aretes  d'nn  mSme  tri^dre 
sont  proportionnelles  anx  cosinns  des  faces  oppos^es  d-e 
ce  tri^dre. 

Car  Thypoth^se  (1)  r^dnit  les  ^galit^s  (in)  dn  n<^  40  aux  sui- 
vantes 

aC0SfA  =  5C0Sil,         &COSV  ==  tfCOSfi,         CCOSil  =  aCOSV, 

qni  donnent 

a  b  c 


(H) 


COS  l       COSfi        cosv 


87.  Relation  entre  les  trois  aretes  d*nn  meme  triödre 
et  les  angles  di^dres  adjacents.  Seit-  la  valenr  commune  de 
ces  trois  rapports  (II),  de  sorte  que 

(2)  C0S*A  =  a*r*,     CO^^(i  =  b^r^,    COS^v  =  c*r*. 

Le  tri^dre  S  nous  donne  aussi 

sin^X       sin'fi       sin^v        ,g 
sin*ö  ^  sin*ft  *"  sin*c  ""  **  ' 

d'oü  nous  tirons 

(3)  sin*X  =  r'*sin*a,    sinV  =  *"'*sm^*^    sin^v  «=  r'*sin*tf. 
Ajoutant  les  6galit6s  (2)  et  (3),  nous  obtenons 

— l+r«6»+r'«sin>6  —  0, 
-.l-j.^c«+r'«sin«c=.0. 

TeilLVn.  12 
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Eliminant  les  mconnneB  r'  et  r'^  entre  oes  trob  ^qnattons,  on  troove 
la  relation 


sm'a 


=  0, 


1    a> 
(IH)  1    b^ 

1    c«     Bin»« 

qoi,  6tant  d^velopp^e,  se  met  sons  la  fonne 

,„^    1  /8m«6      8in*c\   ,  1  /sin^c      ßm«o\   .  /sin^a      Bin«A 


=a 


On  a  pareillement  les  igaUtts 


1  a*  8m*a 
1  ft'«  8m«i' 
1  c'«  sinV 


-0, 


1  h^  tsin% 
1  t?'«  smV 
1  a'2  sinV 


=  0, 


1  c«   sin^c 
1  a«  SinV 
1  5'«  8in%' 


=  0. 


88.    Dans  les  relations  (XI)  et  (Xu)  du  n<^  46  posons   «  ==  "2» 
elles  donnent 


(V) 


«  Ä«+C«— 2J?CC0Ba  «  il8+iS«— 2^ÄC08a'. 


On  en  conclnt  que 

Th^ri^nie  III.  Dans  tont  titraftdre  k  arStes  oppo86es 
rectangulaires,  le  carr6  da  demi-produit  de  denx  arStes 
oppos^es  6gale  la  somme  des  carr6s  des  denx  faces  adjacen- 
tes  ä  Tune  de  ces  aretes,  moins  le  doible  produit  de  ces 
denx  faces  par  le  cesinus  du  di^dre  compris. 

89.  Faisons  sina  ^  8in/9  =  8my  i=  1  dans  la  relation  (MV) 
du  m^me  nam6ro  46;  nous  trouvons  que 

(VI)  i(a«a'^+6«5'«+c«c'»)  «  ^«+5«+C«+Ä 

Ainsi 

Th^ortoe  IT.  Dans  tont  t^traödre  ä  ar^tes  oppos^es 
rectangulaires,  la  somme  des  carr^s  des  demi-produits 
des  aretes  oppos6es  est  6gale  ä  la  somme  des  carris  des 
qaatre  faces. 


a 
coPi 


90.    Tolume  du  t^tra^dre.    Les  egälit^s  (II)  donnent 


co8*f*4-coB*v— 2cosilcos^cosv      cosV+cos^v — 2C08AcOSflCO8y' 
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d'oft  il  vient 

Substitaant  dans  l'expression 

on  voit  qne 

a^J^  =  ö«8in»i— a'«C08«Ä. 

On  trouve  ainsi  que 

(VH)  36  F«  «=  aH^c^d^  —  5«c« (a«  8in«A— o'^cosU) 

91.  Soit  a  le  cdt6  du  tötra^e  regulier,  noos  avons 

cosil  =»  C08-B  =»  cos  C  =  i, 
8iii-<l  —  ßin-B  =- 8inC= -*s-; 

si  nons  sabsfatuons  ces  veleors  dan8  les  formides  qm  pr^cMent,  nous 
obtiencbrons  ponr  ce  polyMre  sfigulier  kB  valaars  smYontes: 

(I)    Angle  diödre:  €08^^ I,    rinas=|y2,    taBga<»2y2; 

mj^iVS.    €06|«iy6,    tang2-iV2. 
f 
(H)    Sfnas  ^9  trlAdre:  ^^  «-  iV 2. 

(HI)    Volume:  F  —  j^a^yS- 

(IV)  Hauteur:  H«Jay6. 

(V)  Bayon  de  la  Sphäre  in8crite:   r«=rööy6. 

(VI)  Rayon  de  la  sphdre  tangente  aux  arStes:  p  =»  iay^. 

(VII)  Bayoa  de  la  sphöre  circonscrite:  i2«»^ay6. 

92.  De  ces  trois  derni^s  valeurs  on  d6duit 


(Vffl)  '  Rr^:g^QK 

12* 
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Noas  Yoyons  unsi  qae:  Dans  le  t6traö<^re  r^galier,  le 
rayon  de  la  sph^re  tangente  ans  six  arStes  est  moyen 
proportionnel  entre  le  rayon  de  la  sph^re  inscrite  et  le 
rayon  de  la  Sphäre  circonscrite. 

93.  H  est  facile  de  trouver,  pour  le  rayon  de  la  sphöre  ex- 
inscrite,  ia  valenr 

(IX)  r'  =  jaVe. 

On  tronve  ainsi  qae: 

Dans  le  tetra^dre  regulier: 

1^  le  rayon  de  la  Sphäre  ex-inscrite  est  double  du 
rayon  de  la  sph6re  inscrite; 

2^  le  rayon  de  la  sph^re  circonscrite  est  triple  du 
rayon  de  la  sphöre  inscrite. 


Troisiöme   Partie. 

Methode  direete  et  iUmeHtaire  ponr  ealemler  ei 

d^termiiiaiits  la  surfaee  da  triaigle  et  le  yolvine  im 

titraidre  en  valenr  des  edtis. 

94.  Gette  partle.  est  toat-ä-fait  ind^pendante  de  ce  qui  pr^cMe. 
Les  proc^d^B  qne  nons  y  avons  employ^s  sont  simples^  et  directs. 
Nons  y  avons  expos6  la  m^thode  la  plns  rapide  et  la  plus  ^l^mentaire 
qne  fonm^sent  les  d^terminants  poor  calcoler  la  snrface  da  tri- 
angle  et  le  volame  da  t^tra^e. 

§  l.    Sarface  di  trlangle. 

95.  Nonyelles  expression  de  la  sarface  da  triangle.  Considdrons 
le  triangle  ABC  (Fig.  9),  dont  nous  repr^senterons  les  trois  c6t68 
BCj  CA,  AB  respectäivement  par  a,  b,  c  et  les  trois  angles  par  A^ 
B,  C.  Soient  O  le  centre  et  R  le  rayon  du  cercle  circonscrit  ä  ce 
triangle.  Si  nous  tirons  les  droites  40,  BD,  CO,  nous  döcomposona 
le  triangle  donn6  ABC  dans  le  trois  triangles  BCO,  CAO,  ABO. 

Or,  l'angle  BOC  ^tant  le  double  de  l'angle  A  la  perpendicolaire 
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OD  abaisB^e  Ja  centre  O  sur  le  cdt6  BC  formera  avec  le  rayon  OD 
an  angle  6gal  k  Tangle  ^;  on  a  donc 

OD  =  OB  cos  DOB  —  ScosA, 

de  Sorte  qne  la  snrface  da  triangle  BCO  sera  ^aR cos A.  On  a  de 
rn^e  CAO  ^^bRcosB^  ABO  ^icRcosC.  Donc  ü  vient,  poor 
la  SorfiGice  S  da  triangle  donn^  ABC 

5=  iaBcosA-i-ibRcosB-i-icRcosC^ 
oa 

(I)  S ^  iRiacosA-^-bcosB+ccosC). 

Ainsila  snrface  d'an  triangle  est  <gale  an  demi-rayon 
da  cercle  circonscrit  mnltipli^  par  la  somme  des  pro- 
daits  qae  l'on  obtient,  en  maltipliant  chaqae  cdt6  par  le 
cosinas  de  Tangle  oppos6. 

96.  CorolUdre.  La  si^rface  d'nn  triangle  est  ^gale  an 
demi-rayon  da  cercle  circonscrit  mtiltiplie  par  le  peri- 
m^tre  da  triangle,  dont  les  sommets  sont  les  pieds  des 
trois  haatears  da  triangle  donn^.  (G.  Dostor,  L'Instraction 
pabliqae,  1874,  page  328). 

97.  Maltiplions  T^galite  (I),  d'abord  membre  k  membre,  pais 
en  croix,  par  Tegalite  connae 

4.RS=abc', 
noas  obtenons 

(II)  85*  «=*  ahc{acosA'\-bcosB'{'CCOS  C) 

j abc 

(m)  R  —  2(aco8^+5co8B+ccos  C) 

98.  Sorfaee  dn  triangle  en  yalenr  des  cöt^.  La  relation  (U) 
pent  s'^crire 

— ; acos-4  — ftcos-B  —  ccos(7=  0. 

abc 

Or,  si  npas  projetons  sar  chaqae  cött  da  triangle  la  ligne  briste 
formte  par  les  denx  aatres  eöt^s,  noas  formons  les  trois  nonvelles 
^ffalites 

a — o.cos^ — c  cosB  —  b  cosC=0, 
b — e  cxysA  —  o.cosB — a  cosC«0, 
c— ftcoSil— a  cosB— o.cos(7=-«0. 
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Entre  ces  qnatre  öqoations  älümnons  les  trois  quantites  -*eo8^ 
—  cosB,  —  cosC;  nooB  obtenons  T^quation  r^soUante 


0, 


,  a  h  c 

a  o  e  h 

b  c  o  a 

c  b  a  o 


85« 
ahc 


e  b 
P  a 
a    o 


qoi  donne 

o    a    b    c 

a    o    c    b 

b    c    0    a    ^ 

c    b    ß    o 

mais  le  d^terminant  du  premier  membre  est  ^gal  k  2abc  donc  on  a 

o  a  b  c 

a  o  c  b 

b  c  o  a 

ö  b  a  o 


(IV) 


165«—-^ 


99.    On  sait  quo  le  premier*membre  l^S^  est  ^gal  k  nn  prodnit 
de  qoatxe  facteurs  du  second  degr^;  par  cons^qaent  on  a 


(V) 


=  (a-H-H)  (^-N—ä)  (c-hH-*)  (o-H— c) 


o  ,a  b  e 
a  o  e  b 
b  c  o  a 
c  b  a  o 
=  16|>(p — o)(l>— *>(p— o),     0&    2|j  =  a+6  -|-c. 

100.  Denxi^me  forme  du  d^terminant  pr6e6dent.  Mnltiplions 
les  trois  derni^res  lignes  par  les  quantites  respectives  bc^  ea,  ab;  le 
di^terminant  sera  mnltipliä  par  le  produit  be.ca.ab^=  aH^c^^  de  sorte 
qn'il  vient 

o        a       b       c 
abc      o      bc^      cft* 


16a«ftV.5»  — 


abe    oc*      o 
abc    ab^    ba^ 


ea' 


divisons  les  quatre  colonnes  par  les  quantites  respectives  abc,  a,  b 
et  c;  le  d^temünant  s^  trouyera  diyise  par  le  prodnit  abc,a^.c«'^b^c* 
et  nons  obtenons 
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(VI) 


16Ä« 


0  1 

1  0 
1  c» 

1  b^ 


1     1 
0     a« 


101.  Snrface  du  trlanfflo  d^rmlii^  par  llntemetlon  dhin  plan 
»Tee  les  trolB  plana  de  coordonne6i,  Supposona  qa*im  plan  P  conpe 
les  trois  axes  de  coordonnes  OX^  OY,  O^anxlpomts  A^  B,  C,  ädes 
distances  de  Torigine 

O^  =  a,    OB  ^b^    OC^C 

et  propoBons-nous  de  calcoler  la  sorface  S  du  triangle  ABC, 

Si  les  cötes  de  ce  triangle  sont 

BC'^a',     CAssb',    AB'^c\ 


nona  atods 

0     11 

1 

0 

1 

1 

1 

16Ä»  «=  — 

1     0     e" 
1    «?'»     0 

6'» 
a'» 

=  — 

1 
1 

0 

-e" 

0 

—6" 
-a'> 

1    *'»    a'« 

0 

1 

-b'* 

-a'» 

0 

Le  second  d^tenninant  se  d^dnit  da  premier,  en  mnltipliant  par  — 1 
d'abord  la  premi^re  ligne  pois  les  dernl^es  colonnes  r^snltantes.       * 

Or  les  trois  triangles  OBC,  OCAj  OAB  donnent 

—«'«  =  2^cos  A— ft*— c«, 
—6'*  =»  2eaC0Sfi— c'— a*, 
—  c'*«=  2aico8v — a*— 6* 

oü  A,  fi,  V  sont  les  indinaisons  mntaelles  YOZ^  ZOX^  XOY  des  trois 
axes  de  coordonn^es;  par  snite  on  peut  ^crire 


165»^ 


1 

0 
2a^0SV — a* — ft* 


1  1 

2aiC0Sv— «•— ft*    2eaC08fi — C* — a* 
0  2ÄCC08il— 5*— c* 


2«icosf4— c*— a*   26CC08A— 6*--e* 


Mnltiplions  la  premiere  ligne  snccessivement  par  a\  d^,  c'  et 
^jontons  les  resnltats  respectivement  aox  trois  antres  lignes;  11 
nous  vient 
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165«=:  — 


Ol  1  1 

1  a«  2a5c08v— ft*  2mc08f*— c* 

1     2abcosv^a^  6*  2bccosX — c* 

1     2caC0Bfi — a*  2bCC0Sk — b*  C^ 


Multiplions  maintenant  la  premiere  colonne  successivement  par 
a*,  b\  c^  et  ajoutons  les  rösultats  respectivement  aux  trois  dernieres 
colonnes;  nous  trouvons  que 


16^2= 


Multiplions  enfin  par  2  la  premiere  ligne,  pnis  divisons  par  2 
les  trois  dernieres  colonnes  r^snltantes;  le  d^terminant  sera  divis6 
par  2^:2  =  4.    Nous  obtenons  ainsi  Texpression  demand6e 


0 

1' 

1 

1 

1 

2a» 

2aicosi' 

2eacoBf( 

1 

2abC0BV 

26«* 

260  cos  i 

1 

2cac08ft 

2Jccosl 

2c» 

(VH) 


iS» 


0 

1 

1 

1 

1 

a« 

od  cos  V 

CaCOSfi 

1 

O&COSV 

b^ 

6c  cos  A 

1 

Cacosu 

bC  COSX 

c« 

,  §  n.    V^lme  dl  t^traedre. 

102.  Hantevr  du  tötra^dre  en  yaleur  des  trois  aretes  oonti^es 
k  cette  hautenr  et  des  inoünaisons  mntaelles  de  ces  aretes«  Gonsi- 
derons  le  t^tra^dre  OABC,  Da  sommet  O  tirons  dans  le  solide  tine 
droite  qnelconque  OD  qoi  fait  avec  les  aretes  issnes  de  ce  sommet 
O  les  angles  respectifs  a,  /?,  y.  Conservons  les  notations  du  n^  pre- 
cedent,  posons  OD  »  d  et  soient  a;,  ^,  z  les  coordonn^es  du  point  D. 

Projetons  la  droite  OD  et  le  contour  bris6  a!+y+»  successive- 
ment sur  OD  et  sur  les  trois  aretes  ou  axes  de  coordonn^es  OA^ 
OBj  OC,  Nous  obtenons  les  quatre  i^quations  homogenes  du  premier 
degr6 

—  <f+a?cosa+yCOs/J+»cosy  =  0, 
— c^coso+jc+ycosv+ÄcosfA  =  0, 
— rfcos/J+arCOSV+y+acosA  =»  0, 

—  rfcosy+a?cosfi4-ycosiL+»  =  0 


eiitre  les  quatre  variables 
tient  la  relation  generale 


'd^  jT,  p^  z:    Elimant  ces  inconnues,  on  ob- 
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(vm) 


1  cosa  cos/3  cosy 

cosa  1  cosv  cosfA 

cos/?  cosv  1  cosA 

cosy  cosfi  cosA      1 


=  0. 


Gela  fait,  supposons  quo  la  droite  OD  soit  la  hauteur  da  te- 
tra^dre  issue  dn  sommet  O  et  rencontrant  en  IT  la  face  oppos6e 
ABC.  Si  nous  faisons  OH^  A,  nous  aurons,  par  les  triangles  rec- 
tangles  OAHj  OBH^  OCH^  les  relations 


(1) 


Ä  =  acosa  =  5cos/3  =-  ccosy. 


Dans  le  d^terminant  (YIII)  multiplions,  d*abord  les  trois  derni^res 
coloimes,  pois  les  trois  demi^res  lignes  par  les  qnantit6s  respectives 
€1,  &,  €.  'La  relation  (YIII)  devient,  en  ^gard  aux  ^galit^s  (1), 


h 


h  h 

O^COSV      CaCOB^ 


0, 


1 

h  a« 

h  abcosv         b^        bccosk 

h  cacOSfi    bcQOBk         c^ 

ouy  en  divisant  par  A  la  premiere  ligne  et  la  premi^re  colonne, 
1 

1 

1  abCOBV          b^            bcCOBl 

1  ca  COS  n    bc  cos  X       c^ 


1  1 

odcosv  cacosfi 


—  0. 


De  cette  relation  nous  tirons  l'^quation 


(K)^. 


od  cosv    ca  cos  f4 


o&COSV         b^  bc  cos  k 

ca  cos  fi    bccosl        (^ 


1     O&COSV  b^         bccosl 

1    ca  cosfA    bccosk        c^ 
qiii  donne  la  haateor  h  du  t^tra^dre  OABC^  qni  est  issue  du  sommet  O. 


1  1 

od  cosv     cacosfi 


103.  Yoliime  de  oe  t^a^dre  en  yalenr  des  trois  ar^tes  contlgnSs 
a,  6,  e  et  de  lenrs  inclinaisons  mutaelles  X,  fi,  v.  Le  second  membre 
de  r^quation  pr6c6dente  (IX)  est  6gal  h,  la  valeur  (YII)  de  4jS^*.  Or 
si  nous  repräsentons  par  V  le  volume  de  notre  t6tra^dre,  nous  avons 


V^\Sh,    d'oü    4iSf2  = 


36  F» 
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II  vient  donc 

O&COSV     caC08f4 


(X) 


36F«< 


o&cosv 


b* 


beco%X 


eacosfi    de  cos  X 


ou,  en  divisant  par  a,  5,  c  d*abord  les  premi^res  lignes,  pois  les 
trois  coloimes 


(XI)        36r«  =  a%V 
en  posant 


1  COSV     COSfi 

cosv      1       cosX 
cosfi    cosA      1 


a»ftV^, 


(2) 


1         008  V      COSfi 

^^»    cosv       1       cosX 
COSfi    cosA      1 

=«1  —  C08*l  —  C08  V  —  C08*V  +  2  cos  A  C08f*  COSV. 


104.    Yolume  du  t^tra^dre  en  yaleor  des  six  arßtes.    Mnltiplions 
par  —2  les  trois  lignes  du  d^terminant  (X),  U  nons  vient 


2887««-- 


— 2a*         — •2adcosv    — 2caC0Sfi 

—  2aJcosv        — 2i*         — 2ftccosA 

—  2cacosfi    — 2bccosk        — 2<j* 


A  ce  d^terminant  neos  ponvons  snbstitaer  an  d^terminant  equi- 
valent  dn  cinqni^me  ordre  et  6crire 


288F»  =  — 


1     0 

0 

0 

0 

0     1 

a» 

6» 

c» 

a«   0 

-2a» 

— 206008» 

—  2<WC08f» 

6»    0 

—  2a6co8v 

-25» 

— 26<?C08A 

c»    0 

— 2eac08f( 

—  26cC08i 

—26» 

0    1 

0 

-   0 

0 

1    0 

a» 

6« 

c« 

0    o» 

-2a» 

—  2a6co8v 

— 2cac08f( 

0    6» 

— 2a6c08v 

-26» 

—  26cC08i 

0    «» 

—  2caC08f« 

—26c  cos  A 

-26» 

Ajontons  d'abord  la  seconde  ligne  aox  trois  snivantes,  pnis  la 
seconde  colonne  aox  trois  demi^res;  nons  obtenons 
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0  11  1  1 

1  0  a»  ft«  c« 
288F«=  1    a«                0                 aH^-2a6co8v    cM-««— 2coC08f4 

1    6«    aM-*«— 2a6co8v  0  d»-|-c«— 26cc08A 

1    c«    c«-fa«— 2coC08f4    6«+^*— 2*ccosA  0 

MaiB  les  triangles  OBC^  OCA^  GAB  donneat 

(8) 
&«+««— 2ft<?C08v=a'»,    cH^«— 2öaC08fi«=6'»,    o»-fÄ«— 2aÄC0Sv— c'». 

Substitoant   dans   r6galit6   pr6c£dente,   noiis   troavon8   rezpres8ion 
cherchte 

0    1111 


(XID 


288  F«- 


1    0 


6»     c« 


1  a«  0  c'«  a" 
1  5»  ^»  0  a'« 
1     c»    6'»    a'«     0 


§  III.    BajM  de  U  spkere  drceucrlte  u  tetraMre. 

105.  Bayon  de  la  Sphäre  dreonserite  an  t^traMre,  en  yaleur  de 
tnrfs  air€tes  eontignSe  et  de  leim  ineUnalMBs  nmtaeUei.  Soit  /  le 
centre  de  cette  8pli^re  et  R  son  rayon.  Si  nons  sapposona  que  la 
droite  OD  (n^  102)  passe  par  le  point  /  et  que  A\  V^  C  soient 
les  milienx  des  arites  OA^  OB^  OC^  les  triangles  reetaagles  OIA\ 
OIB^^  OlC  nous  'donneront 


(4) 


^«Äcos«,     2«JKcos/5,     g-««JRc08y. 


Dans  le  d^termüiant  (VÜI)  mnltiplions  par  2R  la  premi^re  ligne 
et  la  premi^re  colonne;  il  nons  vient,  en  ayant  6gard  anx  6galitte  (4) 


4ß^      a  b          c 

a          1  COSV  COSfi 

b  COSV  1  cosX 

C  COSf(  cosi         1 


=  0, 


d'oü  nons  tirons 
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b  c 


(xni) 


JjJflJ^  «  - 


0       a 

a        1  COSV  COSfi 

b  COSV  1  cosA, 

C  COSfi  cos^         1 


106.    Bayon  de  la  Sphäre  oiroonsorlte  en  yalenr  de  six  aretes. 

Mnltiplions  par  a,  5,  o  las  trois  demi^res  lignes  de  ce  d^terminant; 
puls  par  — 2a,  — 25,  — 2c  las  trois  derni^raa  colonnes ;  enfb  divisoDS 
par  —2  la  prämiere  ligne  r6sultante;  il  nous  yient 


0 

a« 

6» 

c* 

i^tJLS^yfS 

PS 

o» 

-2a» 

— 2a5coBv 

— 2caC08f» 

\UrO  C»  äI   J 

L*        -^    ~~" 

6» 

— 2aico8v 

-24» 

— 2öecosX 

w 

c» 

— ^2eaC08ft 

— 24cco8i 

—2c» 

Ajoutons  d'abord  la  prämiere  ligne  aox  trois  s!iivantes,^piiis  la 
premiere  colonne  aox  trois  autres  coIoxmes,^nou8  obtenons 


0 


a» 
0 


16a%«c»^«JK«  «  — 


b^  c« 

a*+6*— 2aÄ  COSV     c^+ö* — 2eaC08fi 


ft»     aH-*«— 2a5co8v  0  äH"^— 2Äcco8A 

c^     c*+«*— 2<?acosf4     6«-|-<^— 2iccosA  0 


Mais  nous  avons  trouv6  (n^  103)*  que  o*äV-^*  =  36F*;   par  coiis6- 
quent,  nous  trouvons,  en  ayant  6gard  aux  6galit6s  (3) 


(XIV) 


576  F«Ä«  —  — 


6« 


a« 
0 


5«      c« 


,'8 


c8     ft'>     a'«    0 


107.     Aox  no«  72  et  73  on  a  transformö  ce  döterminant  dans 


les  denx  sniTants 

- 

0 

1 

1 

1 

(XV)                576  F»Ä« 

1 
1 

0 
c»c'» 

c»c'» 
0 

4»4'» 

1 

6»6'» 

a*a'^ 

0 
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(XVI) 


bnv^R^ 


0  aa!  bb'  ce' 

aa!      0  cc'  bV 

bb'  c(f  0  aa' 

cc'  hb'  aa'  0 


108.  Si  Ton  rapproche  ce  dender  d.6tenninant  de  celoi  (Y)  du 
n^  99,  qui  donne  la  surface  da  triangle  en  valeor  des  trois  cöt6s, 
on  verra  de  suite  que 

(XVH) 
576  r«Ä««  (aa'+*5'+cc')(Äft'+<?c'— aa')  {cc'+aa'—hb')  (aa'+M'+cc') 


on 


en  posant 


727«Ä«  «  P^P^—aa'){P^'^bb'){P^-'Cc') 


aa'  +  bb'  +  cc'  «2P«. 
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vn. 

Eqnatloii  g^n^rale  des  deux  tangentes  men^  d'im  mdme 

poInt  ä  une  eoniqne  et  ^uation  du  cone  drconscrit  ä  une 

snrface  du  second  Aegr6. 

Par 
Georges  Dosior. 


1.  Ponr  d^tenniner  ces  ^oations  sons  lear  forme  impUcke,  iiooa 
allons  ^tablir  deux  th^r^es  trts  importants  snr  les  fonctions  homo- 
genes da  second  degr^,  qni  trouvent  leor  application  constante  en 
G^om^trie  analytiqae. 

üne  fonction  enti^  dn  second  degr£,  entre  trois  variables,  est 
n^cessairement  de  la  forme 

Ax^+AY-h  A''v?+2By%+  2B'«c+2jß^«y +2(7«+  2C'r4-2(r»-fÄ 

Kons  pouYons  rendre  cette  fonction  homogene  par  rapport  aox 
variables,  en  y  rempla^ant  eelloe-ci  par  lears  rapports  ä  Tanit^X  et 
en  consid^rant  cette  imit6  comme  une  qnatri^e  variable.  La  fonc- 
tion, dans  ce  cas,  pent  6tre  design^  par  f(x^  y,  s,  u)  et  devient 

(1)    /(aj,y,»,u)  =  uiaj«+iiy+ilV+2Äy»+2B'«c+2^'ajy 
+  2Cxu+2C'yu+2Crm+Dul 

Nons  donnerons  ä  cette  fonction  le  nom  de  fonction  gänerale 
qnadratiqne  ä  trois  variables  distinctes. 

2.  Pressons  les  deriv^es  de  cette  fonction  successivement  par 
rapport  aax  qnatre  variable  «,  y,  a  et  u;  il  nons  vient 
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(2) 


Mnltiplions  ces  qnatre   d^riv^es   respectivement  par  a;,  2^,  2,  u  et 
ajontons,  nons  obtenons 

+  (2  (&U+2  0+2  C'W+Dtt«). 

Le  second  membre  est  yisiblement  egal  an  double  de  la  fonction  (1); 
donc  on  a 

(I)  2/(0?,  y, «, t*)  ^  rc/,'+y>V'+  zf/+ufu'. 

Th^ordme  !•  Ainsi  La  double  fonction  quadratiqne, 
rendue  homogene  est  ^gale  k  la  somme  des  d^riv^es  par 
rapport  ä  toutes  les  variables,  multipli^es  respective- 
ment par  ces  variables. 

3.  Dans  la  fonction  (1)  rempla^ns  les  variables  x,  y^  z^  u  re- 
spectivement par  «+«',  y+y',  «+«'?  »+«♦',  oü  «',  y',  /,  u'  de- 
signent  des  quantites  constantes,  numeriques  ou  litt^rales.  Dans  la 
fonction  resnltante,  l'ensemble  des  termes  du  second  degr^  par  rap- 
port aux  variables  a;,  y,  s  et  u  sera  la  fonction  (1)  elle-meme;  Ten- 
semble  d^s  termes  du  second  degr^  par  rapport  aux  accroissementsx', 
y\  z'  et  u'  sera  encore  la  fonction  (1)  dans  la  quelle  les  variables 
Xj  y,  Ä  et  u  ont  ^t^  remplacöes  leurs  accroissements  «',  y',  «'  et  »'1 
tandisque  les  termes  du  premier  degr^  par  rapport  ä  a;,  y,  «,  u  seront 

»(2-4a:'+2J?'V'+2J?V+2ft*0+y(2i^V+2.4V-f22?/+2C'V) 
+»(2iraj'-f2Äy'-f2^'V+2CV)-fu(2(7aj'+2C'y+2(7V-f22>uO, 

ou  bien 

i»/r''+y//+«^*''+«A''. 
Le  developpement  de  la  nopvelle  fonction  sera  donc 

(II)  /(flJ+a^',  y+y',  z+z\  u-f «')  « 

fix,  y,  z,  u)+xfx''+yft^'+zf^'+ufu''+f(x\  y',  z'  u'i 

Th6ordme  II.  Donc,  Lorsque,  dans  la  fonction  qnadra- 
tique  rendue  homogene,  on  donne  aux  variables  a;,  y,  «,  » 
les  accroissements  respectifs  x\  y\  ä',  u',  la  fonction  s'ac- 
croit  1®  de  la  vüleur  qu'elle  prend  si  Ton  y  remplace  a-, 
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y,  »,  u  respectivement  par  x\  y',  a',  «*';  et  2<^  de  la  valeur 
que  prend  rexpression  xfx'+yfy'+zfg'+ufj  si  Ton  y  fai* 
la  mSme  Substitution  dans  les  derivees  /«',  fy^fs'^fu. 

4.  Dans  le  developpement  pr^c^dent  (ü),  changeons  x,  y^  «,  u 
respectivement  en  x\  y',  a',  «';  11  est  Evident  que  la  fonction  ne 
change  pas;  par  consequent  on  a 

(lü)         xU'+yf^'+zf,^'uW  «  x'U'+y*fy^+^f,'+u'fJ, 

5.  Tout  ce  qui  precede  s'applique  ä  tonte  fonction  quadratique 
homogene,  ä  un  nombre  quelconque  de  variables.  Nous  prendrons 
toigours  les  ^quations  des  droites,  des  coniques  des  plans  et  des  sur- 
faces  du  second  degr^  sous  leur  forme  homogene. 

6.  Condition  ponr  que  la  droite 

(3)  ax+hy-^-Cz^O 
soit  tang'ente  k  la  eoniqne 

(4)  fix,  y,  z)  -«  ulaj2+2J?Äy+  Cy^+2Dxz'\'2Eyz+F)s^  =  0. 

Soient  x\  y\  z'  les  coordonnees  homogenes  du  point  de  contact  de 
la  droite  (3)  avec  la  courbe  (4).  L'equation  geniale  de  la  tangente 
en  ce  point  etant 

xfaf'+yf/+zU'^0, 
et  devant  etre  identique  avec  (3),  il  faudra  que  Ton  alt 

a  h  z  ' 

QU  bien 

faf'=^2aX,   fy'^2bX,    /;''«2rA. 

Kons  avons  ainsi,  pour  d^terndner  a,  6,  c  et  X,  les  quatre 
equations 

^OX+ax' '\-by' +cz'   —0, 
—aX+Ax'+By'+Dz^  =-  0, 

—  bX+Bx'+  Cy'+Ez'  =  0, 

—  cX+Dx^+Ey'+  Fz*  =  0, 

dont  la  premiere  exprime  que  le  point  de  contact  (x\  y\  z')  est 
8itu6  sur  la  droite  (3). 

Ges  quatre  equations,  du  premier  degre   entre  les  quatre  incon- 
nues  — i,  oj',  y\  z\  sont  homogenes  par  rapport  ä  ces  inconnues; 
TeU  Lvn.  13 
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elles  ne  seront  compatibles  que  si  leor  d^terminant  est  nnl,  c'est-&- 
dire  si  Ton  a 

0    a     b     c 

a    A     B     D 

b     B     C    E 

C    D     E     P 


(HI) 


«0; 


c'est  reqaation  de  condition  demand^e. 

Lorsqne  la  droite  (3)  satisfedt  ä  cette  condition,  eile  est  tangente 
ä  la  conique  (4). 


7.  Coordonn^  dn  point  de  contaet«  Les  valenrs  de  ces  coor- 
donnees  x\  y\  «'  s'obtieiment  en  r^solvant  le  Systeme  des  trois 
equations 

IAx'+By'+Lh^  =  al, 
Bx^+Ci/+Ez'  =Äi, 
Dx'+E!/+Fk'  =  cX, 


Appelons  ^  le  discriminant  de  la  conique  (4),  de  sorte  qae 


(6) 


/f  = 


AB 

D 

B  C 

E 

D  E  F  \ 

ACF+2BDE'^AE?—  CD«  — JB«; 


cM 


et  repr^sentons,  selon  Tusage,  par  ^  la  d^riv^e   de    ^  prise  par 
rapport  ä  A\  nous  aorons 


(7) 


■ß-CF-^,   SJ-^-^.   5?-''C-n 

ig-.2(Di;-Bn    ~~-2(Ä£-CD),    ^^2{BD-Ai:). 


Cela  pose,  il  est  ais^  de  voir  qu'on  a 
(8)  2J 


ensuite  qne 


2^52+    ^dB+   ""dD 


dJ 


dB 
dd 


dd 


^:7»  +  2C;^+    ^AW 


dB 


dC 
dA 
dE^ 


dE 


^dd  ,      „djd  ,   ^dd 
""db-^  ^TE^^'^di' 
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MultiplioDS    actnellement  la    premiere   des  ^quations    (5)   par 

dJ  dJ  dJ 

2— *  la  secondepar  ^  et  la  troisifeme  par  t^^  puis  ajontons;  le 

mnltiplicateiir  de  x'  sera  ögal  k  2J  tandisque  ceox  de  y'  et   z'  se 
reduiront  k  z^ro. 

£n  op^rant  d'nn  mani^re  analogne  ponr  älüniner  d'abord  z'  et 
ar',  ensuite  x'  et  y',  on  trouve  que 

2Jx'      iU  ^    ^  dJ       ,  dJ 

ir-dA^''+dB  *+5i)^ 

=  2aiCF''£:^)+2biDE  '-BF)+2c(ßi:-  CD), 

(IV)      <      A     ^£/Ä   ''  +  e?C     ■+djE;^ 

«  2a(I>JB— ÄjP)+2i(^i^— 2>«)+2c(ÄZ>— AE), 

2zi«'       <i^/        ,   dd        .  dJ  ^ 
-T^Td  ''  +  dE  *  +  ^2c 

=  2a  {BE—  CD)+ 2b  (BD — AE)  +  2c  UC—  Ä«). 

Si  Ton  divise  les  denx  premieres  de  ces  ^qnations  par  la  troisiime 
et  que  Ton  observe  qne  zf  »  1,  on  anra  les  Yalenrs  des  coordonn^es 
x'  et  y'  da  point  de  contact! 

8.  Autre  forme  de  Texpression  de  eondition  (IQ).  Mnltiplions 
les  deux  membres  de  l'^qnation  (3)  par  r-  et  sabstitnons  dans  le  r^- 
snltat  les  valeurs  (IV);  nons  obtenons  la  relation 

dJ  dJ  dA  dA  dd  dd 

qai  exprime  sons   une  autre   forme  la  eondition  de  contact  de  la 
droite  (3)  avec  la  conique  (4). 

9.  Eqnation  4es  tangentes  men^es  par  an  paint  donn^  &  la 
eonrbe  da  second  degr^  (4).  Soient  oi ,  ^i ,  «j  les  coordonnees  ho- 
mogenes du  point  donn^  P,  et  x^  y,  z  celles  d'un  point  quelconque 
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M  de  Tane  des  denx  tangentes  menies  de  ce  point  ä  la  coniqne  (4) 
L'^quation  de  cette  tangente  sera 

(10)  ^=S  =  I=yi  =  £=:i. 

X — «1         y — yj     ^    25— «1 

X^  Yy  Z  6t|int  les  coordonn^es  courantes  de  la  droite. 

D68igiions  par  x\  tf^  z'  les  coordonn^es  dn  point  de  contact  I  de 
la  tangente  (10);  oa  a  6yidemment 

(11)  X  «   ^^^,    y  -   ^^^,     z  -   j_j_^, 

oü  X  est  une  md6termin6e  dont  la  valeur  dopend  de  la  position  dn 
point  M  snr  la  tangente. 

Pnisqne  le  point   I  appartient   ä  la  conrbe   (4),    nous   avons 
f{x\y*yz*)  =  0,  ou,  en  ayant  igard  aux  valenrs  (11), 

Or  la  formale  (II)  nons  donne 

par  snite  nons  avons,  ponr  d^terminer  la  valenr  de  1,  l'^qnation  do 
second  degrö 

^V(^i,yi,%)+A(a^/z/+y/y/+«A/)+/(a^,  V,z)  «  0. 

Mais  la  droite  (10)  6tant  tangente,  A  ne  sanrait  admettre  qu'nne 
seule  et  mSme  valenr,  il  s'ensnit  qne  les  denx  racines  de  T^quation 
pr^c6dente,  ce  qni  nons  fonmit  la  relation 

(VI)  (a:/x/+y/y/4-«A/)'-4/(cr,y,«)/(ai,yi,%)  «  0 

qui  existe  entre  les  coordonnöes  x^  y,  z  d'nn  point  qaelconqae  de 
r^ne  ou  Tantre  des  denx  tangentes  issnes  dn  point  P\  eile  est  donc 
r^qnation  de  ces  denx  tangentes. 

10.    Eqnation  des  tangentes  men^es  üi  nne  courbe  da  seeond 
degr6  (4)  par  les  Intersections  de  cette  ligne  avec  une  droite  donn^e 

(12)  v^"V<iy'^'^»  =  0. 

Si  nous  appelons  x^,  y^,  z^  les  coordonn^es  inconnnes  du  point  de 
concours  P  de  ces  tangentes,  le  point  P  sera  le  pole  de  la  droite 
(12),  qui  elle-meme  est  ditc  la  corde  de  contact  des  deux  tangentes 
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Or  requation  de  la  corde  de  contact  des  deux  tangeutes  issues  du 
point  (a^i,  y„  zj)y  c'est-ä-dire  l'^quation 

deyant  etre  identique  avec  (12),  on  a  n6cessairemeBt 

(13)  /x/-2pA,   /„/^2qX,   /,/ «  2rA, 

oü  l  est  une  indötermin^e. 

Multiplions  ces  trois  öquations  (13)  par  les  coordonn^es  respec- 
tives  a?!,  y^,  z^  et  igontons;  nous  obtenons  T^galit^ 

«iA/H-yi/'y/  +  %A/=  2A(i»ari+flyi4-rÄi), 
qui,  jointe  aox  ^quations  (13),  foornit  le  Systeme  des  quatre  ^quations 

—  Kq        +Bx^  +  Cyf+Ezi  =0, 
-Ar        +i^  +  %i+l?^  =0; 

eutre  les  trois  inconnues  x^,  y^^  z^.  Ces  quatre  ^quations  sont  116- 
cessairement  compatibles;  par  soit  leur  d^termiuant  est  nol,  ce  qui 
foumit  r6galit6 


0. 


/(«i>  Piy  h) 

h 

)     kq     kr 

kp 

A      B      D 
B      C      E 

=  ( 

kr 

DBF 

t 

On  en  tire 

0      p      i 

1      r 

(14) 

n^i 

,  2/11  «1)  =  -- 

k^ 

p     A     1 
q     B      i 

r      D     1 

3     D 

7     E 
B     F 

oü 

z/  = 

A    B    D 
B     C     E 

L 

>     E     F 

Les  relations  (13)  donneat  aussi 
(15)  */».'+»/».'+«/».'•  ==  2i(pa+ay+«). 
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D  nous  reste  ä  snbstitaer  les  valeors  (14)  et  (15)  dan8  T^quatioa 
(VI)  poor  avoir  l'^quation  demand^e  des  deux  tangentes.  Celle-ci 
est  donc 


(VII)   f{x,y,z) 


o     p 
P    A 


3 
B 

B     C 


D    E 


r 
D 
E 
F 


—  —  (i>«+3y +»•«)* 


A  B  D 
B  C  E 
D    E     F 


10.    Conditton  ponr  qne  le  plan 

(16)  aa;+*y+C«-|-rftt  =  0 
sott  tangent  k  la  snrfiice  dn  second  degr^ 

(17)  fix,  y,  «,  t«)  ==  Aa^+A'y^+A"i^+2Byz^  2J9'«c+2^'ay 

+  2Cxu+2C'yu+2C"zu.+Du^  =  0. 

Si  x\  y\  z',  u'  sont  les  coordonnöes  da  point  de  contact,  cette  6qiia- 
tion  (16)  devra  6tre  identique  avec 

»/x''+y//+»/*'' +«*/«''=  0; 

par  cons6qaent,  l  d^signant  nne  ind^termin6e,  on  devra  avoir 

f^'^2Xa,       V-2A5,       /,/«2Ai?,       /«/ « 2Ad, 

ou  bien 

—  aX+A  x'-i-B^'y'+B'z'+C  u'  =  0, 
■-hl'\'B"x'+A'y'+B  z'+Cu'  =  0, 
'-Ck+B'x'+B  y'+A"z'+C'u'  ==  0, 
—dk+Cx'+ay'+C'z'+D  u'  «  0. 


(18) 


Ges  quatre  ^qnations,  jointes  k 

(19)  ax'+by'+ez'  +  du'  =  0, 

forment  an  Systeme  de  cinq  ^qoations  homogenes  da  premier  d^ 
entre  les  inconnaes  — X,  as',  ^,  z',  u'\  ponr  qa'elles  soient  compa- 
tibles,  il  faat  et  il  sofGt  qne  leor  d^terminant  seit  nol,  ce  qoi  fonniit 
la  condition  demand6e 


(VIII) 


0 

a 

b 

e 

d 

a 

A 

Bf' 

B< 

C 

b 

Bf' 

A' 

B 

C 

C 

B* 

B 

Ä' 

C" 

d 

C 

C 

C 

D 

:0. 
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11.  Coordoii]i««s  in  polnt  de  oontaet  Les  valeurs  de  ces  coor- 
donnöes  s'obtiennent  en  r^solvant,  par  rapport  ä  m',  y',  s',  u',  le 
Systeme  des  qnatre  äqnations  (18).    Gette  rösolntion  donne 

^  =  (Ä'Ä"-B^{Da-  CÖ)+(ÄÄ'—  Ä'B')  (m  -  aO) 
+  {BTB—A'B^  (De  -  Cd) , 

^  =  {Ä'A—B»)iDh—Oa)-\-{B'Bf'--AB){Dc—C"d) 
+{BB'—  JÜ'Ef)  (Da—  Qd), 

^  ■=  (AÄ'—B^")(De—  C"d)+(Ä"Ä  — il'ÄO  (Da—  Cd) 
+(B'B"—ÄB)  (Dh—  Od) , 

-~  =-  (A'A''—S^(Ad—Ca)--(B'B'—AB)(Ce-\-C"b) 
4-  (A"A — B»)  (A'd—  Ob) — (ß'B—A'B^  (C"a+  de) 
+ (AA'—Ef")  (Ä'd-  O'e) — (BB'—Ä'Ef')  (Cb+  Oa) 
-\-2(BB'ß'—AA'Ä')d, 

oit  d   repr6sente  le  discriminant   de  l'^quation  du  second  dßgck, 
ayant  ponr  valenr 

[D(AA'A"-{^BB'B'—AB*-A'Bf*-A'B"*) 

-{■(?(B!t—A'A"y\-C'^B'^—A"A) 

^C'*{B'i—AA')+20C'(AB—&B") 

+2C'C(A*B'—B"B)-\-2CO(A"Bf'—BB'). 

Si  Ton  divise  les  trois  premiferes  de  ces  ^qnations  par  la  qoatriime 
et  qae  Ton  pose  tt'  =  1 ,  on  aora  les  valeurs  des  coordonn^es  «',  y', 
^  da  point  de  contact. 

Ces  coordoun^es  peuvent  aassi  s'exprimer  en  fonction  des  d6ri- 
Tdes  da  discrimmant  //,  prises  par  rapport  aox  coefficients  de  r^qoa- 
tion  (17).    On  troave  qne 

2^«'  dA  ^     .  d/1  ,     .  dJ         ,  dA   ^ 
ir=dl^  +  dff'^  +dB'''  +dC'^' 


A 

B" 

B» 

C 

B'A' 

B 

C 

B'  B 

A" 

c 

C 

a  c" 

D 

(IX) 


2^«*  dJ         ,  dJ  ^     ,  dJ         ,  dJ 
-V=dW'''  ^H'^^  +  dB"   +5C>'*' 

2Azf       dA  dA  dJ  ^^,dA 

-T^dF"   +dÄ*  +dÄ!'^+dd"^' 

2Au'      dJ         .  dA  ^     .  dA         .  dA  ^ 
-T^^dC''   +dC'*  ^dU'^  ^dD^' 


Digitized  by 


Google 


200  Dostor:   Equalion  giniraie  des  deux  tangentes 

12.  Antre  forme  de  Pexpression  de  eonditloii  (VIII).  Molti- 
pliOBS  par  -r-  las  deux  membres  de  I'^qaatioii  (19)  et  snbstituons 
dans  le  r^sultat  les  valeurs  (IX);  noas  obtenons  la  relation 

(^)         'dÄ^'  +  dA'^  +  dI''^+dB''^  +  dB^'''  +  dJr^ 

qui  exprime  sons  ane  antre  forme  la  condition  de  contact  de  la  droite 
(16)  avec  la  surface  (17). 

13.  Condition  pour  qne  la  droite 

(20)  ax+by+cz-fdu  =  0,      a'x-j-b'p+c'z  +  d'u  ==0 

8oit  tangente  k  la  snrface  dn  seoond  degrr^  (17).  Les  plans  condaits 
par  la  droite  donn6e,  c'est-ä-dire  par  rintersection  des  deux  plaus 
(20),  sont  repr^sent^s  par  T^qnation  gen6rale 

(21)  (a+Xa')x+(b+kb')y+(c+Xc')z-^(d+  Id')  =  0. 

Or  l'une  de  ces  plans  est  6yidemment  tangent  k  la  snrface  (17)  an 
point  de  contact  x',  y\  «',  t*'  de  la  droite  (20).  Si  l'^quation  (21) 
repr^sente  ce  plan  tangent,  on  devra  avoir  les  ^galit^s  de  condition 

^+Ä^''~&+X^»'  ■""  Z+Td  ~  d^{lÄ'  ~" ""  ^^' 

Les  coordonn^es  dn  point  de  contact  et  les  denx  ind^terminäes  A  et  h 
devront  donc  satisfaire  aux  ^quations 

a  x*+b  y'+c  z'+d  u'  «  0, 
aV+ftV+cV+dV  «  0, 
ak+a*lh+A  x*+B'y'+B'z*+C  u'  =  0, 
bk+b^Xk-\'ff'x  +Ä*y'  +  B  z'+Cu'  =.  0, 
cJc+c')Jc+B'x''\-By'  +  A"z'+(/'u'  -=  0, 
dk+d'kk+Cx'  +  Cy'+C'z'+Du'  —  0, 

dont  les  deux  premieres  expriinent  que  le  point  de  contact  apparüent 
aux  deux  plans  (20).  Ces  six  6quations  sont  homogenes  et  du  premier 
dcgr6  par  rapport  aux  inconnues;  pour  qu'elles  soient  compatibles, 
11  faut  et  11  suffit  quo  leur  determinant  seit  nul.  On  tronve  ainsi  la 
relation  de  condition  cherchöe 
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(XI) 


0 

0 

a 

b 

c 

d 

0 

0 

a' 

h' 

c' 

d' 

a 

a' 

A 

BT 

B' 

c 

b 

V 

B" 

A' 

B 

iy 

c 

c' 

ß' 

B 

A" 

c 

d 

d' 

C 

O 

C 

D 

14.  Eqnation  g^4rale  des  snrfaces  du  seeond  degr^  qni  tonchent 
les  trois  axes  de  eoordoim^es.  Las  ^quations  de  Taxe  des  x  6taut 
y  =-  0,  » =—  0,  nouß  obtenons  la  condition  pour  que  Taxe  des  x  soit 
tangent  k  la  surface  (17),  en  faisant  dans  la  relation  (XI) 

a   =-0,     ft   =  1,     c   =0,     ci   —  0; 
a'  =3  0,     ^»'  =  0,    c'  =  1,    rf'  =  0. 

Mais  cette  condition  se  d^termine  plus  rapidement  en  faisant 
p  =  z  =  0  dans  l'^quation  (17)  de  la  surface,  et  en  exprimant  que 
les  deux  racines  de  l'^quation  r6sultante  en  x 

Ax^+2Cx+D  =  0 

sont  6gales.    Donc  Taxe  des  x  est  tangent  ä  la  surface  (17), 
si  C^— AD  ^0. 

De  meme  les  deux  autres  axes  de  coordonn^es  sont  tangents  ä 
la  surface  du  seeond  degr6  pour  C^—A'D  «  0,  C'^—A"D  -«  0. 

Supposons  que  la  surface  soit  ä  la  fois  tangente  aux  trois  axes 
de  coordonn^es.  Multiplions  l'^quation  (17)  de  la  surface  par  D  et 
dans  le  r^sultat  remplagons  AD^  A*D^  Ä*D  respectivement  par  C^, 
O^,  IV*^.    L'6quation  de  la  surface  sera 


ou 


(Gc+Cy4-C"Ä+Z>)2 
+2(fi£>— CC")y«+2(jB'Z)  — C7"C)«p+2(Ä"Z)— CC)»y  «  0. 


Ainsi,  en  repr^sentant  par 
^2,  9Xy  a;y,  on  voit  que 


-P,  — -Q,  —  Ä  les  coefficionts  de 


(Xn) 


(CSB+CTy+C'Ä+Z))*  =  iVÄ+Q«c+i2idy 


est  r^quation  g6n6rale  des  snrfaces  du  seeond  degrä  qui 
touchent  ä  la  fois  les  trois  axes  de  coordonn^es. 
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Si  Ton  d^signe  par  a^  h^  c  les  distances  ä  Forigine  des  trois 
points  de  contact,  cette  Equation  prend  la  fonne 

oü  !>*,  5*,  r*  sont  les  quotients  de  P,  Q,  Ä  par  Iß. 

15.  Le  Cdne  «ireonserit  ä  une  surface  du  seeond  degrr^  (17). 
Soient  «j,  y^,  a^,  %  les  coordonnees  du  sommet  S  du  cöne,  et  o?,  y, 
'z,  «t  Celles  d'un  point  quelconque  M  d'une  g6n6ratrice  SG  du  cdne. 
L'^quation  de  cette  g6n6ratrice  sera 

(22)  ^II^i«.  Z=Ä!i  ^gn^^^-^i, 

05  — 0?!       y  —  yi       z — «1       tt  — «*i 

D6sigiions  par  x\  y\  «',  «'  les  coordonn6e8  du  point  de  contSiCt 
/  de  la  g6n6ratrice  (20)  avec  la  surface  (17);  on  a  ^videmmexit 

(23)  «  «3p^.  y  -  3qrr'  "  =  Tfl*  ** -"T+r- 

Le  point  Jappartenant  k  la  surface  (17),  on  a  f{x'^  y\  %\  u')  =  0, 
ou,  en  substituant  les  valeurs  (23), 

(x+Xxj       y+kyt       g+^      tt+^\ 
^\1+X   '      l  +  ;i  '      1+A/       l  +  k  ) 

^^  (r+Xp-^^*+^^'  y+^s'u  «+^15  t*+Atti)  =  o. 

Mais  la  formule  (11)  nous  donne 

/(aj+AiCi,  y+lyt,  «+^«i>  «*+^«*i) 
=/(«^,  y,  «^)+A(a/./  +  y/y/  +  ./,/  +  t*AO+AV(xi,  yi,  «i). 

Le  seeond  membre,  6gal6  k  z6ro,  foumit  une  6quation,  dont  les 
racines  ne  seront  Egales  que  si 

(XIV)  (ir/5c/+y/V/+«A/H-t*A/)^-4/Taj,  y,  z,  u)Aa:i,  y^,  »i,  «i)=0. 

Getto  Equation  est  do&c  celle  du  cöne  qui,  ^mergeant  du  point 
(^1)  ^19  %9  *h)  enveloppe  la  surface  du  seeond  degr^  (17). 

16.  Equation  du  cdne  qui  touehe  la  surfoce  du  seeond  degr^ 
(17)  suiTant  la  courbe  dMntersection  de  cette  surface  ayec  le  plan 

(24)  px^qy-]-rz-\'8u  =^  0, 
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£n  op6rant,  comme  au  n"  10,  on  trouve  qne  ce  cöne  est  repr6- 
sent^  par  l'^qnation 

(XV) 


0   p       q       r       8 

A   &'  B'  C 

p  A      BT    &     C 

B^'  A!  B   C 

/(a:,y,«,tt) 

qä'  A!  B    a 

T  &     B     A"    C" 

(pH-3H-»-H-«*)* 

B'  B   A^C" 

s  c     a   C"  D 

C    C  C  D 
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vm. 

Nouyelle  expression  de  la  snrfaee  da  triangle^ 

avec  application  an 

calenl  en  d^terminant  de  cette  surface  en  yalenr 

des  trols  eöt^s  dn  triangle. 

Par 
Georges  Dostor, 


1.  Soient  a,  &,  c  les  trois  cötes  BC^  CA^  AB  du  triangle  ABC^ 
O  le  centre  et  Jt  le  rayon  du  cercle  circonscrit.  Tirons  les  rayoas 
OA,  OB^  0C\  uous  d^composerons  lo  triangle  donn6  ABC  dans  les 
trois  triangles  isocMes  BCO^  CAOy  ABO^  dont  les  angles  au  sommet 
O  sont  les  doubles  des  angles  oppos6s  A^  B,  C  du  triangle. 

Or,  si  du  centre  O  nous  abaissons  sur  le  c6t6  BC  la  perpehdi- 
culaire  OD,  eile  passera  par  le  milieu  D  de  ce  cdt6  BC  et  dirisa^ 
l'angle  au  sommet  BOC  en  deux  parties  Egales. 

La  surface  du  triangle  BCO  est  6gale  k  la  moiti6  du  produit 
BCXOD'j  mais  le  triangle  rectangle  BDO  donne  OD'^  OBcosBOD 
=  Äcos-4;  d'ailleurs  jBC=  a\  par  suite  on  trouve  que  le  triangle 

BCa=iaRcosA', 
on  verrait  de  meme  que 

CAO  =  ibRcosB,    ABO  =-  JciZcosC. 
Nous  obtenons  alnsi,  pour  la  surface  S  du  triangle, 
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ou 

(I)  S  =  iR(acosA-\-bcosB'\-cQOBC) 

N0U8  voyonB  ainsi  que 

Th^ordnie  I.  L'aire  d'nn  triangle  est  egale  au  demi- 
rayon  du  cercle  circonscrit,  multipli6  par  la  somme  des 
produits  que  Ton  obtient  en  multipliant  chaque  c6te 
par  le  cosinus  de  Taugle  oppos^. 

2.  Corollaire  !•  Les  droites  qui  joignent  les  pieds  des  hauteurs 
de  notre  triangle  sont  respectivement  Egales  k  acos^,  ^cosi^,  ccosC; 
on  peut  donc  dire  que 

L'aire  S  d'un  triangle  est  6gale  au  demi-rayon  du 
cercle  circonscrit,  multipli^  par  le  p^rimötre  du  tri- 
angle qui  a  ses  sommets  aux  pieds  des  hauteurs  du  tri- 
angle donn^. 

3.  Corollaire  II.  La  surface  s  du  triangle  form^  par  les  pieds 
des  hauteurs  etant  6gale  au  p^rim^tre  de  ce  triangle  multipli^  par 
le  demi-rayon  du  cercle  inscrit,  on  voit  que 

La  surface  jSd'un  triangleestä  la  surfaco/Sdu  triangle 
form^  par  les  pieds  des  hauteurs,  comme  le  rayon  du 
cercle  circonscrit  au  premier  triangle  est  au  rayon  du 
cercle  inscrit  dans  le  second. 

4.  Appelons  i2'  le  rayon  du  cercle  circonscrit  au  triangle  qui  a 
ses  sommets  aux  pieds  des  hauteurs  du  triangle  donne  ABC.  Nous 
avons 

(1)  4Ji'8  «  aooBA.bcosB.ccoBC  ^  ab c COS AcobB COS C. 

Mais  les  angles  du  triangle  a  6tant  respectivement  »  — 2A,   n  —  2B, 
n — 2(7,  il  nous  vient 

«  =  i6cosjB.öC08C.sin2-4  =  Äcsin-4.co8-4cos^cosC 

ou  bien 

(I)  «  =  2S.cos-4cos5cosC. 

Divisaut  (1)  pat  (2)  nous  obtenons 

abc 

ou    Ä*  =  \R.    Donc 
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Th6ordme  n.  Le  rayon  da  cercle  qni  passe  par  les 
pieds  des  trois  haateurs  d'un  triangle  est  la  moiti6  du 
rayon  du  cercle  circonscrit  aa  triangle. 

5.  Corollaire.    On  en  condnt  de  snite  qne 

Dans  nn  triangle,  le  rayon  du  cercle  qni  passe  par  les 
pointsde  conconrs  desbissectrices  des  angles  ext^rienrs, 
est  le  double  du  rayon  du  cercle  circonscrit  au  triangle. 

6.  Multiplions  l'^quation  (I;  par  T^galit^  ^RS^ahc^  d'abord 
membre  ^  membre,  puis  en  croix:;  nous  obtenons  les  deux  expressions 

(II)  iS*  ==  ^aZ»c(acos^  +  *cos^-|-ccosC), 

ahc 


(HI) 


Ä«: 


2(acos^+ico8jB+ccosC)* 


7.  L'6quation  (II)  est  trös  importante;  die  nous  pennet  de 
trouver  imm^diatement  l'expression  en  determinant  de  la  surface  du 
triangle  en  valeur  des  trois  cöt^s. 

£n  effet,  si  nous  consid^rons  cette  equation  comme  simultanee 
avec  les  trois  ^quations  que  Ton  obtient,  en  projetant  sur  chaque 
c6t^  du  triangle  la  ligne  briste  formee  par  les  deux  autres  cöt^s, 
nous  aurons  un  Systeme  de  quatre  6quations 


~7 acos-4— fecosB — ccos(7=0, 

ahc  ' 


a — O.C08-4 — ccos^  — ftcosC==  0, 
b  —  ccos-4  —  o.cosB — aco8C=  0, 
c  — &C0S-4 — acosJB — o.cosC  »=«  0 

eiitre  les  trois  inconnues  — A^  — -B,  —  C 

L'elimination  de  ces  inconnues  nous  donne  de  suite  la  r^sultante 


d'oü  nous  tirons 


ahc 


ahc 
a 
h 

I     c 

c  h 
o  a 
a    o 


och 
c    o    a 

h     a     0 


=  0, 


o  a  b 

a  0  c 

h  c  o 

c  b  a 
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Or  le  d^terminant  da  premier  membre  est  6gal  ä  2abc\  noos  obte- 
nons  donc 


(IV) 


16iS«  =  — 


o  a  b 

a  o  e 

b  c  o 

c  b  a 


par  le  carr6  de  la  quadruple  surface  du  triangle  dont  les  c6t^s  sont 
a,  &,  c, 

8.  Nous  pouvons  donner  une  autre  forme  au  d^terminant  '(IV). 
Pour  cela  multiplions  les  trois  demi^res  colonnes  par  les  quantit^s 
respectives  bc^  ca  ei  dbi  le  d^terminant  sera  multiplie  par  le  produit 
bc.ca.ab  «=  a*&*c*  et  il  nous  viendra 


16a»ft»c»5«  =  — 


ahc  abc  abc 

o  ac^  ab^ 

b(^  o  bc? 

cb^  cc?  o 


divisons  actuellement  les  quatre  lignes  respectivement  par  a6c,  a,  6 
et  c\  le  d^terminant  sera  diyis^  par  le  produit  abc,a.b,c  «  d^b^e^ 
et  nous  obtiendrons  encore 


(V) 


165««  — 


1  1 

c«  b^ 

o  a^ 

a«  0 


pour  Texpression  du  carr6  de  la  quadruple  surface  du  triangle.  p 

Kote.  Gonsid^rons,  ind^pendamment  de  ce  qui  pr6c^de,  un  tri- 
angle ABC^  dont  nous  d^signerons  les  trois  cöt^s  par  a,  b^  c  et  par 
-4,  jB,  C  les  angles  oppos^s.  Soient  a',  ft',  c'  les  cöt^s  et  -4',  B\ 
C*  les  angles  du  triangle  A'B'C  form6  par  les  pieds  des  trois  hau- 
teurs;  et  repr6sentons  par  o^,  ft^,  c^  les  c6t6s  et  par  Ä^y  B^^  C^  les 
angles  du  triangle  formi  par  les  centres  des  trois  cercles  ex-inscrits. 
II  sera  fädle  de  yoir  qu'on  a 


puis 


a!  =  acos^, 

b'  =  bC0BB, 

c'  =  ccosB, 

A'^  n—2A, 

B'  =  n  —  2B, 

a  ^n-  26'; 

a 

c 

sin^ 

Sin  2 
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^1  —      2     '     ^  ""      2     '     ^  ~*      2     ' 

Or  si  nous  designons  par  JR,  JR',  R^  les  rayons  des  cerclcs  cir- 
conscrits  k  ces  trois  triangles,  nous  aurons 

^  ""2sin^' 

,  a'      acos-4  acos^      a 

^  28in-4'       2siii2^  ^  4sm^cos^      4sin-4* 

JJ  ^      ^       -     ^    V  ^ 2~v       ^ 


»^2siii^, '^    .    ^      o-  ^+^       .   ^     c.       ^      sin^* 
srn-g     2sm— ^ —     sin-ö     2cos2 

donc  on  voit  de  suite  que 

Ä,  =  2ä  «  4Ä'. 

Si  eu  antre  S^  8',  S^  expriment  les  snrfaces  de  nos  trois  tri- 
angles  ABC^  Ä'  B'  C,  A^^  Äi,  Q  on  trouvera  aisement  que 


et 


S*.=  2ScoSi4co8ilcos  C, 

S 


S, 


,,  .    Ä  .  B  .    C 

2sm  ^sm  ^sm  2 
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IX. 
Ein  gtereometrisclieis  Problem. 

Von 
Siegmund  Günther. 


§.  1.  Vor  Kurzem  wurde  in  dieser  Zeitschrift  yon  Bender  ^ 
die  Aufgabe  beliandelt,  die  grösste  AnzaM  congmenter  Kugeln  anzu- 
geben, welche  sieb  auf  ein  und  dieselbe  Kugel  vom  gleicEen  Badius 
auflegen  lassen.  Die  Aufgabe  ist  an  ujul  ftr  sich  von  geometrischem 
Interesse,  sie  hat  jedoch  auch  eine  molecularphysicalische  Bedeutung, 
iosofeme  sie  die  Anzahl  deijenigen  Atome  normirt,  welche  mit  einem 
gegebenen  Atome  allerhöchstens  in  directen  Contact  zu  treten  ver- 
mögen. Anders  formulirt  können  wir  auch  sagen:  Man  ersieht  dar- 
aus, wie  viele  Atome  sich  zu  gleicher  Zeit  in  der  Wirkungssphäre 
eines  Atomes  von  doppeltem  Badius,  also  achtfachem  körperlichen 
Inhalte  befiadeft  kdnnen^  Hiebe!  ist  allerdiiigs  jedes  einzelne  Atom 
als  kugelförmig  vorausgesetzt;  alleiQ  wie  woiig  innere  Gründe  diesctr 
Hypothese  zur  Seite  stehen  mögen, ^  so  werden  wir  uns  derselben 
gleichwohl  ^)  im  Interesse  d^  Bedmung  tiie  einer  fibersichtlichen  Dar- 
stellung der  ErscheiQungen  nicht  entschlagen  können. 

Die  Auf lösung  von  Bender  war,  wie  in  einer  Notiz  ^  der  Be- 
daction  herrorgehoben  wurde,  insofetne  keine  g^nfigeitde,  als  isie  ^WAt 
nachwies,  dass  bei  einer  bestimmten  Anordnung,  ffir  12  Kugeln  Platz 
vorhanden  sei,  es  aber  unentschieden  liess,  ob  nicht  durch  geeignete 
Verschiebung  dieser  Kugeln  der  zum  Auflegen  einer  dreizehnten  Kugel 
erford^liche  Baum  hergestellt  werden  könnte.  Diesen  Kernpunkt  der 
Frage  hat  Hoppe  in  jener  Anmerkung  erledigt  und  gezeigt»  dass  12 
in  der  Tat  die  Maximalzahl  sei.    Da  jedoch  sm  dieser  Feststelluiq; 

TeULVIt.  14 
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die  Variation  von  6  Kugeln  verwandt  wurde,  so  dürfte  es  sich  wohl 
empfehlen,  die  n&mliche  Untersuchung  zuvor  mit  Hfllfe  einfacherer 
Betrachtungen  durchzufdhren.  Um  noch  einmal  in  KfiizB  das  Zid 
der  eigentlichen  Aufgabe  zu  &dren:  Es  soll  gezeigt  werden,  dass  es 
unmöglich  ist,  13  gleiche  Kugeln  mit  einer  ebensolchen  zur  BerOhmng 
zu  bringen. 

1)  Bender,  Bestimmung  der  grGssten  Anzahl  von  Kngeln,  welche  8ich 
auf  eine  gleiche  Kugel  auflegen  lassen,  Archiv  d.  Math.  u.  Phys.  56.  Band. 
S.  308. 

2)  Bndde,  üeber  die  Abweichungen  der  Gase,  insbesondere  des  Wasser- 
stoffs, Tom  Mariotte'schen  Gesetz,  Zeitschr.  f.  Math.  u.  Phys.  1 9.  Jahrgang. 
&  S9S. 

3)  Hop'pe,  Anmerkung  zu  Bender's  Aufsatz  Archiv  d.  Math.  n.  Fbys. 
56.  Band.    S.  307. 

§.  2.  Denken  wir  uns,  es  seien  wirklich  auf  die  Kugel  vom  Ra- 
dius R  13  ihr  gleiche  Kugeln  aufgelegt,  und  legen  wir  an  jede  der- 
selben aus  dem  Mittelpunkte  der  gegebenen  Kugel  (wir  wollen  die- 
selbe mit  I  bezeichnen)  einen  Bertthrungskegel;  alsdann  ist  ondchilich, 
dass  keine  zwei  dieser  Kegel  einander  schneiden  dürfen,  indem  sonst 
auch  mit  den  von  ihnen  umhüllten  Kugeln  das  Gleiche  der  Fall  wftre. 
Jeder  solche  Berührungskegel  ist  eine  Rotationsfläche  und  schneidet 
deshalb  aus  der  concentrischen  Kugel  I  einen  kleinen  Kreis  vom  Ba- 
dius  Q  aus.  Der  obigen  Bedingung  können  wir  dann  auch  die  sab- 
stituiren,  dass  diese  Kugelkreise  sich  nicht  schneiden  dürfen.  Im 
Ganzen  entstehen  unsrer  Annahme  gemäss  13  solche  Kreise,  deren 
Flächen  zusammengenommen  kleiner  sein  müssen  als  die  Oberfläche 
von  Kugel  I.  Dass  sich  diess  wirklich  so  verhält,  kann  ohne  Schwie- 
rigkeit nachgewiesen  werden. 

Bezeichnen  wir  die  Oeffiiung  jedes  einzelnen  Kegels  mit  a,  so  be- 
steht offenbar  die  Relation 

a        R 

also 

«  =  60«. 

Den  sphärischen  Radius  q  ergiebt  demzufolge  die  Proportion 

^:2r«  =  30:360, 
woraus 

rn 

folgt    Der  in  sphärischem  Masse  gemessene  Inhalt  eines   kleinen 
Kugelkreises  vom  Radius  ^  bestimmt  sieh  gleich 
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r*.2«(l— CO89). 
Setzt  man  somit  der  Einfachheit  halber  r  »  1,  so  ist  der  Inhalt 

J^2n  (1— cos|)  =-  2j5(1-~co8300)  =•  «(2— V3). 

Wird  dann 

.  ys  =  1,73205 

angenommen,  so  erhält  man 

13  J  «  13 . 3,1416 .  (2  — 1,73)"=  10,9433. 

Hingegen  ist  die  Gesammtoberfläche  der  Engel  I  gleich 

4r»jr  =  4.  3,1416  =-  12,5664. 

Die  Differenz  hat  also  den  Wert 

12,5664—10,9433  =  1,623. 

Es  fragt  sich  also  nunmehr,  ob  die  sonst  noch  in  Frage  kommenden 
Oberflftchenstflcke  nicht  einen  grössten  Flächeninhalt  liefern,  als  die 
so  eben  berechnete  Zahl  aasdrückt 

§.  3.  Um  hierüber  ins  jKlare  zu  konmien,  denken  wir  uns  die 
13  Kngeln  in  eine  möglichst  nahe  Lage  gebracht  Der  bessern  Ueber- 
sicht  halber  beginnen  wir  mit  4  Kugcfln,  die  wir  so  anordnen,  dass 
das  zwischen  den  vier  zugehörigen  Kreisen  mit  dem  Radius  q  ein- 
geschlosane  Stück  der  Oberflädie  von  Kugel  I  ein  Kleinstes  wird. 
Damit  überhaupt  diese  Figur  eine  geschlossne  sei,  müssen  die  4  Ku- 
geln so  liegen,  dass  je  zwei  davon  eine  dritte  berühren.  Die  weitren 
Betrachtungen  können  wir  entschieden  auch  an  vier  in  Einer  Ebene 
befindlichen  Kreisen  yomehmen,  indem  die  uns  hier  interessirenden 
Verhältnisse  auf  der  Sphäre  die  nämlichen  sind. 

Es  seien  (Fig.  1)  die  4  gleichen  Kreise  um  A,  B^  C,  D  so  con- 
struirt,  dass  bezüglich  in  den  vier  Punkten  E,  F^  G,  H  Berührung 
eintritt;  es  entsteht  dann  ein  Rhombus  ABCD  mit  der  Seite  er  und 
dem  spitzen  Winkel  ABC  =  9>.  Um  zu  ermitteln,  bei  welchem  Winkel 
tp  das  (in  der  Figur  schraffirte)  krummlinige  Viereck  EFGH  ein 
(natürlich  nur  relatives)  Kleinstes  wird,  sehen  wir  zunächst  zu,  unter 
welchen  Umständen  sie  ein  Grösstes  ist,  und  verschieben  hierauf  die 
Kreise  so  lange,  als  es  angeht,  die  so  erreichte  Schlussstellung  wird 
dann  das  gesuchte  Minimum  repräsentiren. 

Der  Inhalt  des  Rhombus  ist 

2r.2r8ina, 
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Die  vier  Sectoren  AEH,  BEF,  CFG^  DGH  ergeben  zusammen  den 
Ereifinhalt 

so  dass  demnacii  der  Inhalt  jenei'  Figur 

j  »  4r*Bin«— r*« 

sein  wird.    Der  Ausdruck  erhält  seinen  grössten  Wert  dann,  wenn 

sina«l,    «  — 90^ 
ist. 

Wird  nunmehr  das  Quadrat  bei  gleichbleibender  Seitenlaiige  ?er- 
schoben,  bis  eine  weitere  Yerschiebung  nicht  mehr  möglich  ist,  so 
gelangt  man  zu  einer  Anordnung  der  Kreise,  bei  welcher  zwd  der 
vorhin  getrennt  liegenden  einander  tangiren,  und  aus  der  viereddgfA 
Figur  EFOH  sind  zwei  congruente  dreieckige  mit  einem  gemein- 
sdiafüichen  Eckpunkte  geworden.  Fttr  den  Winkel  q>  ist  dann  die 
Belation  diese: 

9  —  60«. 

Auf  die  Kugelfläche  flhertragen  lautet  dieses  Besultat  dO: 

Vier  eine  gegebene  Kngelfläche  von  gleichem  Radiai 
berührende  Kugeln  nehmen  Ton  jener  dann  den  gering- 
sten Oberflächetteil  in  Anspruch,  wenn  die  durch  die 
vier  Berührungspunkte  der  Yon  den  Tangentialkegela 
aus  der  ersten  Kugel  ausgeschnittenen  Kreise  gebildete 
sphärische  Viereck  in  zwei  congruente  Dreiecke  lerfällt 

§•  4.  Die  nächste  Präge,  Welch«  wir  uns  VoH^en  müsseD,  ist 
die  nach  dem  Flächeninhalt  eines  sokhen  Dreieckes.  A  -^y  C  (Fig.  2) 
mOgen  die  sphärischen  Centra  dreier  solcher  Kreise  sein,  so  dass 

AD^AE-^-'BD^  BF=^  CB  ^  CF-^  p 

ist    Wir  suchen  den  Flächeninhalt  l  des  (schrafiirten)  sphärische 
Dreieckes  DEF  au  bestimmen. 

Versteht  man  unter  V  den  Flächeninhalt  eines  der  drei  Sectoren 

ADE^  BFD,  CEFf 

unter  ('  hingegen  den  Flächeninhalt  des  gesammten  Dreieckes  ABC, 
so  ist  offenbar 
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Sowohl  fftr  l'y  als  auch  für  T,  ist  die  SenntaiisQ  des  Winkels 

BAC:;;^  AGB  —  üßA  ^^ 
erforderlich.    Eine  bekannte  Formel  liefert* 

^fmig  —  C08*2|f+sin*2^q08i|i, 


woraus 


'  _  cos  2^(1— cos  2^)  cos  2g 

^**-"       l-.cos»2e  l+cos2p 


sich  ergiebt    Setzt  man  fOr  q  den  frflhw  geftmdenen  Wert  ein  ,  so 
ffiesst  Merans  weiter 

n 
oos-^ 

if ««  arcGos -jj  ^  arccosi. 

1+cos  g 

Dann  gilt  die  Proportion 

arcco8j:2«  —  l'rJ, 

und  mit  Substitntion  des  bekannten  Wertes  von  J  aus  §.  2, 

„     2— ys         - 

V  =  — 5?—  arccos^. 

Sind  fir»  ß,  f  die  drei  Winkel  eines  sphärischen  Dreiecks,  so  ist  dessen 
Flächeninhalt  durch  den  Ausdruck 

gegeben;  in  nnsrem  Falle  sind  diese  dr^  Winkel  unter  sich  gleich, 
und  man  hat 

('  =«  SarccoB^«^». 

Da  l'  und  f'  jetzt  gefunden  sind,  so  bekommt  man  zum  Schlüsse 

;  as  •  y 8  arccoB^  — -•». 

Wie  oft  dürfen  wir  diese  GrOsse  l  zn  sich  3eU)st  addiren,  um  die 
oben  erhaltene  Zahl 

1,623 
1«  enRDkh^  tesp.  zn  mbersehreiten? 

f.  5.  IMe  ganze  Rechnung  sc^,  da  sie  mcht  zur  Feststellung 
Yon  Gr^senbeziehungen,  sondern  nur  zur  Ei^enntniss  gewisser  Grenz- 
bedingungen  dienen  soll,  unter  Annahme  der  günstigsten  umstände 
gefUirt  werden.    Zur  Berechnung  des  obigen  Ausdrucks  hat  man: 

arccosi  -  0,39183.«;    }y3  -=  2,59808 
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Das  Product  ist  nicht  ganz  1,018. tt,  also 

Z«  0,018«  =  0,05655. 
Diese  Zahl  ist  in  1,623  etwas  mehr  als  28  mal  enthalten.  Nun  kann 
jede  aufgelegte  Kugel  nie  mit  6  andern  in  Berührung  kommen,  also 
nie  6  Bogendreiecke  wie  DEF  begrenzen.  Lassen  wir  aber  auch 
diese  zu  hoch  gegriffene  Zahl  gelten,  so  werden  zwischen  den  auf- 
gelegten Kugeln  immer  erst  t  13  »  26  solche  Zwischenräume  ent- 
stehen, also,  da  noch  28  Platz  haben,  die  Unmöglichkeit  der  Be- 
rOhnmg  von  13  Kugeln  nicht  dargetan  sein.  Zum  Beweise  ist  es 
demnach  erforderlich  den  durch  die  Anordnung  notwendigen  üeber- 
schuss  der  Zwischenräume  über  ihr  Minimum  in  Rechnung  zu  ziehen, 
ein  Standpunkt,  von  dem  jeder  neue  Versuch  einer  Vereinfachung  des 
citirten  Beweises  auszugehen  hat    Es  hat  sich  ergeben: 

Selbst  trotz  des  absichtlich  zu  hoch  angenommenen 
Wertes  einer  gewissen  Zahl,  nehmen  je  3  von  13  gleichen 
eine  Kugel  des  nämlichen  Radius  berührenden  Kugeln 
keinen  so  grossen  Teil  jener  Kugel  für  sich  in  Anspruch 
dass  sich  die  Unmöglichkeit  ergäbe,  13  Kugeln  in  der 
verlangten  Weise  anzuordnen. 

§.  6.  Die  bisher  angestellten  Betrachtungen  hatten  nur  den  Zweck, 
die  Unmöglichkeit  von  13  congruenten  Berührungskugebi  ein  und  der- 
selben Kugel  darzutun.  Es  könnte  jedoch  möglich  sein,  a  priori  die 
grösste  Anzahl  solcher  Berührungskugeln  zu  bestimmen.  Die  Angabe 
einer  solchen  Methode  ist  der  Zweck  der  nächsten  Zeilen,  es  verhilit 
uns  dazu  folgende  Ueberlegung. 

Wir  nehmen  an,  es  gäbe  n  solcher  Kugobi;  n  ist  natürlich  eme 
ganze  positive  Zahl.  Wir  nehm  es  es  als  möglich  an,  diese  n  Kugeln 
in  eine  solche  gegenseitige  Lage  zu  bringen,  dass  die  ihre  Centra  mit 
dem  Mittelpunkte  von  Kugel  I  verbindenden  Radien  sämmtlich  gldche 
Winkel  mit  einander  einschliessen.  Irgend  drei  der  Berührungspunkte 
werden  dann  ein  sphärisch  gleichseitiges  Dreieck  bilden,  und  es  er- 
hebt sich  die  Aufgabe,  die  Kugelfläche  in  n  solche  Dreiecke  einzu- 
teilen —  eine  Aufgabe,  wie  solche  bereits  den  arabischen  Mathe- 
matikern bis  zu  einem  gewissen  Grade  sehr  geläufig  gewesen  zu  sein 
scheinen.  Jene  Aufgabe  liefert  uns  in  ihrer  Lösung  die  Seitenlänge 
jenes  Dreiecks,  und  es  bleibt  uns  dann  nur  noch  zu  untersuchen,  für 
welches  n  diese  Länge  noch  statthaft  ist  Für  alle  ganzzahligen 
positiven  Werte  n  ist  alsdann  die  bewusste  Anordnung  nicht  mehr 
möglich.  Don  uns  unbekannten  Winkel  des  Dreiecks  setzen  wir  gleich 
X,  Dann  ist  der  Flächeninhalt  des  Dreiecks,  den  Radius  zur  Einheit 
genommen, 
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and  zur  Bestimmung  von  x  besteht  die  Gleichung 

n(3aj— »)  «  4«, 
woraus  der  Wert 

n4-4 

sich  herleitet 

Die  Seite  y  berechnet  sich  aus  der  bereits  benutzten  Gleichung 
cosy  «  C08*y-|-sin*yC0Sa?. 
Diese  Gleichung  giebt,  wie  oben,  zunächst 

cosy 

also 

cosdi; 


1  —  C0Sfl5* 

und,  mit  Einsetzung  der  gefundenen  Werte, 

n+4 
COSW-gj^ 

C08y  =  — ;qij. 

1  —  cos»-^ — 

Andererseits  ist  jedoch  y  insoweit  bestimmt,  als  es  eine  Grenze 

giebt,  welche  diese  Grösse  nicht  überschreiten  darf,  ohne  die  Aufgabe 

illusorisch  zu  machen;  es  darf  nämlich  y  nicht  kleiner  sein,  als  die 

Distanz  zweier  Berührungspunkte  der  Kugeln.    Diese  ist  60«,  und 

wir  haben  demgemäss  die  Gleichung 

n+4: 
cos«~^ 

cos6(y>-j=- ;^:^ 

l--cos«-^ 

ftufisulösen.    Diess  giebt 

3cos»^|^    =-1, 

n  -^ —    «=  arccoB^* 


dn 

Nun  ist 

22+4:      ISn^  . 

«•35t"33>""'^'*' 

d.  h.  bei  22  Dreiecken  giebt  es  noch  eine  Lösung,  bei  23  hingegen 
nicht  mehr.  Erstere  Zahl  widerspricht  nicht  dem  Falle  von  13  Ku- 
geln. Das  hier  angewandte  Verfahren  kann  also  nicht  a  priori  ent- 
scheiden. 
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X. 
M  i  ft  e  e  1  ke  n. 


Kurze  Notiz  zu  dem  Amüntze  des  Herrn  H,  Bath  „Die  rationaleH 
Dreieeke'^  (Archiv  T.  LVI.  S.  188  ff.). 

In  der  eben  dtierten  interesBanten  Abhandlung  hat  Herr  Rath 
übersehen,  dass  eine  grosse  Zahl  seiner  Sätze,  auch  derjenigen,  welche 
er  für  neu  hSlt,  schon  in  der  Hitte  des  X.  Jahrhunderts  nnsrer 
Zeitrechnung  von  den  Arabern  ausgesprochen  und  bewiesen  sind. 
F.  Woepcke  hat  1861  dne  Debersetzung  eines  anonymen  Frai^- 
mentes  herausgegeben  ^),  das  sich  mit  der  Bildung  der  rechtwinkligen 
Dreiecke  in  ganzen  Zahlen  beschäftigt  Aus  diesem  fast  vollständigen 
Fragmente  —  es  fehlen  nur  einige  Anfangszeilen,  und  deshalb  auch 
der  Name  des  Yerfassers  —  entnehme  ich  unter  andern  folgende 
Sätze,  welche  sich  älmmtlich  auf  Primdreiecke  beziehen,  denn  nur 
solche  (triangles  souches)  betrachtet  der  Verfasser. 

Kein  pythagoreisches  Drdeck  ist  gleichschenklig. 

Jede  Hypotenusenzahl  ist  ungerade;  sie  lässt  sich  in  die  Summe 
zweier  Quadrate  zerlegen. 


l)  Recberches  sur  plosiear«  onvrages  de  Leonard  de  Fise 
dccouvcrts  et  publids  par  M.  le  Frince  B.  Boncompagni  et  snr 
les  rapports  q«i  existent  e^ntre  ces  oavrages  et  les  traranx  ma- 
th^matiqües  des  Arabes.  U  partie:  Extraits  et  tradnctions 
d'onvrages  arabes  in^dits.  m.  Tradnction  d*iin  fragmeiit  ano- 
nyme sar  la  formation  des  triangles  rectangles  ea  o^ni^rea 
entiers,  et  d'aa  traitd  sar  le  m^me  sajet  par  Aboü  Dja'far  Mo- 
bammed  Ben  Albo9aIn.     RomelS61. 
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Jede  Hypotenasenzahl  hat  die  Form  12m-f-l  oder  12m4-5. ') 

Diese  letzte  Eigenschaft  gilt  nicht  umgekehrt,  es  ist  also  nicht 
jede  Zahl  von  der  Form  12m4-l  oder  12m -|-5  eine  Hypotennsen- 
saU,  sondeni  nur  diejenigen,  welche  sich  in  die  Summe  zweier  Quad- 
rate zerlegen  lassen. 

Ist  die  Zerlegung  der  HypotennsenzaU  m'4'f»^  so  ist  die  For- 
Biel  fftr  die  drei  Sdten  des  betreffenden  Dreiecks 

a  =  tu* — n*,    b  =  2»Mi,     e  =  m*-^w*. 
Das  sind  die  Ton  Herrn  Rath  sogenannten  indischen  Formeln,  die 
aber  schon  Diopbant  in  seinem  YL  Buche  constant  benutet. 

ICan  hat  stets  m+n  53  ^+1^  also  ist  dies  immer  eine  unge- 
rade Zahl,  m  und  n  sind  relativ  prim. 

Eine  Kathete  ist  stets  eine  gerade  Zahl,  die  Hypotenuse  und  die 
andere  Kathete  beide  ungerade. 

Der  anon3rme  Autor  benutzt  dann  seine  Resultate  zur  Lösung 
der  gleichzeitigen  G^eichnngen 

das  heisst  er  versucht  die  Lösung  der  Aufgabe  von  den  congruenten 
Zahlen,  tr  ist  dabei  eine  gegebene  Zahl.  In  einer  am  Ende  ange- 
hängten ZusammensteUnng  der  Resultate  geordnet  nach  den  Hypo- 
tenusenzahlen finden  sich  sämmtliche  Resultate  des  Herrn  Rath  bis 
zur  Hypotenuse  205  eingeschlossen,  und  ausserdem  noch  die  Lösung, 
welche  für  <2"^13,  n«!   in  der  Rath'schen  Tabelle  auftreten 

würde,  nftmlich 

a  — 28,    J  — 196,    u  =  197. 

Yen  den  congruenten  Zahlen  hat  der  Anon3rmus  die  30  folgenden 
gefunden 


5 

34 

210 

429 

2730 

6 

65 

221 

546 

3670 

14 

70 

231 

U6& 

4290 

Ib 

UO 

286 

1264 

6610 

n 

154 

800 

1786 

7964 

80 

160 

800 

1096 

10874 

Das  Finden  iet  eongm^iten  Zahlen  ii^  nach  dem  zweitan  Tradat 
dM  Alhe^ialn  der  eigentliche  Zweck  der  Theorie  der  Pjrtiluigoroiscfaiii 
Dreiecke. 

Thom,  Juli  1874  M.  Ourtze. 


1)  Herr  Rath  hat  die  Form  4n-{- 1  angegeben.  Da  aber  keine  Hypo* 
tennsenzahl,  wie  man  sich  leicht  überzeugt,  durch  3  teilbar  sein  kann,  so  Allt 
die  Form  lSm-|-9,  welche  in  An+\  steckt,  weg;  hier  ist  also  der  Araber 
genauer  als  Herr  Rath. 
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lieber  das  Biagronalenfttiifeek  eines  KreislUnfeekes. 

Aj^A^A^A^A^  in  Fig.  1.  seien  5  aufeinanderfolgende  Punkte  einer 
Kreisperipherie.  Es  bezeichne  dann  o«  die  Seite  Ai+^Ai+Zj  wo  der 
Index  k^b  mit  dem  Index  k  zusammenfällt  Die  5  Diagonalen 
dieses  EreisfÜnfeckes  bilden  selbst  wieder  ein  Fünfeck  B^B^B^B^B^ 
wo  Bi  der  Schnittpunkt  zweier  Diagonalen  ist,  die  von  den  End- 
punkten der  Seite  ai  gezogen  werden  können. 

Es  besteht  nun  eine  Relation  zynschen  den  Winkeln  dieser  bei- 
den Fünfecke,  welche  auf  folgende  Weise  gefunden  werden  kann. 

Jeder  Winkel  Ai  des  EreisfÜnfeckes  wird  durch  zwei  Diagonalen 
in  drei  Winkel  geteilt;  wird  der  mittlere  derselben  mit  tn  bezeichnet, 
so  erhält  man : 

Bi  =  212— ffi+i— «,+4  «  «y^+a*+2+«tf+8 

Ai  +  Bi  —  2/2+«,  «  Ai^i  +  -4,+4 

somit 

Bi  =  Ai^i  +-4,'+4 — Ai 

welche  5  Gleichungen  die  gesuchte  Beziehung  darstellen. 

Wien,  den  13.  Jan.  1874.  Emil  Hain. 


3. 
lieber  Kreise  im  Ihreieck. 


Werden  in  einem  Dreieck  ABC  von  den  Ecken  durch  einen 
merkwürdigen  Punkt  O  gerade  Linien  gezogen,  welche  die  Seiten  in 
A^B^Cx  treffen,  so  entstehen  drei  Paare  von  Dreiecken,  deren  In- 
und  Umkreisradien  in  gegenseitigen  Beziehungen  stehen.  Bezeichnen 
wir  die  Umkreisradien  der  Dreiecke  ABA^  ACA^  mit  r«»,  r«e  und 
die  InkrelBradien  mit  v«»)  Qae'j  so  haben  wir  zunächst  für  O  als  den 
Schwerpunkt: 

1         1  ^c— 6 

Qab        Qae  F 


4P 
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WO  ahcrgF  Seiten,  Um^  und  Inkreisradins  und  Flächeninhalt  des 
Urdreieckes,  q'  der  Inkreisradins  des  von  den  Schwerpnnkttransver- 
salen  als  Seiten  gebildeten  Dreieckes  sind. 

Für  den  Höhenpunkt  erh&lt  man: 


Q^ £ 

UQab  =  ngta 

Qah(9+8'-b)+Qac{Q+s—c)  —  ag 

£(Qai>+QcbnQ  +  S-^b)^2F 

rab^l=^rba 

Für  das  Umkreiscentnun: 

1          1         a—b   1 
(fäb        Qba            C         Q         ^ 

Qab             Qha 

m 

£ndlich  gelten  für  das  Inkreiscentnun  folgende  Relationen: 

\9äb        q)             \9ac        Qj 

£—  «  2"— 

Qab             Qha 

n(^-.l\=n(^  -i\^    y 

16r»« 

n{rab  +  rac)  «  2rh 

Ausser  diesen  einfacheren  Formeln  fOr  die  vier  wichtigsten  merk- 
würdigen Punkte  können  auch  allgemeine  Beziehungen  aufgestellt 
werden  wie  z.  B. 

*"^  ^  2smBAAi 
JJrab  «=  UriM 

Wien,  Ende  Februar  1874.  Emil  Hain. 


Digitized  by 


Google 


220  Miscellen. 

I 

4 

Grenzen  für  die  Basis  der  natttrüelien  LoirnritJun^n. 

1.    Aas  der  l>ekanDten  Formel: 

ergiebt  sich,  wenn  a  >>  ^,  die  Ungleichung: 

[(n+l)ft  — na]a*  <  b^^K 
Hieraus  findet  Schlömilch  in  seinem  Compendium  der  Mathematik 
für  o  ==  1+- und  ft  =  1  ' 


n  •  n-fl 

und  somit: 

(1+1)»  <  (1+ J)«  <  (l+i)»  <  (l+i)*    etc. 

2.    Es  ist: 
Nun  ist  für  Ä  >•  0;  (1+a?)*  >  1+wä  mithin  auch 


M 

n 


>'+:+??:t-: 

also  um  so  m^r 


und  somit 
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3.    Für  die  vorBtehende  Ijngleichang  kann  man  auch  schreiben: 

VH+l 


(Ä)">(^T 

{=^r>(4i)" 
(-r>('-.-i-.r 


und  auch 

V-<nfl) 


oder 


also  ist: 

(l~t)-i>(l-lH>(i-i)-S>(i-.j)-4  etc. 

4.  Da  nun  «-=  lim(l+-j  =limfl j      für   n  «  oo,    so 

eii^ebt  sich  aus  Nr.  1.  und  Nr.  3. 

oder  auch 

wodurch  e  so  genau  berechnet  werden  kann  al»  man  nur  will. 

5.  Aus  4.  folgt  noch,  wenn  x  und  y  >-  0, 

Hieraus  durch  Mnltiplication: 

und  wenn  man  2n  statt  n  setzt: 

Für  n  »  00  werden  x  und  ^  gleich  Null,  also: 

•Mm- 

Ffür  n  » 1000  giebt  diese  Formel  9  auf  sieben  Stellen  richtig,  während 
( l-f-  -)   eine  solche  Genauigkeit  erst  bei  n  =  10"  giebt 

Kiel,  den  18.  Oktober  1874  Ligowski. 
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Bommation  direete  et  ^l^mentalre  des  earr^s,  des  enbes  et  des 
quatridmes  puissanees  des  n  premiers  nombres  entiers. 

1.    8onime  des  carr^s.    Nons  avons 

(«+l)(2n  +  l)  «  2n»+3n+l, 
(n— l)(2n— 1)  =-  2»«— 3«+l; 

d'oii  nous  tirons,  en  retranchant  membre  ä  membre, 

(n+l)(2n4-l)  — (n  — i)(2n— 1)  «  6n. 

MuMpliant  par  g*  noas  obtenons  ridentit^ 

n(n+l)(2n+l)        (n>-l)n(2n--l)  , 

(I)  6 6 ^• 

Dans  cette  formale,  rempla^ons  n  saccessivement  par  tous  les 
nombres  entiers,  depnis  1  jnsqn'ä  n,  nous  trouTons  la  snite  des  6galit^ 

^  6     ' 

2^      1^.3 
"*  "      6     ~"     6     * 


3.4.7      2.3,.5 
6     ~     6     ' 
4.5.9      3.4.7 


3* --6 6-* 


4» 


/       \x«        (n— l)n(2n— 1)       (2«- 2)(n-l)(2«— 3) 

(»-!)« g e —  . 

,        n(n+l)(2n+l)       (n  — l)n(2»— 1) 
«» g g 

Si  nous  s^ontons  membre  k  membre  et  qne,  dans  le  seeond 
membre  de  Yigaiitk  r^snltante,  nons  snpprimons  les  termes  6gaax  et 
de  signes  contraires  qni  sont  en  ^vidence  et  qni  s'entreddtmisent, 
nouB  anrons  la  somme  des  carr^s  des  n  premiers  nombres  entiers 

(n)     l.+2.+3«+4«+...+(n_l)«+n«  -  ^^^-+'f^+-^\ 
2.    CoroUalre.    Poisqae 

1+2+3+4+... +(»-!)+ ''  =  ^^^^' 
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lioiifl  obtenons,  en  divisant  membre  ^  membre, 

iXU^  l«+2«+3'+-.>+n'        n+(n+l) 

^^)  l+2+3-f...+n     ^  3   ~' 

c'est-ä-dire  que 

La  Bomme  des  carr^s  des  n  premiersnombres  entiers, 
diTis^e  par  la  somme  de  ces  mömes  nombres,  est  ^gale 
an  tiers  de  la  somme  du  dernier  nombre  n  et  du  nombre 
ßuivant  n+L 

3.    Somme  des  eubes.    H  est  facile  de  voir  qne 

(n+l)«-(n-l)«  =  4n5 

multipliaBt  par  -r»  on  obtient  l'identit^ 

n«(«+l)«      <n-l)»n«  _ 
(AV)  ^  4         —  • 

Si  noas  rempla^ons,  dans  cette  formale,  n  saccessivement  par  toos 
les  nombres  entiers  depois  1  jasqu'ä  n,  noas  aarons  la  saite  des 
^qoations 

_  3».4»      2».3« 


4». 


4  4     ' 

4».5»      3».4« 


(n— 1)»  =. j j . 

-        n»(n-fl)»       (n-l)»n« 
«» 4 4         ' 

qn'il  noQS  snffira  d'ajouter  membre  ä  membre,  poar  trouvw  de  suite, 
aprte  sDppre88ion  des  parties  commnnes, 

(V)      ?!(=±1I'  .  i.+2.+3»+...-f  (n-l)3+»»  =  [=^]^ 

Ainsi  la  somme  des  cabes  des  n  premiers  nombres 
entiers  est  igale  aa  carr^  de  la  somme  de  ces  n  premiers 
nombres. 
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4    CoroUaire.    Elevons  an  carr6  leg  dem  membres  de  r^galit6 

(II),  et  diviflons  r6galit6  r^sultante  membre  k  membre  par  (V),  nous 
obtenons 

m^  (l»+2«+3«+..-+«y       rn+(n+l)1' 

y"^^)  i»+2»-f38+...+«»  "  L     3     J  • 

oQ,  en  langage  ordinaire-, 

Le  carr^  de  la  somme  des  carr^s  dea  n  premiers 
nombres  entiers,  divisä  par  la  somme  des  cnbes  de  cea 
mSmes  nombres,  est  6gal  au  carr6  du  tiers  de  la  somme 
du  dernier  nombre  n  et  du  nombre  suivant  n-f-l. 

Georges  Dostor. 
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Litterarischer  Bericht 

CCXXVI. 


Geschichte  der  Mathematik  und  Physik. 

Die  Rechenkunst  im  sechzehnten  Jahrhundert.  Von  A.  Kuckuck. 
Separatabdruck  aus  der  Festschrift  zur  dritten  Säcularfeier  des  Ber- 
linischen Gymnasiums  zum  grauen  Kloster.  Berlin  1874.  Weid- 
mann.   28  S. 

Das  sechzehnte  Jahrhundert  macht,  wie  die  Schiift  constatirt, 
eine  Epoche  in  der  Rechenkunst  gleichzeitig  in  mehrfacher  Beziehung. 
Hier  vollzog  sich  der  Ucbergang  vom  römischen  Verfahren,  dem 
Kechnen  mit  römischer  Zahlendarstellung,  „auf  der  Linie'S  mit  An- 
wendung des  Abacus,  zum  Dccimalrcclinen  „mit  der  Feder",  welches 
den  Gelehrten  schon  längst  bekannt  war,  ohne  dass  bis  dahin  auch 
bei  ihnen  der  augenfällige  Vorzug  die  alte  Gewohnheit  zu  Terdrängen 
vermocht  hätte,  in  schnellen  Schritten;  denn  es  erschienen  von  da  an 
zahlreiche  Rechenbücher  in  deutscher  Sprache,  und  das  Decimal- 
rectinen  ward  Lehrgegenstand  in  den  Elementarschulen.  Die  Be- 
schreibung des  alten  Verfahrens,  die  Vorführung  der  betreflfenden 
Zustande  im  16.  Jahrhundert  und  der  Verdienste  einzelner  Autoren 
und  ein  schliesslicher  Hinweis  auf  einen  neuen  bessernden  Uebergang 
im  19.  Jahrhundert,  wo  der  Rechenunterricht  mehr  und  mehr  auf 
Einsicht  statt  wie  früher  auf  Gedächtniss  und  gedankenlos  eingeübte 
Regeln  basirt  wird,  machen  den  Inhalt  der  Schrift  aus. 

Ein  anderer  Hinweis  auf  das  19.  Jahrhundert  hätte  wol  näher 
C^elegen.  Es*  war  die  wissenschaftsfeindliche  Macht  des  Gewohnheits- 
hanges  charakterisirt  an  einem  hervorragenden  Beispiele,  welches 
ausserdem  zeigt,,  dass  wenn  auch  erst  nach  Jahrtausenden  ihr  Wider- 
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Stand  gegen  den  Fortschritt  endlich  durchbrochen  wird.  Sind  wir 
nun  in  diesem  Kernpunkte  während  der  3  Jahrhunderte  weiter- 
gekommen? Darf  man  heutzutage  seine  Beibehaltung  anerkannt  an- 
praktischer  Einführungen  nicht  mehr  mit  der  alten  Gewohnheit  recht- 
fertigen? Das  Gegenteil  ist  hinreichend  bekannt:  wir  brauchen  nur 
an  die  Nonagesimal-  und  Sexagesimalteilung  der  Winkel  zu  erinnern, 
welche  längst  abgeschafft  wäre,  wenn  die  Gewohnheitsmacht  nicht  als 
Motiv  zur  Festhaltung,  sondern,  wie  es  in  der  Wissenschaft  allein 
vernünftig  ist,  als  Motiv  zui;*  Bekämpfung  gälte.  Erst  wenn  diese 
Lehre  der  Geschichte  in  weiterm  Kreise  in  die  Uoberzeuguugen  ein- 
gedrungen ist,  kann  von  Fortschritt  in  der  Hauptsache  die  Rede  sein. 

H. 

Zur  Erinnerung  an  Jakob  Steiner.  Ein  Vortrag,  gehalten  in 
der  mathematischen  Section  der  Schweiz,  naturforsehenden  Versamm- 
lung an  ihrer  Jahresversammlung  in  Schaff  hausen,  den  22.  August 

1873.  von  Dr.  C.  F.  Geiser,  Professor  am  schweizerischen  Poly- 
technikum.   Zürich.    Cäsar  Schmidt  (Schabelitz).    37  S. 

Die  Schrift  enthält  die  Lebensgeschichte  Stein  er 's  von  Jugend 
tn,  Schilderung  der  Persönlichkeit,  Züge  seines  Auftretens,  seinen 
Umgang  mit  Grelle  und  Abel,  dann  mit  Jacobi,  sein  Verhältniss 
zu  Humboldt,  Entstehung  und  kurze  Charakterisirung  seiner  Ar- 
beiten, in  einer  durch  heitern  Witz  belebten,  anregenden  Sprache. 

H. 

Intomo  ad  alcune  lettere  del  Lagrange  nota  di  A.  Genocchi. 

1874.  G.  B.  Paravia  e  C.  Estr.  dagli  Atti  della  R.  Accad.  d.  Sc.  di 
Torino,  vol.  IX.  (21.  Giugno).     19  S. 

Mitteilung  von  4  neuen  Briefen  Lagrange's  an  Fagnano  1755., 
Zauotti  1762.,  Gherli  1776.  und  Lorgna  1781.  in  italienischer  Sprache, 
nebst  Nachrichten  über  diese  und  andere  Briefe  desselben  Autors. 

H. 

Bulletiuo  di  bibliografia  e  di  storia  delle  scieuze  matematiche  e 
fisiche.  Pubblicato  da  B.  Boncompagni.  Tomo  VH.  Roma  1874. 
Tipografia  delle  scienze  matematiche  e  fisiche. 

Das  Maiheft  enthält  Geschichte  der  Entwickelung  der  Theorie 
der  Kettenbrüche  bis  Euler,  von  Siegmund  Günther,  üebersetzt 
in's  Italienische  von  Alfonso  Sparagna;  ferner  einen  Brief  von 
F.  Woepcke  an  B.  Boncompagni  über  eine  Methode  zur  approxi- 
mativen Bestimmung  der  Irrationalen  2.  Grades.  H. 


Digitized  by 


Google 


lAtierarischer  Bericht  CCXXVL  10 

Methode  und  Principien*). 

Die  ersten  Sätze  vom  Dreiecke  uad  die  Parallelen.  Nach  Bo- 
lyai's  Grundsätzen  bearbeitet  von  Dr.  Carl  Spitz,  Professor  am 
Polytechnikum  in  Garlsruhe.  Eine  Beigabe  zu  des  Verfassers  Lehr- 
buch der  ebenen  Geometrie.  Mit  43  in  den  Text- gedruckten  Holz- 
schnitten.   Leipzig  und  Heidelberg.    1875.    C.  F.  Winter.    44  S. 

Es  hätte  der  Ueberzeugung  des  Verfassers,  wie  derselbe  sagt, 
entsprochen,  die  in  der  vorliegenden  Separatschrift  entwickelte  Me- 
thode als  die  einzig  streng  wissenschaftliche  schon  in  der  neusten 
Auflage  seines  Lehrbuchs  der  ebenen  Geometrie  zur  Dnrchfährung 
zu  bringen;  nur  aus  Rücksichten  hat  er  sich  zur  Abtrennung  ent- 
schlossen, so  jedoch,  dass  die  Einordnung  unmittelbar  erfolgen  kann. 
£s  leuchtet  wohl  beim  ersten  Blicke  ein,  dass  dio  getroffene  Auskunft 
eine  glttcklicho,  die  eigentliche  Absicht  eine  verfehlte  war.  Die  ein- 
seitige Durchführung  einer  allein  bestimmenden  Idee  war  gerade  ge- 
eignet eine  Separatschrift  zu  einem  lehrreichen  und  interessanten 
Ganzen  zu  machen;  das  Ergebniss  ist  aber  weit  entfernt  mit  dem 
Lehrsystem  der  Mathematik  in  Harmonie  zu  stehen  und  dem  Unter- 
richtszwecke zu  genügen.  In  dieser  Beziehung  wollen  wir  das  Unter- 
nehmen nicht  aus  dem  blossen  Anschein  verurteilen,  sondern  die  Irr- 
tamer  aufweisen,  welche  ihm  zugrunde  liegen.  In  der  Tat  hat  Bolyai, 
diese  Tatsache  ist  der  Ausgangspunkt  der  Schrift,  bewiesen,  dass  der 
Satz  von  der  Dreieckswinkelsumme  auf  Erfahrung  beruht;  was  er 
aber  nicht  bewiesen  hat,  was  als  unwahr  überhaupt  nicht  bewiesen 
werden  kann,  und  doch  von  Vielen  gedankenlos  geglaubt  wird,  ist, 
dass  irgend  ßin  mathematischer  Satz,  oder  die  Evidenz  irgend  eines 
Schlusses  nicht  auf  Erfahrung  beruhte.  Riemann  hat  die  Frage  weit 
umfassender  aufgestellt  und  untersucht;  die  Ergebnisse  sind  jedoch 
sämmtlich  positiv,  und  auf  solche  brauchen  wir  nicht  einzugehen,  sie 
bieten  sich  leicht  genug  dar.  Die  Schrift  beginnt,  um  nur  eins  an- 
zuführen, mit  der  Congruonz  und  detinirt  diese  durch  Deckung  auf 


*)  Diese  Abteilang  der  Littcratu'r  stand  bisher  am  Ende,  sogar  hinter  den 
▼ermiflchten  Schriften,  sie  ist  hiernach  vom  Begründer  des  Archiv:«  (unter  dem 
Titel:  Schriften  über  Unterrichtsmethode)  als  blosser  Anhang  betrachtet  wor- 
den. Da  jedoch  inswischen,  namentlich  durch  bedeutendere  Arbeiten,  das  In- 
teresse an  den  principiellcn  Fragen  sehr  zugenommen  hat,  so  l&sst  sieb  der 
dahin  gehörigen  Litteratar  die  coordinirte  Stellung  nicht  länger  versagen.  Sie 
soll  von  jetzt  an  als  zweite  der  3  umfassenden  Abteilungen,  welche  den  10  Ab- 
teilangen über  die  einzelnen  Wissenschaftszweige  vorausgehen,  unmittelbar  auf 
die  Geschichte  folgen,  wodurch  in  die  ursprüngliche  Ordnung,  soweit  sie  eben 
Tollsogon  war,  wol  ia  keiner  Weise  ein  Eingriff  geschieht.     (D.  Bed.)* 
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einander  übertragener  Figuren.  Was  heisst  aber  Uebertragung,  wenn 
wir  nicht  die. Figuren  in  festem  Material  haben,  deren  ün Veränder- 
lichkeit die  Erfahrung  uns  anzunehmen  erlaubt?  Wie  können 
wir  Massstab  oder  Zirkel  gebrauchen,  ohne  diese  Voraussetzung  der 
Unvertlnderlichkeit  zu  machen,  die  doch  erst  vermöge  der  Erfahrung 
einen  Sinn  hat?  Wollte  man  den  empirischen  Elementen  in  der 
Mathematik  nachgehen,  so  würde  sich  zeigen,  dass  alles  empirischen 
Ursprungs  ist,  und  hiermit  wird  die  Unterscheidung  des  Winkelsatzes 
nichtig.  Der  Verfasser  ist  in  einem  Punkte  durch  Bolyai  au^eklärt 
worden,  hat  aber  im  übrigen  die  ungeprüfte  vulgäre  Meinung  fest- 
gehalten, sieht  nun  im  Abstand,  des  Dunkel  und  Hell  seiner  An- 
schauung einen  sachlichen  Gegensatz,  und  hält  sich  sofort  für  ver- 
pflichtet, diesem  Erzeugniss  seiner  Illusion  Geltung  im  Unterricht  zn 
verschaffen.  Zunächst  ist  nun  wol  ersichtlich,  dass  die  Statuirung 
eines  einzelnen  Erfahrungssatzes  innerhalb  des  mathematischen  Lehr- 
systems der  Natur  der  Sache  gar  nicht  entspricht,  mithin  auch  die 
exacte  Gestaltung  nicht  fördert.  Sie  ist  nur  eine  zufällige,  auf  ün- 
kenntniss  beruhende,  heterogene  Behandlungsweise  eines  an  sich 
homogenen  Lehrstoffs. 

Ferner  waltet  ein  Irrtum  in  Betreff  derjenigen  Erfahrung,  anf 
welche  sich  der  Dreieckswiukelsummensatz  stützen  soll.  Erst  wird 
nämlich  dieser  auf  die  engste  Voraussetzung  zurückgeführt,  dass  die 
Summe  der  Winkel  eines  einzigen  Dreiecks  nicht  <C  2  Rechte  sei, 
und  die  Erfahrung  soll  nun  darin  bestehen,  dass  wir  die  Winkel 
eines  Dreiecks  ausmessen.  Es  ist  bekannt,  dass  jede  Messung  einen 
möglichen  Fehler  übrig  lässt,  folglich  kann  diejenige  Erfahrung, 
welche  der  Verfasser  meint,  nie  stattfinden.  Auch  sind  alle  die 
frühern  Mathematiker,  welche  von  jener  Reduction  nichts  wussten, 
von  der  Allgemeingültigkeit  des  Satzes  auf  Grund  irgend  welcher 
Erfahrung  überzeugt  gewesen.  Hiernach  muss  doch  die  Rolle,  welche 
der  Erfahrung  zukommt,  eine  wesentlich  andere  sein,  als  der  Ver- 
fasser sich  vorstellt.  Wollen*  wir  also  nicht  blind  zuwerke  gehen,  so 
ist  vor  allem  die  Frage  befriedigend  zu  beantworten :  Wie  gehen  voll- 
kommen ideelle  und  allgemeine  Erkenntnisse  aus  Erfahrungen  hervor, 
die  in  jeder  Hinsicht  unvollkommen  sind,  da  sie  nur  an  individuellen 
Objecten,  nie  an  einer  Allheit  gemacht  werden,  mit  Fehlern  behaftet 
sind  und  nur  mangelhafte  Objecto,  d.  h.  keine  gerade  Linie,  keinen 
Kreis  u.  s.  w.  vorfinden?  Diese  Frage  lässt  sich  exact  beantworten. 
Von  ihrer  Lösung  hängen  erst  die  Gesichtspunkte  ab,  die  bei  even- 
tueller Geltendmachung  in  der  Lehrmethode  massgebend  sein  würden. 
Da  diese  Erfordernisse  bei  der  Absicht  des  Verfassers  nicht  in  Be- 
tracht gezogen  sind,  so  ist  es  ivol  begründet,  wenn  sie  nicht  der  Bei- 
stimmung begegnet;  nur  ist  zu  wünschen,  dass  dem  unbedachten  Vor- 
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gehen   nicht   blqssc  Langsamkeit  der  Entschlicssung ,   sondern   eine 
verständliche  Würdigung  des  Sachverhalts  entgegensteht. 

Der  wesentliche  Inhalt  der  vorliegenden  Schrift  besteht  in  der 
Streugen  successiven  Deduction  derjenigen  Reihe  von  Sätzen  über 
das  Dreieck  und  die  Parallelen,  welche  von  der  Grundeigenschaft  der 
Ebene  .unabhängig  gelten.  In  Betreff  der  Parallelen  mussten  hier 
Einführungen  gemacht  werden,  die  in  der  wirklichen  Planimetrie,  wo 
durch  einen  Punkt  nur  eiue  Parallele  mit  einer  Greraden  geht,  be- 
deutungslos sind.  Der  vermeintliche  Erfahrungssatz,  der  sich  aber 
nur  durch  den  Namen  von  einem  Axiom,  d.  h.  dem  notwendigen 
Minimum  der  Voraussetzung  unterscheidet,  kommt  erst  am  Ende 
hinzu;  die  ungenügende  Auffassung  des  Begriffs  der  Erfahrung  war 
daher  für  die  ganze  Bearbeitung  gleichgültig ;  diese  hatte  ihren  stren- 
gen und  deutlichen  Gesichtspunkt  für  sich.  Ein  weiteres  Gute  hatte 
auch  wol  die  Bestimmung  der  Bearbeitung  für  den  Schulunterricht: 
wir  haben  dadurch  eine  methodisch  geordnete  und  für  Anfänger  vor- 
ständliche Darstellung  der  Bolyai'schen  Geometrie  erhalten.         H. 


Lehrbücher,  Sammlungen  und  Tabellen. 

Die  Elemente  der  Mathematik.  Ein  Leitfaden  für  den  mathe- 
matischen Unterricht  an  höhern  Lehranstalten.  Von  Wilhelm  Gal- 
lenkamp, Direktor  der  Friedrichs- Werderschen  Gewerbeschule  in 
Berlin.  I.  Theil.  Arithmetik  und  Algebra.  1.  Abtheilung  -—  Plani- 
metrie. Mit  einer  Figurentafel.  Vierte  Auflage  1874.  U.  Theil.  Der 
Arithmetik  und  Algebra  2.  Abthieilung,  die  Stereometrie  und  die  Tri- 
gonometrie. Mit  drei  Figurentafeln.  Dritte  verbesserte  Auflage. 
1872.    Iseriohn.    Julius  Bädeker.    331  S. 

Die  Abfassung  des  Leitfadens  entspricht  mehr  ^em  Zwecke  der 
Vergegenwärtigung  als  der  exacten  Begründung  der  Lehrobjecte.  In 
ersterer  Beziehung  ist  der  Verfasser,  soweit  sich  die  Gelegenheit 
darbot,  selbständig  productiv  vorgegangen,  in  letzterer  bleibt  die  Lei- 
stung merklich  gegen  die  billigsten  Anforderungen  zurück.  Die 
1.  Abteilung  der  Arithmetik  und  Algebra,  umfassend  die  Grundrech- 
nungsarten in  ganzen  Zahlen,  dann  in  Brüchen,  dann  in  algebraischen 
Zahlen,  die  Lehre  von  den  Potenzen  und  die  Gleichungen  1.  Grades 
mit  einer  Unbekannten,  zeigt  wenig  eigentümliches.  Es  mag  erwähnt 
werden,  dass  hier  eine,  vor  Zeiten  sehr  gerügte  und  seit  Decennien 
kaum  wieder  gehörte  Erklärung  der  Multiphcation  —  Multipliciren 
heisst  eine  Zahl  so  aus  einer  gegebenen  Zahl  (durch  Addition)  ent- 
stehen lassen,  wie  eine  andere  gegebene  Zahl  (durch  Addition)  aus 
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1  entstanden  ist''  —  aufs  neue  auftritt.  Die  Parenthese  lässt  es 
zweifelhaft  erscheinen,  ob  die  Beifügung  notwendige  Ergänzung  sein 
soll;  jedenfalls  ist  sie  keine  vollständige  Ergänzung;  es  rousste  dann 
heissen  ,, Addition  gleicher  Summanden'',  d.  h.  um  die  Erklärung 
richtig  zu  verstehen,  bedarf  es  der  andern  Erklärung:  „Multiplication 
ist  Addition  gleicher  Summanden".  Will  man  also  die  vorliegende 
Erklärung  nicht  durch  Substitution  einer  andern  umstossen,  so  gehört 
die  Parenthese  nicht  hin.  Ohne  letztere  nun  ist  die  Aufstellung  in 
der  Tat  richtig  und  instructiv,  nur  nicht  als  Definition,  sondern  als 
leitender  Gesichtspunkt,  im  allgemeinen  zur  Auffassung  des  Connexes 
des  fortgebildeten  Begriffs  mit  dem  ursprünglichen,  im  besondem  zur 
Auffassung  der  Multiplication  als  Uebergang  zu  einer  neuen  Einheit 
Von  beiden  Anwendungen  findet  sich  freilich  im  Leitfaden  nichts; 
vielmehr  gilt  hier  der  Satz  als  Definition  und  dient  zu  Scheinbeweisen. 
Auf  weitere  logische  Desiderata  einzugehen  hat  kein  Interesse,  da 
im  ganzen  auf  Entwickelung  des  logischen  Vermögens  zu  wenig  Wert 
gelegt  ist.  Im  übrigen  ist  eine  grosse  Sorgfalt  im  Ausdruck  und  der 
Formulirung  der  Sätze  anzuerkennen:  die  Abfassung  ist  durchweg 
natürlich,  einfach,  praktisch  angemessen  und  vollständig  bestimmend. 

In  der  Planimetrie,  handelnd  von  der  graden  Linie  und  der  Lage 
grader  Linien  gegen  einander,  vom  Dreieck,  vom  Viereck  und  Viel- 
eck, der  Grrössenvergleichung  der  gradlinigen  geschlossenen  Figuren, 
der  Formvergleichung  gradliniger  Figuren  und  vom  Kreise,  gelangt 
die  Methode  des  Verfassers  erst  zu  ihrer  Entfaltung:  das  Ganze  er- 
wächst aus  einem  deutlichen,  gleichmässig  durchgeführten  Princip, 
stellt  sich  als  originelle  Leistung  dar  und  macht  einen  einnehmenden 
Eindruck.  Der  Anschauung,  welche  erst  in  diesem  Gebiete  den  ge- 
nügenden Spielraum  findet,  ist  das  bei  weitem  vorwiegende  Recht 
eingeräumt,  die  logische  Verbindung  als  ganz  nebensächlich  behandelt 
Diametral  entgegen  dem  euklidischen  Princip,  alles  auf  ein  Minimum 
von  Voraussetzungen  in  strengem  Nexus  zu  stützen,  wird  hier  soviel 
als  möglich  jeder  Satz  selbständig  auf  genetische  Weise  abgeleitet. 
Die  Erfolge  dieser  Methode  geben  sich  sehr  augenfällig  kund:  durch 
einfache  Betrachtung  werden  manche  Resultate  auf  überraschend  kur- 
zem Wege  gewonnen,  zu  denen  sonst  eine  Reihe  von  Schlüssen  unter 
Zuziehung  vorherbewiesener  Sätze  nötig  war.  Ist  gleich  die  Ent- 
deckung der  Sache  an  sich  nicht  neu,  so  kommt  es  doch  noch  sehr 
darauf  an,  ob  sie  mit  mehr  oder  minder  Glück  für  die  Elmnentar- 
mathematik  verarbeitet  wird.  Die  Durchführung  ist  es,  die,  wenn 
man  nur  die  eine,  in  Rede  stehende  Seite  der  Geistesbildung  im  Auge 
hat,  zum  grössten  Teil  recht  wol  gelungen  ist  Sehr  auffallend  näm- 
lich sticht  hiergegen  die  Behandlung  der  harmonischen  Punkte  und 
Strahlen  (S.  108.)  ab,  die  in  Ermangelung  des  Zusammenhangs,  aus 
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sie  gerissen  zu  sein  scheint,  für  den  Uiikundigen  gar  nicht  zu  ver- 
stehen ist,  wo  also  die  Verarbeitung  ganz  gefehlt  hat.    Doch  ist  über- 
haupt eine  Methode  zu  billigen,  die  eine,  zwar  immer  nur  von  Wenigen 
gekannte  und  geschätzte^  doch  unersetzliche  und  seit  Jahrtausenden 
für  den  Fortschritt  der  Wissenschaften  wirksame  Goistesfähigkeit  in 
dem  Masse  vernachlässigt,  wie  es  hier  geschieht?   Zwar  lernt  der 
Schüler  hier  gelegentlich  Folgerungen  ziehen,  auch  ist  stets  an's  Licht 
gestellt,  was  notwendig  und  ausreichend  ist,  damit  eine  Figur  bestimmt 
sei;  was  aber  notwendig  und  ausreichend  sei,  damit  eine  mathemati- 
sche Erkenntniss  evident  und  unausweichlich  sei,  bringt  die  Behand- 
lungsweise  nie  zum  Bewusstsein.     Gleich  im  Anfang  wird  das   be- 
rüchtigte Dogma  vom  gemeinsamen  Punkt  der  Parallelen,  welches  der 
Schüler  gegen  den  Protest  der  Vemuft  glauben  muss,  wol  mehr 
aus  Gehorsam  als  aus  Ueberzeugung,  verkündigt;  deren  Erläuterung 
steht  nicht  dabei,    und  Controle  durch   Anwendung   folgt   nirgends. 
Soweit  im  Uebrigen  Begründung  vorhanden  ist ,'  pflegt  8i6  momenta- 
nem Zwecke  zu  dienen,  und  erscheint  nicht  als  notwjsndig  für  die 
Folge.    Um   der   bezeichneten  Forderung,   Ausbildung   des   exacten 
Denkens,  Genüge  zu  tun,  braucht  man  keinen  der  Vorzüge  der  ver- 
einfachenden Methode  preiszugeben.    Euklid  und  Steiner  sind  nicht 
beschränkende  und  einander  ausschliessende  Autoritäten,  sondern  Zeugen 
der  Fähigkeit  des  Geistes,  beide  darin  einig,  Vertrauen  zu  dieser  zu 
erwecken,  zwar  Fähigkeiten  in  verschiedener  Richtung ,  die  sich  aber 
am  so  mehr  einander  fordern,  je  weiter  die  Ausbildung  in  der  einen 
fortschreitet:  je  freier  und  umfassender  die  Anschauung,  desto  not- 
wendiger ist  die  Selbstcontrole ,  deren  Vernachlässigung  zur  Abhän- 
gig^keit  von  Autoritäten,  d.  i.  zum  Verlust  des  grössten  und  unersetz- 
lichen Vorzugs  mathematischer  Bildung,   führt.     Ist  es  nun   gleich 
angemessen,  bei  aller  Reform  der  Methode  die  strenge  Logik  stets 
als  oberstes  Gesetz  festzuhalten,  so  ist  es  auch  nicht  unmöglich,  von 
einem  Versuche  der  vorliegenden  Art  «auszugehen,  und,  gehörige  Be- 
herrschung des  Lehrstoffs  vorausgesetzt,  ohne  Einbusse  der  Einfach- 
heit, und  ohne  im  wesentlichen  den  Lehrgang  zu  ändern,   die  noch 
fehlenden  Bedingungen  mathematischer  Ausbildung  zu  ergänzen. 

Der  2.  Teil  enthält  zuerst  die  höhern  Lehrobjecte  aus  der  Arith- 
metik und  Algebra,  die  Logarithmen,  Reihen,  Kettenbrüjche ,  Per- 
mutationen  und  Combinationen,  simultanen  und  quadratischen  Glei- 
chungen. Die  Darstellung  ist  eine  gut  gewählte,  der  richtigen  Auf- 
fassung stets  entsprechende,  und  das  Notwendige  allseitig  berück- 
sichtigende. Bei  den  Logarithmen  hätte  wol  der  Grund,  warum  die 
Grundzahl  in  der  Schrift  nicht  bezeichnet  zu  werden  braucht,  obwol 
er  in  der  Erklärung  des  Moduls  verhüllt  liegt,  auch  ausgesprochen 
werden  sollen ,  der  nämlich,  dass  der  Logarithmus  von  ac  zur  Grund- 
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zahl  a,  «  j-^ ,  nur  von  x ,  nicht  von  a  auf  neue  Weise   abhängt^ 

(nicht  trausscendente  Function  zweier  Variabein  ist.)  Ferner  hat 
sich  der  Verfasser  noch  nicht  bewogen  gefunden,  die  zufällig  einmal 
aufgebrachte,  dann  gedankenlos  auf  den  Schulen  fortgepflanzte  Schreib- 
weise negativer  Charakteristik  0,31563  —  2,  welche  bei  Multiplication 
und  Division  Aufenthalt  und  Verwickelung  mit  sich  bringt,  statt  der, 
aller  Anwendung  auf  die  leichteste  Weise  entsprechenden  Schreibnug 
8,31563  —  10,  wie  sie  jeder  Rechner  kennt,  abznschaflfen.  Es  ist  ge- 
wiss berechtigt,  künstliche  Anskunftsmittel  zur  Vereinfachung  von 
den  Bchttlem  selbst  finden  zu  lassen;  aber  sie  erst  zur  Aneignung 
und  Einübung  schlechter  Auskunftsmittel  zu  nötigen,  die  sie  sieb 
später  wieder  abgewöhnen  müssen,  ist  doch  unbedingt  verwerflich. 

Besonderes  Interesse  hat  die  Aufnahme  diT  Deterniinantenlehrc 
in  den  Cursus  der  Algebra.  Sie  schliesst  sich  hier  an  die  voraus- 
gehende Leh^e  von  den  simultanen  linearen  Gleichungen  an.  Es 
möchte  sich  wol  als  das  natürlichere  und  in  mehrfacher  Hinsicht  in- 
structivere  empfehlen,  sie  als  Anwendung  auf  die  Combinatiouslehre 
folgen  zu  lassen,  und  die  simultanen  Gleichungen  gleich  anfangs  mit 
Hülfe  der  Determinanten'  zu  behandeln.  Von  dem  an  einer  andern 
Bearbeitung  der  Theorie  für  die  Schulen  im  222.  litt.  Her.  S.  10. 
gerügten  grossen  Missgriff,  die  Theorie  dnrch  vorausgehende,  ermü- 
dende Rechnungen  vorzubereiten,  ist  die  vorliegende  frei  (die  gleich- 
falls unnötigerweise  vorausgehenden  Specialitäten  sind  wol  nur  durch 
die  Anknüpfung  hervorgerufen).  Sie  führt  sogleich  die  notwendigen 
Anordnungen  in  voller  Allgemeinheit  ein,  und  lässt  in  angemessener 
Kürze  die  einfachsten  Hauptsätze  folgen.  Warum  aber  finden  sich 
die  der  Determinantentheorie  eigentümlichen,  überraschend  einfachen, 
und  doch  so  weitgreifenden,  und  von  den  Schlüssen  der  gewöhnlichen 
Algebra  so  wesentlich  unterschiedenen  Schlüsse,  welche  jene  Haupt- 
sätze begründen,  nicht  ausgesprochen  ?  nicht  als  der  lehrreichste  Kern 
des  Ganzen  mit  gesperrten  Lettern  gedruckt?  Wenn  an  solcher  Stelle 
das  einemal  nur  steht:  „Folgt  aus  4.'^  das  anderemal  eine  Betrachtung 
nur  angedeutet  wird,  die  noch  auszuführen  sein  würde,  so  kann  mau 
wol  zweifeln,  ob  dem  Verfasser  nicht  überhaupt  jener  einfache  logi- 
sche Connex  entgangen  ist.  Kommen  im  übrigen  die  am  1.  Teile 
des  Leitfadens  gemachten  Aussteilungen  im  2ten  kaum  in  Betracht, 
so  zeigt  wol  der  genannte  Punkt,  dass  sich  eine  ähnliche  Geringach- 
tung des  logischen  Vermögens  auch  hier  geltend  macht. 

In  der  Stereometrie  möchte  es  wol  nicht  gelungen  sein,  auch 
nur  den  beschränkten  Zweck  der  Vergegenwärtigung  des  Lehrobjects 
zu  erfüllen.    Daran  trägt  wol  die  Vernachlässigung  des  logischen  £le- 
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mentes  in  dor  Planimetrie  die  Hauptschuld,  aber  nicht  die  einzige. 
Um  das  weitere  Gebiet  dor  dreifach  ausgedehnten  Gebilde  zu*  beherr- 
schen wird  mau  gewiss  wol  tun  beide  Kräfte,  Verstand  und  Vorstol- 
lung,  zugleich  in  Anspruch  zu  nehmen.  Will  man  alles  durch  blosse 
Vorstellung  erreichen,  so  soll  die  Möglichkeit  nicht  bestritten  wer- 
den. Dann  aber  war  es  doch  die  unglttcklichste  Massnahme,  in  die 
ersten  Erklärungen  Bogriffe  einzumischen ,  die  keine  Vorstellung  zu- 
lassen, wie  der  unendlich  entfernte  Punkt,  Behauptungen  auszuspre- 
chen, die  gerade  der  Vorstellung  nach  nicht  wahr  sind. 

Die  Trigonometrie  ist  ein  sehr  ausführlicher  Schc^matismus  und 
zeigt  nichts  methodisch  erwähnenswertes.  H. 


Lehrbuch  der  allgemeinen  Arithmetik  zum  Gebrauche  an  höhe- 
ren Lehranstalten  und  beim  Selbststudium.  Von  Dr.  Carl  Spitz, 
Professor  am  Polytechnikum  in  Carlsruhe.  Erster  Theil:  Die  allge- 
meine Arithmetik  bis  einschliesslich  zur  Anwendung  der  Reihen  auf 
die  Zinseszins-  und  Rentenrechnung  nebst  2230  Beispielen  und  Uebungs- 
anfgaben  enthaltend.  Dritte,  verbesserte  und  vermehrte  Auflage. 
Leipzig  und  Heidelberg  1874.    C.  F.  Winter.    501  S. 

Der  Verfasser  legt  Gewicht  auf  seine  Behandlung  der  entgegen- 
geeetzten  Grössen,  welche  es  ihm  möglich  gemacht  habe,  die  Sätze 
Aber  die  Verbindung  von  Addition  und  Subtraction  allgemein  und 
ohne  Umständlichkeit  zu  beweisen.  Sie  beruht  auf  .der  Darstellung 
der  Zahl  als  Abscisse  und  der  Auffassung  beider  Operationen  als 
Fortschritt  in  entgegengesetzter  Richtung.  Diese  Methode  ist  an  sich 
nicht  neu ;  eigentümlich  ist  daran  der  eingeführte  G^ensatz.  Anstatt 
die  Construction  als  Darstellung  vorhandener  Zahlbegriffe  zu  gebrau- 
chen, bemüht  sich  der  Verfasser  im  Gegenteil,  die  auf  neue  Basis 
gestellten  Begriffe  abgesondert  zu  erhalten,  und  unterscheidet  deshalb 
anfangs  ausdrücklich  Operations-  und  Richtungszeichen,  die  dann 
später  identificirt  werden.  Das  Bedenkliche  dieser  Distinction  in 
didaktischer  Beziehung  füllt  in  die  Augen:  das  von  Natur  Einfache 
wird  erst  in  ein  Doppeltes  zerspalten,  und  damit  in  den  Anfang  der 
Disciplin  eine  Gomplication  eingeführt,  die  der  klaren  Auffassung,  der 
Aneignung  und  der  Vertrautheit  mit  dem  Erlernten  sehr  hinderlich 
im  Wege  steht.  Dass  dies  ein  Uebelstand  ist,  giebt  sich  offen  zu  er- 
kennen; geht  man  aber  auf  den  Grund,  so  zeigt  sich,  dass  er  bloss 
aoB  Irrtümern  als  Folge  hervorgeht,  und  die  Massnahme  überhaupt 
verfehlt  ist.  Zunächst  ist  der  Verfasser  wol  nur  durch  Mängel  einiger 
Lehrbücher,  die  er  zufällig  allein  kennt,  zu  der  irrigen  Meinung  ver- 
leitet worden,  die  Begriffe  entgegengesetzter  Grössen  und  die  Sätze 
über  diese  und  die  algebraischen  Summen  Hessen  sich  nicht  ohne  Um- 
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ständlichkeit  und  allgemeiD  aus  der  Addition  und  Subtraction  ab 
leiten.  Diese  ergeben  sich  sehr  einfach  aus  der  Yertauschbarkeit  der 
Reihenfolge  beliebiger  Additionen  und  Subtractionen  mit  Beachtang 
des  Umstandes ,  dass  das  Resultat  eines  Stilckes  der  Reihe  fOr  wei- 
tere Rechnungen,  in  denen  dasselbe  vorkommt,  verwendbar  ist,  das 
subtractive  mithin  ebeusowol  wie  das  additive  Bedeutung  hat.  Hier 
bleiben  die  Operationszeichen  und  Vorzeichen  von  vom  herein  und 
beständig  identisch.  Ist  dies  der  Fall,  so  ist  es  ein  didaktischer 
Fehler,  von  distinguirter  Bedeutung  auszugehen.  Hierzu  kommt  noch, 
dass  auf  constructivem  Wege  der  Begriff  der  entgegengesetzten  Grössen 
unvollständig  dargelegt  wird;  denn  hier  treten  „positiv"  und  „nega- 
tiv" als  bloss  relative  Begriffe  auf,  was  sie  doch  nicht  sind,  wie  schon 
die  Multiplication  zeigt.  Ein  zweiter  Irrtum  liegt  in  der  Beschrän- 
kung der  Abscissenmethode  auf  die  an  der  Grösse  haftende  Rich- 
tung. Hierdurch  wiid  einige  Confusion  in  die  Begriffe  gebracht:  es 
entsteht  der  falsche  Gegensatz  zwischen  Construction  und  Operation, 
als  ob  erstero  nicht  ebensogut  auf  den  gesammten  Zahl-  und  Ope- 
rationsbegriff Anwendung  zuiiesse.  In  Wirklichkeit  steht  die  An- 
schauung der  Rechnung  gegentlber;  die  Objecte  aber  sind  beiden  ge- 
meinsam. 

Abgesehen  von  diesem  Punkte,  den  der  Verfasser  in  der  Vorrede 
betont,  charakterisirt  sich  das  Buch  durch  eine  Häufung  von  Unge- 
nauigkditen  und  Unvollständigkeiten  im  Ausdruck,  wie  es  wol  kaum 
ein  zweites  Beispiel  giebt.  Um  nur  eins  anzuführen,  so  fängt  die 
Einleitung  an:  „Kann  von  zwei  Dingen  das  eine  ganz  oder  theilwcise 
statt  des  andern  gesetzt  werden,  so  nennt  man  dieselben  gleichartig 
(homogen),  andernfalls  ungleichartig  (heterogen)".  Warum  sollte  man 
nicht  Luft  an  die  Stelle  von  Wasser  setzen  können?  Die  Wirkung 
der  Substitution  bleibt  hier,  wie  ttberall,  verschwiegen.  Doch  die 
Mängel  bleiben  nicht  bloss  formelle ,  sondern  werden  weiterhin  sach- 
liche von  grossem  Umfang,  nur  verbirgt  sich  der  Anfang  des  Fehlers 
unter  dem  ungenauen  Ausdruck.  Unter  Zahl  wird  nach  anfänglicher 
Erklärung  und  nach  Anwendung  in  Deductionen  und  Beweisen  erst 
immer  ganze  Zahl  verstanden,  was  nirgends  gesagt  ist.  Erst  bei  den 
Brüchen  heisst  es  ganze  Zahl;  ob  ein  Bruch  eine  Zahl  sei,  bleibt 
von  da  an  zweifelhaft.  Jedenfalls  werden  alle  vorhergehenden  Aber 
Zahlen  aufgestellten  Sätze  ohne  weiteres  als  gültig  für  rationale  and 
irrationale  Brüche  betrachtet,  wenn  sie  es  in  der  Tat  sind,  was  aber 
nirgends  bewiesen  ist.  Die  enorme  Lücke  ist  daher  vorhanden,  liege 
sie  nun  in  den  Sätzen  oder  in  deren  Begründung.  Die  Multiplication 
ist  in  allen  Deductionen  auf  Addition  gleicher  Grössen  basirt  (dem- 
gemäss  auch  die  Beweise  nicht  auf  gebrochene  Multiplicatoreu  an- 
gelegt, was  jedoch  im  Dunkeln  bleibt),  die  Schreibung  der  Prodacte 
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als  Sammen  wird  sogar  viel  länger  fortgesetzt  als  nötig  war;  gleich- 
wol  steht  im  Anfang  des  Capitels  die  Erklärung  der  Multiplication 
als  Ableitung  des  Products  aus  dem  Multiplicandus,  wie  der  Multipli- 
cator  aus  1  entsteht,  und,  obgleich  eine  solche  offenbar  zu  keinem 
Schlüsse  tauglich  ist,  bemüht  sich  doch  der  Verfasser  die  Täuschung 
zu  erhalten,  als  ob  alle  Sätze  aus  ihr  hervorgingen. 

Im  ganzen  macht  das  Buch  den  Eindruck  einer  grossen  logischen 
Unsicherheit.  Um  die  Schfller  nicht  an  eine  solche  zu  gewöhnen, 
wäre  nur  zu  wünschen,  dass  es  beim  Unterricht  nicht  in  Anwendung 
käme.  H. 


Anhang  zu  dem  ersten  T  heile  des  Lehrbuchs  der  allgcmeinon 
Arithmetik.  Von  Dr.  Carl  Spitz,  Professor  am  Polytechnikum  zu 
Carlsruhe.  Die  Kesultate  und  Andeutungen  zur  Auflösung  der  in  dem 
LfCbrbuche  bctindlichen  Aufgaben  enthaltend.  Dritte,  verbesserte  und 
vermehrte  Auflage.  Leipzig  und  Heidelberg  1874.  C.  F.  Winter. 
93  S. 

Die  Andeutungen  bestehen  teils  in  vermittelnden  Resultaten,  nach 
denen  in  der  Aufgabe  nicht  gefragt  ist,  teils  in  der  Anleitung  zum 
Ansatz  der  Gleichungen. 


Geometrie. 

lieber  die  Differcntialcurven  der  Kegelschnitte  von  Dr.  Ad.  Hoch - 
heim,  Oberlehrer  an  der  Höheren  Gewerbeschule  zu  Magdeburg. 
Mit  14  in  den  Text  eingedruckten  Holzschnitten.  Halle  1874.  Louis 
Xebert.    106  S. 

Betrachtet  mau  eine  ebene  Curve,  bezogen  auf  ein  rechtwinkliges 
Coordinateusystem,  als  Darstellung  einer  Fuiiction  einer  Yariabeln, 
so  wird  die  gleiche  Darstellung  von  deren  Derivirten  für  irgend  eine 
Linieneinheit  die  Differentialcurve  der  ersteren  genannt-,  umgekehrt 
stellt  dann  die  Ordinate  der  Urcurve  die  Quadratur  der  Differential- 
curve dar.  Nach  kurzer  Aufstellung  der  einfachsten  allgemeinen  Be- 
ziehungen zwischen  den  Bestimmungsstücken  beider  Curven  geht  die 
Schrift  zur  Anwendung  auf  die  einzelnen  Kegelschnitte,  in  der  Rei- 
henfolge: Parabel,  Ellipse,  Hyperbel  —  über,  und  leitet  daraus  eine 
KTösseiSo  Reihe  interessanter  und  sich  successivc  leicht  ergebender 
Theoreme,  namentlich  die  Tangenten,  Normalen,  Polaren  und  Fuss- 
punktcurven  betreffend,  ab.    Die  Behandlungsweise  ist  eine  concinne, 
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exacte  und  wolgeordnctc.  In  Vergleich  mit  vielen  ähnlichen  Schriften 
ist  rtthmlichst  hervorzuheben,  dass  sich  die  vorliegende  als  selbfitän- 
dige  Monographie  frei  von  jeder  partiellen  Anlehnung  an  Frpmdes 
erhalten  Jiat  und  demgcmäss  die  Bedeutung  aller  eingeführten  Be- 
griffe durch  Erklärung  oder  durch  die  notwendigen  Data  ausser  Z«eiM 
stellt.  Der  Gegenstand  ist  kein  Bestandteil  der  Curventhcorie,  son- 
dern ein  ExGurs  zur  freien .  Beteiligung.  Den  Teilnehmern  darf  man 
nicht  die  anspruchsvolle  Bedingung  stellen,  dass  sie  die  Ergebnisse 
früherer  Excurse  im  GedächtnibS  haben.  Das  hier  befolgte  Verfahren 
ist  nicht  nur  das  geeignete  für  einen  weiteren  Leserkreis,  sondern 
gicbt  auch  der  Bearbeitung  eine  mehr  einheitliche  Gestalt      H. 
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Vorliegendes  Werk,  welches  durch  die  Namen  der  Mitarbeiter 
seine  hervorragende  Bedeutung  Kund  giebt  und  seine  Empfehlung  id 
sich  trägt,  hat  seines  Gleichen  in  keiner  Literatur,  denn  obgleich  in 
der  Anlage  dem  Englischen,  Manual  of  scientific  enquiry,  nachgebildet, 
übertrifft  es  dasselbe  sowohl  an  äusserem  Umfange  wie  an  innerm  Gehalt, 
ohne  dass  dem  Englischen  Vorbilde,  dessen  Zweck  ein  verschiedener 
ist,  sein  eigenthOmlicher  Werth  geschmälert  werden  soll. 

Das  vorliegende  Unternehmen  wendet  sich  nicht  nur  an  den 
kleinen  Kreis  derer,  welche  es  sich  zur  Lebensaufgabe  gemacht  haben, 
fremde  Welttheile  zu  erforschen  oder  dem  Ocean  die  ungehobenen 
Schätze  zu  entreisscn  und  neue  Strassen  auf  demselben  zu  suchen,  son- 
dern es  richtet  sich  an  den  unbegränzten  Kreis  aller  jener,  welche  über 
räthselhafte  Naturphänomene  klar  zu  werden,  und  neu  entdeckte  Natur- 
produkte zu  verwerthen  sich  bemühen. 

Also  nicht  nur  jenen  wünscht  es  zu  dienen,  welche  Reiselust  oder 
Beruf  in  noch  wenig  durchforschte  Gegenden  führt,  sondern  auch  der 
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grosseren  Zahl  derer,  welche  im  Studirzimmer  und  im  Laboratorium  oder 
als  Bebauer  des  Bodens  der  Praxis  einerseits  das  Ihrige  zum  Bau  der 
Wissenschaft  beitragen,  andererseits  die  neu  erworbenen  Forschungs- 
resultate praktisch  verwerthen  wollen. 

Ferner  soll  das  Werk  angesichts  der  heutigen  Theilung  der  Natur- 
wissenschaften in  unzählige  Specialitäten,  vor  allem  den  Specialisten 
auf  anderen  Gebieten,  einführen  in  die  richtige  Beurtheilung  der  physi- 
kalischen Erscheinungen  der  Erde  und  ihres  geognostischen  Baues,  in 
die  Erkenntniss  der  sie  bedeckenden  Pflanzenwelt,  des  Thier-  und 
Menschenlebens  in  seinen  wechselvollen  Beziehungen  u.  s.  w.,  es  soll 
ihn  damit  vertraut  machen,  wie  er  diese  Erscheinungen  zu  erfassen  und 
zu  beobachten  hat,  wo  sich  Lücken  in  den  Beobachtungsreihen  zeigen 
und  wie  dieselben  auszufüllen  sind.  Der  Reisende,  Gelehrter  sowohl 
als  Laie,  soll  mit  diesem  Buche  in  der  Hand  mithin  beobachten  lernen, 
um  selbst  productiv  zu  wirken,  und  um  mit  Erfolg  auf  jedem  Gebiete, 
je  nachdem  Neigung  oder  Gelegenheit  ihn  zu  dem  einen  oder  anderen 
hinziehen,  an  der  grossen  Aufgabe  der  Erforschung  unseirs  Weltalls 
thätig  mitarbeiten  zu  können. 

Der  heimische  Forscher  aber  soll  in  den  Stand  gesetzt  werden, 
seine  Beobachtungen  und  Forschungen  über  sein  eigentliches  Fach  hin- 
aus auszudehnen  und  werthvoUes  Material  zu  sammeln  auf  ihm  weniger 
vertrauten  Gebieten. 

Somit  sei  denn  das  Unternehmen  nicht  nur  den.  Reisenden  und 
Missionären,  den  Consulatsbeamten  und  den  deutschen  Grosshändlern 
und  Colonistonin  fremden  Welttheilen,  sondern  auch  sämmüicben  Natur- 
forschern und  Naturfreunden  im  Heimathlande  empfohlen. 
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1.  Airy,  George  Biddell.    üeber  den  Ha^etismiig.    Antorislrte  dentfche  Ueberaeuimg. 

Mit  74  Holzschnitten.     8.     VI  u.  166  Seiten.     1873.    Preis  3  M.  75  Pf. 

2.  Bode,  Fr.    Beiträge  zar  Theorie  und  Praxis  der  SchwefelsäarefabrikAÜei.  8.  lY 

u.  131  Seiten.    Preis  2  M.  50  Pf. 

3.  Dammer,  0.  Kurzes  chemisches  Uandwörterbneh.  Zam  Gebrauche  für  Chemiker,  Tech- 

niker, Acrzte,  Pharmaceutcn ,  Landwirthe,  Lehrer  und  für  Freunde  der  NatorwisitD- 
Schaft  überhaupt.  In  12— 13  Liefernngen  von  je  3 — 4  Bogen  gr.  Lez^-S.  Preis  UH. 
20  Pf.     Bisher  (Januar  1875)  erschienen  Heft  1—10  (A— Pyr.) 

4.  Ehrenberg,  G.  G.    Gedäehtnissrede  anf  Alexander  ?.  Hnmboldi    Velinpapier,  ^i 

46  Seiten.     1870.     Preis  1  M. 

5.  9atQbQi),  9Rt$aeL    Slaturgef^i^te  einet  .Setae.    !Dlit  35 {»olafd^nitten.   16.  Ei. 

159  Seiten.    1871.    gJreiS  2  3JJ. 

6.  —  Cie  ^etf^iebenen  ^afte  bet  9Ratetie.    16.    159  Seiten.    1873.    fhreiS  2  ^ 

7.  Grasshoff,  J.    Die  Retonche  ?0n  Photographien.     Anleitung  zum  Ausarbeiten  tod  oegK- 

tivCn  und  positiven  Photographien,  so  wie  zum  Koloriren  und  Uebennalen  derselben 
mit  Aquarell-,  Anilin-  und  Oelfarben.  Für  Photographen  und  Dilettanten  nach  den 
bewährtesten  Methoden  yerfasst  3.  Aufl.  Mit  zwei  Photographien,  die  eine  mit,  die 
andere  ohne  Negativ-Retouche.  Durchgesehen  und  vermehrt  von  H.  Hartmtnn.  8. 
IV  u.  88  Seiten.     1873.     Preis  2  M.  50  Pf. 

S.    SRaebler,  3.  $.  ^tn,    Sieben  unb  Slb^anblungen  übet  @egen{lanbe  bet  fiaiel^ 

funbe.    ßr.  8.    VIII  u.  527  Seiten.    1870.    gJrciö  8  ^, 
9.    Newton,  Sir  Isaac.    Blathematische  Principien  der  Natnrlehre.    Mit  Bemerkunga  md 

Erläuterungen  herausgegeben  von  J.  Ph.  Wolf  eri.     Mit  283  Holzschn.    gr.  8.  VUl 

u.  666  Seiten.     1872.    Preis  12  M. 

10.  Pinner,  A.    Repetitorinm  der  organischen  Chemie.    Mit  besonderer  Rücksicht  auf  dk 

Studirenden  der  Medicin  und  Pharmacie  bearbeitet  8.  2.  Aufl.  XVIIL  u.  337  SdteL 
1874.     Preis  6  M. 

11.  —  Repetitorinm  der  anorganischen  Chemie.  Mit  besonderer  Rücksicht  auf  die  Stadirendec 

der  Medicin    und    Pharmacie   bearbeitet.     8.     XV  u.  399  Seiten.     1874.    Preis  8  M. 

12.  aVemele,  $$.    Stnx^t^  $anbbu^  bet  ganbf($aft8))$otogtQ^bte  auf  naffem  föegt 

mt  einer  ^J^otogra^feie.    8.    121  Seiten.  1869.    VreiS  2  3». 

13.  9^fxtpt,  ®.  Roulett    Cie  IBilbung  bet  tulfanif^en  £ege(  unb  ^atet.   Heberest  1 

öon  6.  33.  ©rieöbad^.  5Wit  ^olafd^nittcn.  gr.  8.  XII  u.  62  Seiten.  ISiJ. 
*rei8  l  3J^.  20  g3f. 

14.  —  ttebet  SBulfane.  2)er  ^^arafter  il^rer  $^anomene,  i^re  dtoUt  in  bem  fßau  unb  in  ta 

Sufammcnje^ung  bcr  (Srbobcrflad^e  unb  i^re  SBcjie^ung  ju  ben  Säften  be§  ^mn 
Sicbft  einem  be|d^reibenben  ©erjeic^niffe  aller  befanntcn  SJulfane  unb  öuIfaniWen  ^i^ 
bungen.  5Rad^  ber  jtöeiten  »erbefletten  Sluflage  be8  Driginalö  überfcft  »on  0. 1 
öon  Ä loben.  SJiit  65  ^oljfc^nitten  unb  einer  lit^ogr.  m\\ä)t  gr.  8.  XXX  mi 
473  Seiten.    1872.    ^reiö  8  ^l 

15.  Swan's  Pigmentdrnclc  oder:  Das  photographische  Rohleverfahren.    Beschrieben  tob 

G.  Wharton  Simpson.  Vervollständigt  durch  die  neuesten  Erfahrungen  m 
H.  Vogel.  Mit  einer  Pigmentdruck-Beilage.  Velinpapier.  8.  96 Seiten.  1869.  Preis 3 M. 

16.  Vogel,  Prof.  Dr.  H.    Lehrbuch  der  Photographie.     Drei  Theile  in  einem  Bande,  ent- 

haltend die  photographische  Chemie,  die  photographische  Praxis  und  die  photogn- 
phische  Aesthetik.  Zweite  gänzlich  umgearbeitete  Auflage.  Mit  einer  Farbentafel  vd 
danach  gefertigtem  Lichtdrucke  von  Obemetter,  4  in  den  Text  eingefugten  photoqi' 
phischen  Beleuchtungsstndien  und  215  Holzschnitten,  gr.  8.  XII  u.  528  Seiten.  iS^i 
Preis  UM. 

17.  —  Photographisches  Taschenwörterbuch.     Alphabetisch  geordnete  Sammlung  praktisch- 

wichtiger  Notizen  über  Atelier -Einrichtung,  Auswahl  und  Prüfung  der  Objective  db<1 
Chemikalien,  erprobter  Formeln  für  die  verschiedensten  photographischen  Prccesse, 
von  MaasB-  und  Gewich tstabellen ,  von  Regeln  zur  Vermeidung  photograpbisclier 
Fehler  u.  8.  w.  Für  Photographen  und  Liebiiaber  der  Photographie.  8.  lY  und 
124  Seiten.    1872.    Preis  2  M. 

18.  Wohlwill,  Emil.  Der  Inqnisitionsprozess  des  Galileo  Galilei,  eine  Prüfung  seiner  recht- 

lichen Grundlage  nach  den  Acten  der  Inquisition.  8.  VI  n.  96  Seiten.  1B70. 
Preis  1  M.  60  Pf. 

19.  Wnrtz,  Ad.    Geschichte  der  chemischen  Theorien  seit  Lavoisier  bis  auf  unsere  Zeit 

Deutsch  herausgegeben  von  Alphons  Oppenheim.  8.  VIII  n.  164  Seiten.  18'?^ 
Preis  2  M.  50  Pf. 

A.W.   Sehadt's  Buchdrucker«!  (L.  fichad«)  in  Btrlio,  StAlIschreibwstr. 47 
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In  unserm  Verlage  ist  erschienen  und  durch  alle  Buchhandlungen 

zu  beziehen: 

JHi)(tk  Üb  tiigltd^en  ftbtm. 

9totioneÜc  yiahixk^xc 

filr  ®ebilbcte  überhaupt  unb  für  öorgeft^rittcuc  @d)ülcr  on 
©^mnofien,  SRcalft^ulen  unb  ©c^unc^rcrfeminaricn. 

9rof.,  06(rle^r«r  am  @9mnofiunt  Dr.  ph.,  2«^rer  am  Qj^pmnafium  in 

in  f)ofcn.   «  S)an)i9. 


*Pre«  2V3  S^lt.  =  7  9WarL 


^uf  ber  ©cunblage  ber  neuen  ^nf^auung  iß  in  btefem  Si^erTe  bie  '^\)p[it 
Wtrac^tet  ai9  $tit(ofo^(^ie  ber  Sflatnx  im  @inne  be«  gemeinen  ä^enfd^enberflanbe«; 
fcie  .t)erren  Serfaffer  ^aBen  fic^  bie  tfufgabe  gefleut,  bie  ^t^fi!  ju  lehren  o(>nc 
aKe  @^))erimente  nnb  o^ne  aüen  gelehrten  ^p^acat,  bicd  a\9  (Kommentar  ber 
und  überaK  umgcbenben  9laturetf($einungen.  !S)ad  ®ud^  barf  alfo  in  SBa^r^eit 
angefe^en  »erben  al8  eine  ^Ji^^^fif  für  ^ebermonn,  ber  baö  33ebürfni6  ^at  ficb 
}u  unterrichten,  o^ne  ben  tt>eiten  unb  ftrengen  Seg  ber  <B^üU  burci^faufen  jn 
muffen. 

„3)ae  ©u(^  toitt  ben  in  ben  Elementen  ber  Söiffenfd^aft  Unterri^teten,  ben 
burt^  Slnf^auung  be^  oenjiJ^inUci^en  ©d^nlej^eriment«  S>orpebi(beten  eine 
^uregun^  n^erben,  ba«  Gelernte,  ®e[($aute  unb  brud^flüdmeife  ^neinanber^ 
gereifte  mnerlid^  in  eine  ein^eitltci^e  ^[nfcbauung  gu  berarbeiten,  um  bon  biefem 
^tanb)>unYte  ^^)?fi!alifd^er  (Srfenntnig  au«  au(^  bie  übrigen  B^^ig^  f^in^d 
Riffen«  )u  beleben  unb  an  befrud^ten.^'  Her  Btttnngs- Verein. 

r,(Sin  SBtxt  bon  bem  n>tr  tt>ünfd^en,  bad  red^t  bieied  bon  feinem  3n^alte 
burtb  ben  ülebrer  an^  ber  @^nte  gu  ®ntc  tomme.^'       Her  proht.  iBitnlmottn. 


3m  gleichen  Verlage  iß  erf(]^ienen: 

Mxhui^  ber  ¥<!9fif;  nebft  bet  V^^ftT  M  ^xmmtU  (^immclefunbc),  ber 

Suft  (aWeteorotogie)  unb  ber  (5rbe  (^b^filoltfd^e  @eogra<)bic).  ©emSfi  bei* 
neueren  Knf^ammg  für  i^^mnaflen,  ^{ealfd^ulen  unb  ä^nlici^e  Sebranflalten 
bearbeitet  bon  Dr.  ^aul  SR  ei«,  ©^mnafiallel^rer  in  SWaing.  SWit  250  Slb- 
bilbungen  nnb  800  9(nfgaben  nebfl  Sbfnngen.  2.  berbefferte  ?(ufIoge.  gr.  8. 
®eb.  2'/3  Srbtr.  =  7  3)?. 
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3al)rbu(l^  Iier  dr^itliurigett 

uub 

^ortfdirttte  anf  itw  (Scliteten  itx  |)i)t||tk  mi  Cljemte,  itx  iedfno- 
logtc  ttiiü  ültdianik,  )cr  :?lflroniPmte  nni  Jteteorologte. 

herausgegeben  öon 
Dr.  ^.  pixitl^  imb         Dr.  ^,  ©rctf^fcl, 

^rof.  an  b€r  Uniocrfität  iJeipjig.  ^rof.  an  bcr  »ergalabemie  greibfr^. 

illit  uieltn  in  ttn  Stet  gt^rnthtni  i^Lbbilbanscn. 

Si-pcr   3a^rg.,   1865.    «ißrct«  IV2  ^^Iv.  =  4  3».  50  ^4^ f. 


3iveitcr     * 

1866. 

•      IV2     - 

=  4    . 

50 

Xrittev 

1867. 

^       IVs        ^ 

=  5    * 

— 

3>iertcv      * 

1868. 

*     1%     ^ 

=  5   ^ 

— 

f?ünft€v     • 

1869. 

-     1%     ^ 

=.5    * 

— 

S€d)fter     * 

1870. 

^     i^Vi,^ 

=  5    - 

75 

>giet>enter  « 

1871. 

.   1%   . 

=  5    = 

25 

3(c^tcr 

1872. 

*  1%  * 

=  5    * 

25 

^Jiciiuter     ^ 

1873. 

^   ly*  ^ 

«5    • 

25 

Se^ntcr     - 

1874. 

'   1%  - 

=  5    - 

50 

(ßtftCT 

•  3a{>rg., 

1875,  im  ^crBft  1875). 

3n  3)eittfc^Ianb  fehlte  6i«^cr  ncd^  ein  S3uc^,  in  »eifern  bic  große  3^W 
i?on  gi-eunbcu  ber  9latumjiffenf(i^aft,  3nbu|triette  wnb  ©ctocrbtreiBenbc  fit^  Ü6« 
baö  SSiff enhjertl^epe ,  h>a8  auf  bem  getbe  ber  iRaturforJdbung  uub  i^rer  Xii- 
ircubung  für«  ?cbcn  9?cueö  geleitet  tuorben  ijl,  unterrichten  tonnte.  2>icfcm 
3n^ccfc  foti  baö  3at>rbu(]^  bcr  Srfinbuugen  gu  genügen  fu^en.  2)ie  j}on  5^\)t 
gu  3a^r  june^meube  Verbreitung  fpvic(;t  bafür,  bag  bad  ^uci^  in  immer  h>eiteren 
Greifen  aU  ba«  erfannt  toirb,  toaß  e«  nac^i  bem  ¥(ane  fein  foH;  ein  mil^ 
tommenei*  53ctc,  ber  attja^rlic^  Äunbe  bringt  Dou  ben  gortfd^ritten  be«  SRenftJen- 
geifleö  auf  bem  SÖege  ber  Srfenutnig  unb  2)ienjibarmac^uug  ber  9iatur, 

„2)i€  ungemein  glücflid^e  Sbee ,  bie  auf  bem  2:itcl  genannten  SöifTenfc^aiteu 
jufammeujufaffen ,  au«  beufelben  nur  bie  ^^cri>orrageubflen  unb  befceutenbjlcn 
^J^euigfeitea  audgu^eBen,  biefe  aber  fo  eingel^enb  barjufleUcn  uub  auf  fcicte 
Seife  an  bad  f^on  ^efannte  angutnü^fen,  bag  ein  ebenfo  anf^rec^enbe^  iric 
tiareö  SBüb  entfielt:  biefe  3bee  ift  t?on  ben  ^erou«gebern  feftge^alten  ttcrbcn. 
3^r  \?erbanft  bae  33u(^  ben  CEfiaracter  einer  für  jeben  (Sebilbeten  bclebrenben 
unb  genußreichen  l^ectüre,  tt?e(c^e  nic^t  auf  ber  Obcrflacl^e  Bleibt,  unb  boc^  au4 
nidj^t  in  bie  9lBgefci^(offen^eit  eine«  gac^jn^erfö  fid^  tocrliert."       t.  Äarmarfct. 

3m  gleichen  Vertage  ifl  erfd^ienen: 

Srgebniffe  htt  SptcttaUUmmt  in  $ln»enbnng    auf  bie  {^immcl^focytr. 

Von  Silliam  §nggin«,  SWitglicb  ber  Äbnigl.  Hjlron.  ©efefff^aft  in 
Sonbon.  2>eutfci^  mit  Sufäfeeu  »on  ®.  ^^linferfue«.  Tlit  21  fft' 
bilbungcn.    3.  umgearbeitete  ^luflagc.    8.    ®ej.      %  Zi)\x.  =  2  SPi.  25  ?t. 
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—  Fortschritts -Medaille  der  Wiener  Weltausstellung.  — 
Amtliche  Empfehlung  des  Kgl.  bayerischen  Kultusministeriums. 

9Jaturiel^rc 

in  elementarer  3)arflcttung  nebft  Anleitung  juni  S^perimentireit 
unb  jur  3lnfertigung  bcr  Apparate. 

Dr.  JiMi  I.  Jüetnilolb, 

frofe^or  an  ber  jtgl.  ^öljcrn  Oeverbfc^ule  )u  (S^cmni^. 
Zweite  durchgeeehene  und  verbeseerte  Aaflage. 

2»it  Ü6cr  4<X)  ^olifc^uitten  im  Xt^t  unb  2  garSciUafdu. 
^rci^  3%  SWr.  -10  9»or!. 

S3curtf>cilniigeu: 

„öö  ift  ein  iJcrbieufWtd;eö  SSevf  bcß  ^^crfafferö,  in  biefcm  «uc^c  eine 
v^umme  t>on  fettencn  (grfa^irungcn  gnm  Gemeingut  gemacht  gu  ^oben.  3)icfelben 
fmb  für  jcben  Jrcunb  ber  '^I;vPf  ^'«J"  iW^  unfcf;älöbarem  Sertlfi.  SSaö  aber 
fca«  ®ange  no(^  fc^äöenön^crt^er  mad^t,  tf!  tk  SJerbinbung  ber  SSele^rung  über 
3tnfertigmig  i>on  5(^paratcn  mit  bcr  Einleitung  gur  ^crpcffung  öon  ^crfud^en 
unb  Verleitung  ber  @c^lüffe ,  beren  3"fö"^"^^"fflffwwg  i^^  iWaturgcfe^  fü^rt. 
2)ur(!^  biefe  SSerbinbung  unb  burc^  feine  ^oüflänbigfett  in  atten  ä^^cigen  ber 
i^büfif  fte^t  baö  S5uc^  einzig  ba  in  ber  naturttjiffcnf4>aftlic]^en  Literatur." 

ScUfc^r.  f.  maf^cmat  nnb  mtntm.  ^(ttferrit^l. 

„5Bir  empfe^ten  biefeö  SSerf  bringenb  in«befonbere  allen  Seigrem,  njelci^e 
in  GIcmeutarfd)ufen  ^>{n?fifalifc^en  Unterricht  gu  ert^ieilen  ^aben,  ben  eemi* 
uarien,  »etc^e  eine  t^cbung  beffelbcn  anflreben,  fomte  allen  SItern,  bie 
ihren  Knaben  ^nlag  gu  einer  uütjlic^en  nnb  gugleic^  unterbaltenben  Befd^aftigung 
^thtn  »otten.  6i)cniiti|er  päbog.  ^räücr. 

®id^er  n^irb  biefeö  33ud^  nic^^t  bloß  für  Änaben  eine  trcfflicbe  Anleitung  gu  ebfcr 
unb  nu^bringenber  STnttjenbung  ber  greiftunbcn  fein;  in«bcfonbere  fann  e6  noc^ 
allen  ^e^rern  empfobfcn  tt?erbcn,  »eldjie  an  flcinen  <2(<^ulen  mit  menig  SWittcIn  unb 
meifl  au(^  mit  toenig  Uebung  im  (Sf^erimentiren ,  Unterricht  in  ber  ^t)\f[it  gu 
crtOeiten  ^aben.  ®ie'  ttjerben  bicrin  bie  befte  Einleitung  finben ,  bie  Sücfen  i^rer 
Silbung  au«sufütlen;  beffere  Srfolge  ibreö  Untcrri^te«  unb  ba8.®cfü^t  erboster 
eigener  3?eiflimg«fa^igfeit  n?erben  i^nen  eine  tjor^er  nie  gekannte  SBeruf«freubigfeit 
t?erlei^cn/'  3Por»le4it  Öcttlrof6fö«. 

„2)a«  S5u(i^  ift  in  ber  2:bat,  toie  bie  Slnfünbigung  fagt,  ein  originellee, 
unb  jnjar  !ann  8lef.  biwsufefeen,  ein  febr  gutes  Original  —  9Jcf.  f^ric^t  bie 
Ueberjcngung  ou«,  baß  ber  ^erfaffer  burcb  fein  öucb  ein  toirflicbeö  Söcbürfnig 
befriebtgt,  unb  laim  nur  bringenb  anratben,  baß  bie  Je^rcr,  namentlicb  ber 
$olf«*  unb  SWittelfcbulen,  baö  ®erf  gebörig  ftubiren,  ^£ebr  geratben  würbe  e8 
fein,  ein  fold^e«  S3u(^  in  ben  sSdj^ullebrerfeminarien  eingufübren." 

^(crar.  €en(ra($fa». 
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»etlftein.  —  Htadtimg  aur  qualüatimit  demif^en  9(nal)|fe*  »on  9.  «eilftetn, 

«Profcffor  am  ÄaifcrI.  Sled^nülog.  3nflitut  in  @t.  ^etereburg.    3.  berbcRcttt 
Slufl.    8.    ®c^.  1-2  «Rgr.  =  19».  2()  ¥f. 

Oeilfleiiu  —  iDte  ^emif^e  @roSiHDuftrie  auf  ber  Seaau^fteSuiig  )ii  mn  in 
3a^rc  1873.  SJon  g.  Öciipcin,  ^rofcffor  am  taiferl.  ^cc^nolog.  Snpitnt 
tu  @t.  ^cterdburcj,  aWitgficb  ber  intcvtiationalen  ?[uöftcttung«  •  Surt).  gr. 
8.    ®c&.  %  X^Ir.  =  1  SK,  5()  ^f. 

Sintüaum.  —  Seitfaben  ber  ^emiftten  ^nalt^fe*  pr  Knföngec  üettbtittt 
toon  Äavl  ©irnl^aum,  ^rofcffor  am  $oIi?te^nifum  in  Äarl^ru^e.  2.  m- 
Beff.  «iipaßc.    8.    @cb.  %  St^r.  =  1  3».  50  ^f. 

8rtot*  —  ^^erftttte  über  bie  mat^ematif^c  iSIbeorie  M  J^mtß.  83ob  (Et. 
8riot^  ^ßrofcffor  am  l'^ccum  @atnt*l*oui«  unb  ?c^rev  an  ber  ^r^erai 
iWovmaffd^uIc  in  ^avi«.  2)eutfc<i  mit  einem  3ufa6e  teon  S®.  tlinferfue«, 
2>irector  ber  ©terntoarte  in  ©öttingen.    gr.  8.    (§c^.       ly,  ST^Ir.  =  4  3H. 

)0ntleroio«  —  Sebrbui^  ber  oroanif^eii  (abernte,  snr  (Sinfü^rnng  in  ha§  fuecieür 
©tubium  bcrfctbcn.  )öon  21.  «ntUrotp,  orb.  ^rofcffor  ber  iSbcmie  an  bet 
Äaijcrlid^en  Unitjerfität  in  ®t.  ^etcr^Burg.  2)eutf($e,  t»om  ^erfaffer  rembirte 
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Cremona.  —  (Elemente  bc^  gro^i^tH^en  (£alcttl#.  Bunt  ®ebrait4  an  teAntfi^fci 
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XI. 
Distances  da  point  k  la  droite  et  du  point  an  plan. 

Par 
Georges  JDostor. 


1.    Distanee  d^un  point  &  one  droite.    Soient 

(1)  Aai+By+C=^0 

r^quation  de  la  droite  et  x\  y'  les  coordoim^es  da  point  donn6  P. 
De  ce  point  abaissons  sor  la  droite  la  perpendicolaire  PQz=:^p  et 
d^signons  par  a,  /?  les  angles  qn'elle  fait  avec  les  axes  de  coordon- 
nees  et  par  6  Tangle  de  ces  axes. 

Par  le  point  P  menons  ä  la  droite  (1)  la  parallele 

(2)  Ax+By-«  Ax'+By'. 

Les  denx  lignes  (1)  et  (2)  conpent  Taxe  des  a;  ä  des  distanc^s 
de  Torigine  qni  sont  redpectivement 


c 

Ax'  +  By^ 
^  -          A        ' 

et  Taxe  des  y  anx  distances 

—f. 

B 

D'aprös  cela,  il  est  6vident 

qn'on  a 

p  =«  (a'-—a) cos«  ' 

-  ^+f +<'«.., 

p«»(i'— 6)cos/3  « 

.^+f +"«.?. 
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Sabstitaons  ces  valeurs  dans  la  relation  *) 
1       cosa    cos/} 


(3) 

celle-ci  deyient 
1 
Ap 


=  0; 


Ax'+By'+C 
Äx'+By'+C 


cosa      1       cosd 
cos/?    cosd      1 

^P  ^ 

Ax'+By'-^C    Ax'^By'  +  C 

1 


Bp 


cos^ 


cos^ 

1 


—  0. 


*)  L'^quation  (8)  exprime  la  relation  qui  existe  entre  lei  incli- 
naisons  mntaelles  de  trois  droites  isiaes  d'nn  ni6me  point  On 
pent  la  d^duire  de  celle  qui  donne  Tangle  de  denx  droites  en  yaleor 
des  inclinaisons  de  ces  deux  droites  sar  les  axes  de  coor- 
donn^es* 

Soient  OD^  OD'  lee  denx  droites,  V  lenr  angle;  «  et  /?,  •'  et  /f'  les 
angles  qn'elles  fönt  avec  les  denx  axes  de  coordonn€es  OX,  OY.  Ponr  d^r- 
miner  F,  snr  la  premi^re  droite  OD  prenons  nne  longnenr  OM=z  l  et  d^ 
signons  par  x,  y  les  coordonnte  MPf  OP  dn  point  M.  Projetons  la  longnenr 
OM  et  la  ligne  bris^  OFM  snecessiTement  snr  la  seoonde  droite  OD'  et  lar 
les  denx  axes  OX^  OY;  nons  ebtenons  les  €galit^ 

cos  F—  X  008  a'  — y  cos  ß'  =  0, 
cos« — X  — jrcos^^  =0, 

cos/f  — xcos^  — y  =  0, 

entre  les  qnelles  il  snffit  d'^miner  les  Tariables  — x  et  — y  ponr  tronrer  h 
relation  demand^.    Celle-oi  est  ainsi 


w 


cosF 

cosa' 

cosß' 

cosa 

l 

cos^ 

QOBß 

cos(^ 

l 

=  0 


Si  la  seconde  droite  OD'  se  confond  avec  la  premi^re,  on  anrt 
co8F=seof0=  1,  coB«'  =  cosa,  com ß'  =z  cos ß ,  ce  qni  fonmit  la  rela* 
Uon  (S). 
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Mnltiplioiis    la    premiöre    ligne    et  la  premiöre   colonne  par 
P 


-»  noas  obtenons  r^quatioii 
(Ax'+B^'  +  C)^      ^ 


(I) 


qui  donne 


P' 
A 

B 


(Ax'  +  By'  +  0^%m^e 


1       COB« 

cosd     1 

O      A         B 
A         1         C08^ 
B     C08^        1 


0, 


—  ^M-Ä*— 2ilBco8«. 


Nons  en  tirons    . 
(H)  p- 


±y^«+-B«--2.4jBco8d 
ponr  la  distance  demand^e. 

La  distance  de  Torigme  O  ä  la  droite  (1)  s'obtiendra  en  poMnt 
2'  »  y'  »  0  dans  (11)  et  sera 

_. gsin^ 

^^  ^■"±yZ«+JB«— 2ulBcosd' 

2.    Allele  de  denx  droites  donn^s  par  leim  ^natioiM 

Ax+By+C'^0^      A'K+B'y+C*  -  0. 

Soient  p  et  p'  les   perpendicolaires  abaiss^es  de  rorigine  snr  ces 

droites;  noas  ayons  d'aboid,  en  conserrant  les  notations  de  la  note 

pr^G^dente, 

^P  o  ^P 

—        cos/J«  — -^, 


cos«  — j^* 


.-.^' 
C 


Si  nous  mettons  ees  valenrs  dans  la  relation  (4)  de  la  note,  aprte 

avoir  mnltipliö  la  premiöre  colonne  par et  la  prend^  ligne 

C ^ 

par 


(IV) 


c 

—  f 

p 

eile  deviendra 

CÖ'coiV       „ 
pp' 

W 

A              1 

cos« 

B           <s/»B 

1 

-0, 


15* 
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et  dounera 
CC'sin^dcosr 


0     A* 


Nous  en  tirons 


A     1     cos  ^ 
B  cosö     1 


—  {AA*'\'BB')—{AB*'{'BA')  C08Ö. 


,,      [AA*+BB*—  {AB'+BA*)(^o^  e'\pp* , 

mais,  en  vertu  de  la  formule  (III),  nous  avons 

, CC'sm^e . 

^^  '^  V(A^+B^— 2  AB  cos  6)  (A'^+  Ä'«—  2A'B'coBe)  ' 

par  suite  nous  obtenons,  en  substituant  dans  (lY), 
(V)    cos7« 


AA'+Bß'—(AB'+BA')cose 


VlA^+B»'^2ABcose)(A'^-\'B'^''2A'B'cose)' 

3.  Condition  de  perpendleularit^  de  deux  droites  (5).  Elle 
s'obtient  en  posant  cos  V  dans  Tune  ou  Tautre  des  4galit6s  (4),  (IT) 
et  (Y)  et  sera  exprim^e  par  l'une  quelconque  des  relations 

0       cosa'    cosjS' 
cos  cc       1      cos  ^ 
cos/?    cosd        1 

—  0  =»  (cosacosa'+cos/JcosjSO — (cosacosjS'+cos/JcosaOcosö, 
0        A'        B* 

A        1       cosd   ^0=  AA'+BB''-'{AB'+BA')iio%e. 
B    cosd       1 

4.  Distanee  d*un  point  &  an  plan«    Soient 

(5)  Ax+By+  C?+  Z)  —  0 

r^quation  du  plan;  x*^  y*^  z*  les  coordonn^es  du  point  donn6  P;  p  la 
jperpendiculaire  abaiss^e  de  ce  point  sur  le  plan  (S);  et  a,  ß^  f  les 
incÜnaisons  de  cette  perpendicolaire  sur  les  trois  axes  de  coordonn^. 

Par  le  point  P  menons  le  plan  parallele  au  plan  (5);  son  ^qua- 
tion  sera 

(6)  Ax^By+  Cz  -=  Ax*+  By'+  Cz'. 

Les  deux  plans  (5)  et  (6)  coupent  les  axes  de  coordonn^es  aox 
distances  de  Torigine  respectivement  6gales  ä 


D 


a  8» 


.-». 


D 
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a  -  -^  ,      b g  ,      c g . 

D'aprds  cela,  il  est  Evident  qu'on  a 

p  =  (a'  — a)C08a  « ' — j ' cos«, 

p  «  (&'  — i)c08jS  «  * — ^ — — * — cos/J, 

(c*  —  c)  cos  y  « ■ — ^ * —  cos  y , 

^ 

Ax'-^By'+Cz'-\-D' 

^^^ß  =  A^+By^+Cz^+D' 
Cp 

SabBtituons  ces  valeurs  dans  la  relation  *) 


P     «.      y^j      VJ\j\JOJ      *—  —p 

d'oü  nons  tirons 

cos«  = 


*)  L'^qnation  (7)  cxprimo  la  relation  qui  existe  entre  les  incli- 
naisons  rnntuelles  de  quatre  droites  issues  d'un  mdme  point. 
On  pcnt  la  d^duire  de  celle  qni  donne  1 'angle  de  deux  droites  en  va- 
Icur  des  inclinaisons  de  ces  deax  droites  sur  les  axes  de  coor- 
d  o  n  n  €  e  8. 

Soient  OD,  OD'  les  denx  droites;  V  lear  angle;  a,  ß,  y  et  «',  p\  y' 
les  angles  qa'elles  fönt  avec  les  trois  axes  de  coordonn^es  OX,  OY,  0Z\ 
If  f*t  V  les  inclinaisons  mntuelles  YOZ,  ZOX,  XOY  de  ces  axes.  Sur  la 
premi^re  droite  OD  prenons  une  loDgnenr  0M^='  1  et  d^signons  par  x,  y,  z 
les  coordonn^es  MP,  PQ,  QO  du  point  M,  Projetons  la  longuenr  OM  et  la 
ligne  briste  OQPM  successivement  sur  la  sccondc  droite  OD'  et  sur  les  trois 
axes  OX,  OY,  0Z\  nons  obtenons  les  ^galitds 

cosF — xcosa' — yeosß' — «cosy'  =  0, 
cosa — X  — ^cosy    — 2COSjU=0, 

cos/? — xcosv    — y  — «cosA   =0, 

cosy  —  xcoBfi  — ycosA  — «  =0 

entre  les  qnelles  il  snffit  d'^liminer  les  qnantit^s  — x,   — y»  —  2  pour  aroir  la 
relation  demand^e.     Cclle-ci  est  donc 

cos  7  cosa'  cos/?'  c^sy' 
cosa  1  cosy  cos^ 
cos/?    cosv  1         cosA 

cosy     cos^      cosA         1 
Si    la  seconde  droite   OD'  se   confond   avec  la  premi^re    OD^   on   anra 
cosF=  cosO=  1,  cos a'=  cosa,  cos/?' =  cos/?,  cos y'=  cosy,  ce  qui  fonmit 
la  relation  (7). 


w 


:0. 
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Cl) 


celle*ci  deyient 


1  C08«  C08/I  oosy 

COSa          1  C08V  COBfft 

C08^  C08V  1  COSi 

co8y  cosfft  cosA       1 


0; 


u. 

u. 

i^l 
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». 
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MoltipttonB  1»  premidro    ligne  et  U  preml^    eolonne    psr 
■ — *— ' ■ — .  noms  obtenona  reqnation 


CVI) 


qni  doime 


A 
B 
C 


A     B    •      C 


1    cosv 

C08V       1 
COSf»    COBl 


,9,  (A>^+B»'+C^+D)»J* 


COSfft 

006i 

1 


B      C 


0      A 

A  1  cosv  cosfft 
JB  cosv  1  cosi 
C  cosfft  cosi     1 


oü  Bons  avons  pose 

1         cosv     COSfft 

cosv       1      cosX 
cos^    cosX      1 

De  rögalitö  (9)  nons  tiroiis 


=  1— C08*A — C0SV~C0BV-{-2C0SilC08flC08V  —  ^■. 


(VH)      p  - 


{Asi^+B^+G/^D).A 


V, 


il*sm*i-J-3  ÄC(coB  fft  COS  V  —  cos  i) 
+ B^sinVH-  2  CA  (cos  vcos  A — cos  ^) 
+  C*sm*v+2^B(co8Xcosf»  — cosv) 

ponr  la  distance  demand^e. 

La  distance  de  rorigine  O  au  plan  (6)  s*obtiendra,  en  posant 
ge' »  y'  .•  «^  -.  0  dans  (YII);  eile  sera 


(Vin) 

en  foisant,  ponr  abr^er, 


DA 


(10) 


n 


^«sinn+a  ÄC(cosf»cosv  -  cos  X) 
+  Ä*  BinV+  2Ci4  (cos  v  cos  X — cos  ^)  ^ 
(?Bm*v-|-2ilÄ(cosAcoB^— cosv) 


«Ä 


5.    Asyle  de  deux  plans  doiui^  par  lenr  ^quations 
(11)     .  Ax+Bp-^a+D^O,    il'»+ßV+C'»+D'-0. 
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Soient  p  etp'  les  perpendicolaires  abaiss6es  de  rorigine  sur  cea  plans; 
nous  avons  d'abord,  en  conseryant  les  notations  de  la  note  qni 
prtcMe, 

Ap  „  ßp  Cp 


i^V 


cosa' 


B'p' 


—  -J^*     cosiS'  «  —  -^,     cos/  « 


C'p' 


JD' 


Si  nous  mettons  ces  yaleiirs  dans  la  relation  (8)  de  la  note, 
apr^s  avoir  multiplii  la  premi^re  colonne  par et   la   premidre 

ly 

ligne  par ^»  eile  deviendra 


Di^cosF      .. 

4 A' 

» 

c 

(IX) 

A 

1 

cosv 

COSjü 

=  0 

B       cosv 

1 

cosA. 

C           C08|A 

cosA 

1 

et  donnera 

0 

A' 

B*       C 

DD' J^cosV 

A 
B 

1 

cosv 

COBV     COSfl 

1        cosA 

C 

COSfl 

cosi 

1 

=  K* 


en  faisant  ^ncore,  par  abr6yiation, 


(13)  K^  —  AA'^n  +  (BC'+  CB')  (cos  ft  cos  v  —  cosi) 

4-  i?J?'8mV+(C^'+^C0(cosvco8A-co8fi) 
+  CC'Bia^v+iAB'  +  BÄ')  (cos  A cos  ja— cos v). 

Mais,  en  yertu  de  la  formale  (Ym),  nous  avons 


PP' 


par  soite  nous  obtenons,  en  substituant  dans  (12), 

ou,  en  remplagant  iT,  H  et  W  par  leors  d6veloppements  (10)^  (13), 
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V: 


(X)    C08F=y 


+  ßÄ'smV4-(Cil'+/4C0(cos  vcosA  — cosf*) 
+  CC^sisi^v+(AB'-\-BAO(cosXcoBii'-cosv) 


A^&m^X   +2£fC   (co8^cosv — cosk)' 

8m V  +2Ci4    (C08VC08A — cosf*) 

4-C*sm*v   '^2AB  (cosJlcosft  — cosv) 


X 


\ 


-    /A'^sii 
W  +B'^m 


A'^^m^l  +2Ä'C'  (cosfACOs  V  — cos  k) 

sin  V  +  2  CA'  (cos  v  cos  A  —  cosf*) 

+  C'^8in*v  +2^'Ä'(co8ilcosft  — cpsv) 


(XI) 


(XII) 


(xm) 


6.  Condition  de  perpendleularit^  de  deux  plans«  Elle  s'obtient 
en  posant  7=0  dans  i'une  ou  Tautre  des  6galit6s  (8),  (IX)  et  (10) 
et  sera  expriin6e  par  Tone  quelconqae  des  relations 

0      cos«'    cos/5'    cos/ 

COSa  1  COSV       cos  fi 

cos/3     C08V         1  cosA 

cosx    cosfi    cosA.        1 

0      A'       B'     a 

A  1         COBV      C08|A 

iB     C08V       1         cosA. 
C    cosfA    cosA       1 

AA' smn + (BC'+CB')  (cos  ft  cos  v— cos  X) 
+ J?ß' smV+ (C2l'+ iICO  (cos  V  cos  A  —  cos  f*) 
+  CC  BVDflv+(AB'+  BA*)  (cos  A  cos  ;* — cos  v)  «  0, 


«0, 


==0, 


dont  la  dernilire  pent  encore  so  mettre  sous  Tane  ou  Pautre  des,  denx 
fonnes  sniyantes 

(XIV)  -/4'[i48in*A+Ä(cosAcos|i— cosv)+C(cosvcosA — cosf»)] 
-[-i?'[ßsm*fi  +  C(cosfico8v — co8A)+il(cosAcos|i — cosv)] 
+  C'[C8in*v+^(cosvco8A  — cos  fi)-f-^  (cos  fc  cosv — cosA)]=«0, 

(X7)  A  [J'  sin*A  +  Ä'  (cos  A  cos  ft — cos  v)  +  C  (cos  v  cos  A —cos  f*)] 
+  Ä[ß'sinV  +  C(co8ftco8v— cos  A)+i4' (cos  A  cos  f*— cosv)] 
+  C[C'8in^v+ ^' (cos  vcosA— cos  fi)  +  ß' (cos  f»  cosv — cosA)]=«0. 
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xn. 

Die  gemlselite  PolOMnik  zweier  Ctoraden  besflglicli  der 
IHfferentlalciirYe')  der  Parabel. 

Von 
jidolf  Hochkeim. 


Es  sei 

Pi^—p^iH  —  0  (1) 

die  Gleichimg  einer  gegebenen  Parabel  in  bomogenen  Goordinalen. 
Gonstroirt  man  mit  Hfllfe  einer  bestimmten  Strecke  k  die  zugehörige 
Differentialcurve,  so  ist  die  Gleichung  derselben 

y««— ^««-0  (2) 

Wir  bezeichnen  die  Coordinaten  eines  Punktes  mit  if%tt  dann 
entspricht  der  Gleichung 

die  conische  Polare^  und  der  Gleichung 


1)  Zieht  man  lu  allen  Tangenten  einer  auf  ein  rechtwinklige«  Coordinatea- 
System  bezogenen  Conre  y  s=/(x)  durch  einen  Punkt  (— ik,  0)  Parallelen  and 
trägt  jeden  der  Abschnitte,  welche  Ton  diesenr  auf  der  y-Axe  gebildet  werden« 
mit  Berflcksiehtigang  seines  Vorzeichens  auf  der  dem  entsprechenden  Berfih- 
mngspnnkt  zugehfyrigen  Ordinate  Tom  Fussponkte  ans  ab,  so  Ist  der  geome- 
trische Ort  der  Endpunkte  der  Abschnitte  die  Differentialcnnre  der  Corvo 
y^/(x).  Vergleiche  die  Schrift  des  Verfassers:  Ueber  die  Differenttaldurea 
der  Kegelschnitte.    Verl.  Louis  Nebert    Halle  1874. 
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bezägliek  der  Difftrentiakurve  der  Parabel,  235 

die  gerade  Polare  des  betr.  Punktes  bezüglich  der  Differentialcurve 
der  Parabel. 

Es  mögen  zwei  gerade  Linien  A  und  A^  ihrer  Lage  nach  be* 
stimmt  sein.  Wenn  man  zu  jedem  Punkte  der  Geraden  A  die 
conische  Polare  in  Bezug  auf  die  Differentialcurve  der  Parabel  nimmt 
und  bezüglich  jedes  dieser  Kegelschnitte  den  Pol  der  zweiten  Geraden 
A^  aufsucht,  so  ist  der  geometrische  Ort  dieser  Pole  ein  Kegelschnitt, 
welcher  die  gemischte  Poloconik  der  beiden  Geraden  A  und  A'  ge- 
nannt wird. 

Sind  die  Gleichungen  der  Geraden 

(i4)ai«4-  «»y + V  =*  Ö  (4a) 

und 

(^OV«^+a,V-f  V*  -  0  (4b) 

so  ist  die  Gleichung  der  gemischten  Poloconik 

0  o^  o,  a^ 
Ojl'  0  2y  0 
a^'    2y    2x         0 

V    0     0     —  »v» 
oder 

4a^'y^—^i^  (a^a^'  +  a^')  y»+  ^^a^'i/m  =  0  (5b) 

Geht  man  mittelst  der  Substitutionen 

X  y 

zu  rechtwinkligen  cartesischen  Coordinaten  über,  so  erh&lt  man 

y* i^iV "» 4W~'  ^^^ 

Aus  diesen  Gleichungen  folgt: 

1)  Die  gemischte  Poloconik  der  beiden  Geraden  A 
mnd  A*  ist  eine  Parabel,  deren  Aze  der  »-Aze  parallel 
läuft,  deren  Parameter 

40,03' 
ist,  und  deren  Scheitel  die  Coordinaten 
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besitzt 


80303' 


2)  Der  geometrische  Ort  bleibt  unverändert,  wenn  man  die  bei- 
den Creraden  A  and  A'  mit  einander  yertanscht 

Die  gefundene  Parabel  ist  demnach  der  geometrische 
Ort  der  Pole  irgend  einer  von  den  Geraden  A  und  A*  in 
Bezug  auf  die  Hyperbeln,  welche  die  conischen  Polaren 
der  Punkte  der  anderen  Geraden  bezüglich  der  Diffe- 
rentialcurve  sind*). 

3)  Setzt  man 

so  geht  die  Gleichung  (5c)  über  in 

d.  h.  lässt  man  die  Gerade  A'  mit  der  Geraden  A  zusam- 
menfallen, so  geht  die  gemischte  Poloconik  über  in  die 
gewöhnliche  Poloconik^)  der  Geraden  A  in  Bezug  auf 
die  Differentialcurve. 

4)  Für  Ol  «  0,  oj'  =  0  geht  die  Gleichung  {5c)  über  in 

yi-0  (7) 

Daraus  folgt: 

Laufen  die  beiden  Geraden  A  und  A'  der  ar-Axe  pa- 
rallel, so  degenerirt  die  gemischte  Poloconik  derselben 
in  die  rc-Axe. 


5)  Ist 
oder 

nur 

«1 

=  0,  80  orgiebt  sich 
y,-o 

m 


2)  Dur^ge,  Curv.  dritt.  Ordn.  pag.  188. 

3}  Constniirt  mau  in  allen  Punkten  einer  Geradon  {A)  die  geraden  Po- 
laren in  Bezug  anf  eine  Carve  dritter  Ordnung,  so  werden  alle  diese  Geraden 
Ton  einem  Kegelschnitt,  welcher  die  Poloconik  der  Geraden  A  lieisst,  einge- 
hüllt.    Vergl.  Dur^ge,  Cnry.  dritt.  Ordn.  pag.  178. 
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d.  h.  läuft  nur  eine  der  beiden  Geraden  der  a^-Axe  paral- 
lel, so  degenerirt  die  gemischte  Poloconik  derselben  in 
zwei  parallele  Gerade,  von  denen  die  eine  mit  der  a;-Axe 
zusammenfällt. 

6)  Für  a^  oder  o^'  gleich  Null  erhält  man  ans  (5c} 

(oiO^'  +  OjaiOy  =»  öi«i'«  (9) 

Geht  demnach  eine  der  beiden  Geraden  oder  auch 
beide  durch  den  Anfangspunkt  des  Coordinatensystems, 
so  degenerirt  die  gemischte  Poloconik  derselben  in  eine 
Gerade,  welche  ebenfalls  durch  den  Coordinatenanfangs- 
punkt  geht 

7)  Setzt  man  in  (5c) 


80  erhält  man 


d.h.  schliessen  die  beiden  Geraden  A  und  A'  supplemen- 
täre Winkel  mit  der  a;-Axe  ein,  so  breitet  sich  die  Para-^ 
bei   symmetrisch  zur  a^-Axe  aus   und  ihr  Scheitel   fällt 
mit  dem  Goordinatenanfangspunkt  zusammen. 

Femer  ergeben  sich  folgende  Besultate: 

8)  Verschiebt  man  eine  der  beiden  Geraden,  so  dass 
sie  ihrer  ursprünglichen  Bichtung  stets  parallel  bleibt, 
so  ändert  sich  die  Lage  und  der  Parameter  der  gemisch- 
ten Poloconik,  doch  bleibt  ihre  Axe  der  aj-Axe  parallel 
Rückt  die  eine  Gerade  in  die  Unendlichkeit,  so  degene- 
rirt die  gemischte  Poloconik  in  die  a;-Axe. 

9)  Wird  eine  der  beiden  Geraden  A  und  A^  oder  beide 
um  die  Punkte  gedreht,  in  welchen  sie  die  x-Axe  schnei- 
den, so  bleibt  der  Paramter  und  die  Axenrichtung  der 
gemischten  Poloconik  ungeändert,  dagegen  ändern  sich 
die  Coordinaten  des  Scheitelpunktes. 

10)  Dreht  man  endlich  eine  der  beiden  Geraden  4  ^^^ 
A'  um  den  Punkt,  in  welchem  sie  die  y-Axe  schneidet, 
80  läuft  die  Axe  der  gemischten  Poloconik  der  ar-Axe 
stets  parallel,  dagegen  ändern  sich  der  Parameter  und 
die  Coordinaten  des  Scheitelpunktes. 
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11)  Constniirt  man  za  jedem  Punkte  der  gemischten  Poloconik 
als  Pol  die  conische  Polare  bezüglich  der  Differentialcnrve  der  Pa- 
rabel, so  entspricht  das  System  von  Hyperbeln  der  Gleiehiing 

deren  beide  Yeränderliche  Parameter  £x,  %  der  Oleichong 

genflgen  müssen. 

Eliminirt  man  ans  diesen  beiden  Gleichungen  mit  Hülfe  von 

die  variabeln  Parameter,  so  erhält  man  als  Gleichung  der  Enveloppe 
des  Systems  von  Hyperbeln: 

(^<H'+<h^')yi+^<h<^t  =  ±  ^V<h<^<h'  (11) 

Das  System  der  conischen  Polaren  (bezüglich  der  Diffe- 
rentialcurve  der  Parabel),  deren  Pole  anf  der  gemischten 
Poloconik  liegen,  wird  demnach  eingehüllt  von  zwei 
parallelen  Geraden,  welche  gleiche  Abstände  von  dem 
Goordinatenanfangspnnkt  haben. 

12)  Die  Gleichung  der  conischen  Polaren  (H)  des  Punktes 
(£ii  %9  &)  bezüglich  der  Differentialcurve  der  Parabel  ist 

Die  beiden  Geraden  A  und  A'^  deren  Gleichungen 

Oj'aj-f  Vy+V»  **  ^ 

sind,  mögen  in  Bezug  auf  diese  conische  Polare  coigugirte  Gerade 
sein,  d.  h.  jede  möge  durch  den  Pol  der  andern  bezüglich  der  coni- 
schen  Polaren  hindurchgehen. 

Die  gerade  Polare  eines  Punktes  ai,  yi,  %  in  Bezug  anf  die 
conische  Polare  (H)  besitzt  die  Gleichung 

2%yia5+2(«i%+yili)y— lÄ:*i>«i£i«  ===  0. 
Bringt  man  diese  in  Einklang  mit  der  Gleichung 
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betügUch  der  J^ifferenhakurve  der  Parabel, 

entwickelt  die  Coordinaten  des  betreffenden  Poles  und  setzt  diese 
an  Stelle  von  x^  y,  m  in  die  Gleichung 

ein,  so  mnss  nach  der  Yoranssetznng  diese  Gleichung  eine  identische 
werden.  Es  ergiebt  sich  auf  diese  Weise  zwischen  ^,  %,  ti  folgende 
Relation 

4a8V%*-3(a,a,'+a^')*V%&+3«i«i'^6ifeL  -  0        (12) 

Daraus  folgt: 

Die  gemischte  Poloconik  der  beiden  Geraden  A  und 
A'  ist  der  geometrische  Ort  der  Pole  derjenigen  coni- 
Bchen  Polaren  (in  Bezug  auf  die  Differentialcurve  der  Parabel), 
zu  denen  A  und  A'  conjugirte  Gerade  sind. 

In  ähnlicher  Weise  läait  sich  leicht  das  Resultat  ableiten: 

Ist  P  die  gemischte  Poloconik  der  beiden  Geraden 
A  und  A^  und  construirt  man  zu  jedem  Punkte  derselben 
die  Polare  bezaglich  der  Differentialcurve  der  Parabel, 
80  sind  die  beiden  Geraden  A  und  A'  in  Bezug  auf  jede 
dieser  conischen  Polaren  conjugirte  Gerade,  d.  h.  jede 
geht  durch  den  Pol  der  andern. 

Magdeburg,  im  August  1874. 


Anmerkung,  unter  Poloconik  wird  rerstanden  die  Binhflllende  der  Po- 
laren einet  in  gerader  Linie  bewegten  Ponktei  in  Being  anf  die  vorliegende 
Cnrre.    (D.  Bed.). 
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Günther:  Auflösung  eines  besonderen  Systemes 


xm. 

Auflösung  eines  besonderen  Systemes  linearer  Gleichimgen. 

Von 
Siegmund   Günther, 


§.  1.    Das  System  linearer  Gleichungen,  mit  welchem  wir  usa 

a2»-iia:i+a2»-i2a;8+  ...  +aa«-u«i»  +  a2i»-ii»aJii+i+... 
a2nl  «1      +  Ö2n2a?2      +  . . .  +  a2nn  Xn       —  astnnXn^l       —  - .  ■ 

Bestimmt  man  hieraus  eine  willkürliche  Unbekannte,  etwa  sv,  so  er- 


Xr  •' 


«11 

«12 

«18 

...   Olr-l 

h 

air+l 

«21 

«22 

«28 

...  a2r-l 

h 

a2r+l 

•• 

«81 

«32 

«83 

...   OBr-l 

h 

asr^i 

«41 

«42 

«48 

...  a4r-l 

h 

a4r+l 

■ 

«2^-11  02^-12  a2g-13   ...   a2g-lr-l  feSj-l  flÄg-li+l    ... 
a2ql        02^        02^8         ...   a27r-l         ^        O^^l 
a2g+ll   a2j+12  »294.13  ...   02g+lr-l   feg+1  a2gf  Ir— 1    ... 


a2»-2i 

028— 

22  02«-23   . 

•     •     •     • 
..    02«— 2f- 

-1  fe- 

■2    a8f-2r+l   ... 

02t-ll 

a2»-i2  a2»-.i8  . 

..  a2s-lr- 

-1   ^2»- 

1    a2«— lr+1    ... 

a28l 

a282 

a283 

..  a2«r-l 

k2s 

a2«r+l 

a2H-il 

a2n- 

-12  a2N-13 

...  a2M-lr-l  fa«- 

-102«-lr+l    ... 

a2Hl 

a2n2 

a2M3 

..   02Hr-l 

k2n 

a2iir+l 

«11 

«12 

«13 

...  Olr-1 

air 

air+1 

«21 

«22 

«23 

...  a2r-l 

a2r 

flP2r+l 

«81 

«32 

«88 

...  OSr-l 

a^ 

flWr+l 

«41 

«42 

«48 

...   a4r-l 

(Hr 

a4r+l 

a2»-H 

a2M- 

-12  a2»-l3 

...  a2n-lr. 

-1  a2k- 

-Ir  aSit-lr-hl  ... 

a2Hl 

a2ti2 

a2n3 

..  fl2»r-l 

a2nr 

Ö2«r+l 
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im  Folgenden  beschäftigen  werden,  ist  durch  die  Eigentümlichkeit 
ausgezeichnet,  dass  in  der  lten„  3ten  ...  (2r — l)ten  Gleichung  je 
zwei  gleichweit  von  Anfang  und  Ende  abstehende  Go6fficienten  Ein- 
ander gleich  sind,  wogegen  zwischen  zwei  ebensolchen  Coßfficienten  _ 
der2ten,  4ten  ...  2rten  Gleichung  entgegengesetzte  Gleichheit  besteht 
Das  System  wird  dann  also,  wenn  wir  die  Anzahl  der  Gleichungen 
als  eine  gerade  Zahl  (=  2n)  voraussetzen,  nachstehendes  sein: 


...  —  a^iS^nr^l        — 'a^X2n         —  ÄTg, 

...  +a2«-12a;2n-l+ö2n-lia?2»  «=  h^n-h 
... — a^x2n-i     — «2»iaJ2»4      «=  Äa«. 
hält  man  in  bekannter  Weise 


— a2r+l  — a2r  — a2r-l 
a^^l        azr       «Sr-l 
— Oir+l   — Äir  — a4r~l 


Ol8         «12        (*n 

«38  «82         «81 

— «48     —«42   —«41 


.  a2q-ln  a2q-ln  ...  a2tf-lr  f  1  025-1»-  02?— lr-1  . 
.  02^  — 02^i  ...  — 02?r+l — a2qr — 02gr-l  . 
.  0294- In  «29+1«  ."  «294  1»'+1  «29+lr  «29+lr-l  .. 


.  029-13  029-12  029-11 
—0298  —0292  —0291 
029+  18  029+12  029-1-11 


..028— 2n — 028— 2m... — 02«-2r+l — 02«-2r — 02«-2r-l...  — 028.-28 — 02«— 22 

—  02»— 21 


>  02«— In  029-ln  . 
.  02«i        — 02«n  < 


02«-lr+l  02«-lr  02«-lr— 1 
— 02«rf  1  — 02«r  — 02«r-l 


028-18  028-12  028-11 
— 028d  — 0282  — 0281 


.  02fi-l»  a2n-.lH  * 
.  02iin       — 02«n  . 


.  a2n-lr+l  02h— Ir  02n-lr-l  . 
.  — 02nr-f-l  — 02»ir  — 02»ir~l . 


02M-13  02n-  12  02n-ll 
— 02#»8  — 02M2  — 02i»l 


.  Oln 
.02n 
•  OSm 


Oln 
— 02n 
08n 


04ie         — 04« 


Olr-f-1         Olr         Olr-1 
— 02r+l    — 02f   — a^A-l 
03r+l         03r         03r— l 
.   — a4r-|-l   — a4r    — 04*— 1 


*18 


«12 


*il 


—«28   —«22    —«21 


»83 


«32         «81 


-«48    —«42   —«41 


.  a2n— In  02«— 1«  . 

.  «awH     — 02«« 


02«-lr+l  02M-lr  02n— Ir-l 
— 02ffir41  — 02w  — oanr-i 


...  02it-18  02n-12  02H-11 
.^2^1 


..  -^oa«8  — < 


16 


V 
ü 
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Zerlegt  man  die  Determinaute  V  nach  den  Elementen  der  rteu  Co- 
lonue  in  erste  ünterdeterminanteu,  so  stellt  sich  xr  dar  als  eine  alge- 
braische Summe  mit  dem  allgemeinen  Gliede 

du 
Da  ersichtlich  ein  Unterschied  obwaltet,  je  nachdem  p  eine  ge- 


17'=. 


«11 

«12 

«13 

...  air-i 

air+1 

...  ain 

ain 

«21 

«22 

.«23 

...   a2r-l 

a2r+l 

...   «211 

— 02n 

«31 

«32 

«83 

...  a^Y-X 

a3r+l 

...  azn 

asn 

«41 

«42 

«43 

...   G4r-1 

04»+! 

...   04» 

a4n 

a2q-n  fl2g-12  «2^-13 
«29+11   02^+12  «2^+13 


agg+lr-l   a25r+lr+l 


a^q—ln    €t2q—ln 


a2fi-ll   a2»-12  a2n-13  ...  a2«-lr-l   a2»-lr+l  ...   Ö2n— 1«    OQn-ln 
rt2Hl        Ö2n2        Ö2n3       ...  a2»ir— 1        02nr+l       ...  a2»m 


In  dieser  Determinante  (2n  — l)ten  Grades  Äübtrahiren  wir  nun  von 
jeder  (n+Oten  Colonne  die  (w--<+l)te,  nachdem  wir  zuvor  die- 
jenige ColonnO)  deren  zweiter  Index  r  ist,  zur  ersten  gemacht  haben ; 
durch  diese  Operation  ist  vor  die  Determinante  der  Factor 


CT'  «  (— l)2H-r-l 


air 

«11 

«12 

«13 

...  air-1 

air+1 

a2r 

«21 

«22 

«23 

...   a2r-l 

OÄr+l 

•• 

08r 

«81 

«82 

«83 

...   OSr-l 

a8r+l 

- 

a4r 

«41 

«42 

«43 

...   a4r-l 

a4r+l 

- 

a2^-lr  02«-ll  02^-12  Ö2g-18  ...   a25-lr-l  a2g-lr+l 
02j+lr  02^+11  023+12  02J+13  ...  a2sr-f-lr~l  a2g+lr+l 


a2»~lr  Ö2»--11   a2n-12  a2»-13 
02«tr        a2nl        a2n2        02m3 


a2»-lr-l  oan-lH-l  ... 
a2Mr-l        aStiril      ... 


In  der  so  umgeformten  Determinante  sind  diejenigen  Elemente,  welche 
(n  — 2)  Verticalreihen  mit  (2«— 1— (n--2))  =  (n+1)  Horizontal- 
reihen gemein  haben,  durch  Nullen  ersetzt;  es  kann  also  sofort  das 
bekannte  CoroUar^)  des  Laplacßschen  Determinantensatzes  in  Kraft 


Digitized  by 


Google 


linearer  Gleichungen, 


243 


rade  oder  ungerade  Zahl  vorstellt,  so  schreiben  wir  die  Reihe  besser 
in  folgender  Form: 

«=*  17'     »=»  U"/  du  BU    \ 

§.  2.    Die  beiden  hier  auftretenden  Determinanten  sollen  nun- 
mehr untersucht  werden.    Es  sei  also  zunächst 


air+i 

Olr 

air-1 

«13 

«12 

«11 

..  — 02r+l 

— a2r 

— Ogr-l    .     .. 

.   — Ö8Ä 

— «M 

—«21 

«Sr+l 

OSffi 

«Sr-l 

•        «38 

«82 

«81 

..    — a4r+l 

— (Hr 

— a4r-l 

.   —048 

— a^ 

^«41 

a2ff— lr+1 

Ö2^-If 

a2g~lr-l    . 

a2q- 

-13 

«2^-12 

029-11 

..      aaj+ir+i 

a2«+lr 

a2g+lr-l  . 

.         C12g+13 

02J+12 

«2^+11 

Ofti-lr+l        a2N-lf        Ö2i»-lr-l  ...        OSn— 13        02»- 12       a2M-ll 
— O^nrA-l        — «2«r        — Ö2nf-1        ...  — 02»i3        — a2»i2       — fl2nl 


(— l)2n-r-l 

herausgetreten.    Man  erhält  so 


Ol« 

0 

0 

0 

...      0 

0 

0 

OSh 

— 2aa, 

...   — 2a8r+l 

— 2asr-i 

...  — 2ojj 

-2«M 

-2«tt 

«Sh 

0 

0 

0 

...      0 

0 

0 

Oto 

—2a*, 

..   — 2a4r-|-l 

— 2a4r+l 

...  -2a4s 

— 2a„ 

— 2ott 

.029-1« 
.  a2g-f  Im 


0 
0 


0 

0 


0 
0 


...      0 
...      0 


0 
0 


0 
0 


.,.iX2nlH  0         ...  0  0  ...        0  0  0 

..  asnn     — 2a2n»     ...  — 2a2nr+l  — 2a2*r^l  ...  — 2a2«8  — 2a2»*2   — 2a2nl 

treten,  und  es  ergiebt  sich,  wenn  man  noch  den  jeder  (n-}-l)ten  bis 
(2n— l)ten  Golonne  gemeinschaftlichen  Factor 

—  2 

berücksichtigt, 

16» 
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2Mr-l        n-1 
Cr'={-1).     .(--2). 


«Ir        «11        aig        ai3      ...air-i        air+i        ...ain 
31         «82         O^       ...a3r-l         öar+1         ...Oö» 


a3n        a 


Oör         «51         a52         agg        ...05r-l         «ör+l 


.«Ol. 


^'2g-lr  02ir-ll  a2«-12  02g-18...a2«-lr-l  a2g-.lr4.1...02y_i„ 
OSv+lr  a2g+U  a2y+l2  a2^+18..-.a2j+-lr-l  a2«+lr+1...02ff  ^  i» 

a2«-8ra2»-81  a2»-82a2H-33...a2H-3r-l  ö2H-Sr+l...flQ»-3« 
l«2»-lra2w-llflr2»~l2a2»-l2...a2n-lr-ia2n-lr+l...a9«-l« 


Die  erste  dieser  beiden  Determinanten  ist  vom  nten,  die  zweite 
(n— l)ten  Grade. 


vom 


S.  34 
2a 


1)  Baltzer,   Theorie  und  Anwendung  der  Determinanten,  Leipzig  1876. 


2ar 


n  -5«j2         2fl43  ...  2air-i  2air+i       ...  2oi„            ai« 

0  0          0  ...           0              0 

2ö3i  20,32           2rt33  ...  2flf3r-l  2a3r+l 

0  0          0  ...          0             0 


0        — «2« 
0        -«4n 


0 
0 


0 
0 


0 
0 


0 
0 


0 
0 


0        — a2a—2n  - 
0        —«2»»       . 


2a2w-Il   2a2«-12  2rt2nlv:  ^*^^"-*»-l   2«2n-lr+l  ...  2o2w- In 

0         ...        0 


0  0  0 

Verföhrt  man  hier  ganz  ebenso,  wie 


2,  so  ergiebt  sich 


«11 

«31 


51 


«32 


»M 


«2«— In.. 
-ff2tin      ., 


«M 


C2«-31    a29-.82  «28-83   ...    a2«-arA"^~^''+^   "'   «2«-3« 
«2a+ll  .a2fi+12   a2,+i3  ...   a2a+lr-^*^^''+^   "■   ^2»+ 1h 


^'=(-r  .(2)! 


«2n-ll   a2H-12   a2«-13 ...    a2«-lr-l   ^^*'"*'*  "*   <*2h-1h 

Hier  ist  die  erste  Determinante  vom  (»  — l)ten   dip^^  "^^^  «t®» 
Grade.  /      ,  u^c  zwc^. 
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O^N 

...  a2r+l 

oar-l 

...     0^3 

«22 

«21 

(Hn 

...  a4r+l 

a4r-l 

...     a43 

«42 

«41 

•    *    • 

...  oer+i 

aör-1 

...  aes 

«62 

«61 

a29-3M   ...   a2q''2r+l  a2gf— 2r-l  ...   O^-^  «2^-22  02^-21 

«2^+2»   ...   025f2r+l   a2<?+2r— 1  ...   «27f28  «27+22  a2</|21 

a2n~2«»  ...   a2n-2r+l  a2n-2r--l  ...   02» -23   «2« -22  ^«2n-21 

«2««        ...   a2»r+l        rt2»r-l  ...   «2«3        «2n2        «2h1 


§.  3.  Nunmehr  möge  auch  der  andere  Fall  in*s  Auge  gefasst 
werden,  wo  jp  =  2* — 1  ist.  Addiren  wir  hier  zu  jeder  Colonne,  deren 
zweiter  Index  kleiner  als  n,  bezüglich  diesem  gleich  ist,  die  ihr  gleiche, 
resp.  entgegengesetzt  gleiche,  so  wird 


Olr+l 

a\r 

air-i 

«18 

«12 

«12 

•a2r+l 

a2r 

—a2r^ 

...     —«13 

-^'12 

—«11 

«Sf+l 

aar 

OSr-l 

-         .«33 

«32 

«81 

■a4r+l 

Oir 

— a4r-l 

...     —«48 

— «42 

—«41 

, — a28~2r-f-l   «2«-2r        — «2«-2r-l 
— «2«r^l        a2«r  — «28r-l 


-«28-23   — «8«-22    — a2«-21 
-a2«3        — «2«2  — «2äl 


a2n-.lr+l 

«2n-lr 

«2m- 

-Ir— 1      ... 

a2n-13 

«2n-12 

-«2»r+l 

«awr 

— a2«r 

-1 

--a2n3 

-— «2»i2 

a2n 

a2r+l 

«2r 

«2^-1 

...    «28. 

«22          «21 

Oin 

«4r+l 

a4r 

«ir-l 

...    «43 

«42          «41 

«6» 

06r+l 

«er 

«ör-l 

...    «62 

«62           «81 

«2n--ll 


«28-2n   ...   «2».-2r+l   «2«— 2r  «2»-2r+l 
«2tn        ...   «Isr-l-l        «2«r         «2«r-l 


«2Nn 


«2Hr4-l        «2nr        «2iir-l 


«2«-23   «2«— 22   «2«-21 
«2»r        «2*2         «2«1 


«2n2        «2fil 


§.  4.    Wenden  wir  uns  schliesslich  zu  der  im  Nenner  des  obigen 
Bruches  beündlichen  Determinante, 


Digitized  by 


Google 


246 


Güniäer:  Auflösung  eines  besonderen  Sy Siemes 


«11 

«1« 

«13 

..    «lH-1 

ain 

«In 

«1«— 1 

«11 

«M 

«« 

..    O-lM^l 

a2fi 

— 02« 

— 02»— 1 

;ö8i 

^t 

«33 

..   oSh-I 

03m 

^13« 

<I3«-1 

IT— 

«41 

«41 

«48 

..    <I4«-.1 

041« 

— «4» 

— 04«— 1 

^2»— 11 

a^n- 

-12 

02»- 

-13  . 

..   ^«—1» 

1   rt2#»- 

-iN 

a2n- 

•iM 

02j»-U-1... 

Addiren  wir  hier,  unter  t  jede  ganze  Zahl  ^n  Yerstaadeiif  za  jeder 


IT— 


2ffii 

2au 

3«a      -. 

0 

0 

0       ^ 

2«»i 

2«„ 

2««        .. 

0 

0 

0 

2ii2m-ii  2rr2i»-.i2  2a2ii-.is  ... 
0  0  0       ... 


und  durch  Zerlegung, 


I^«(— 1)H(2)«. 


«51 


«11 

«81 
«61 


«13 

...    Oln-2 

«iw-l 

Ol» 

«33 

...   <I3h-1 

«rsn-i 

asn 

«ÖS 

...   ff6n-2 

«ÖH-1 

f^ÖH 

a2n-81   a8i»-32  <72m-83   ...   «2»-Sm-2   ^2n-S»-1   n^n-Zn 
aSn-ll   «2H-.12  02M-18     ..  «2n-l«-2  02M-ln-l   ^2n— 1» 

Hier  sind  beide  Factoren  vom  nten  Grade. 
Wird  jetzt  der  Quotient 

er 
u 

gebildet,  so  mache  man  zuerst  die  erste  Colonne  von   rf'^zur  rten; 
der  oben  fttr  ü'  erhaltene  Wert  ist  dann  noch  mit 


(-1) 


T-l 
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'IS 


23 


-«43 


"12 

-«22 

«82 


^'41 


fl2n-18        ^2n-12         <I2«^11    | 
...    —  flr2fc3        — 02n2        — 02n\         \ 

iten  Colonne  die  (2n-t-^l)te^  so  folgt 


...2oin-i       2ain 


nin 


«ln-1 


0 


0         — flr2«       — a2n-i       ... — Oi 


...2ö3i«-.l         2/3f3n 


OSn 


H3n-l 


23 
^'83 


0  — ff4n  —  04n-l  •.—«4 


«w 

«11 

— "s» 

-"M 

«8» 

"81 

— "« 

— «41 

...2ci2n-ln-l  2r?2n-l»       «2n-ln       ff2»~l»-l...      W2n-18       »2n-12       '?2n-ll 
0  0  — a2nn       — a2fm-l         — «2*13        —  </2n2        — 02hI 


21 


«2«  «2»»-l  ff2n— 2  ...    ^23  «22  «' 

''Ön  flr4n-l  ff4n-2  ...    Ö43  «43  ff4i 

fle«  flÖH-l  a6M-2  ...    «63  «62  «61 


«2H-2n   02-n2n-l    «2m— 2m-2 
tf2im         02»K-1         0'2uH-2 


a2»i-23   ff2w-22   «2H-21 
flr2>t3         02m2         «2nl 


ZU  multipliciren.  Wie  man  siebt,  bebt  sieb  alsdann  der  erste  Deter- 
minatonfactor  von  LT'  gegen  den  ersten  Determinatenfactor  von  U, 
Zur  Bildung  von 

U 

möge  ebenso  vcrfabren  werden ;  es  hebt  sieb  ferner  in  analoger  Weise 
der  zweite  Factor  fort.    So  gewinnt  man  das  Scblussresultat 
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02n 

02»t-l       . 

.02r+l           02r-l 

•««» 

«S8 

«n 

Oin 

04N-1 

.04r+l           04r-l 

...043 

OH 

041 

06h 

o«»-i      . 

.06r+l           fl6r-l 

...068 

«6« 

«ä 

a2q-2n 

02j-2»-l. 

..Ä2g-2r+l   a25-2r- 

1  ...025-.28    02q~S2  Oäf-3 

aZq+Tbi 

02gf2»-l 

..023-h8r+l    02,+ar-. 

1  ...fi23+23   02^+22 

OiS+1 

-3«+2( 

Ä  -2 

02n~2H 
"2Nn 

02»-2n-l 

02MM-1 

..02»-2r+l    02n-2r- 

• 
..02»r+l         02Mr-l 

-1...02»i-23   OfSn -22 
...<f2MS         ft2n2 

a2n 

02»-! 

02n-2         .     .     . 

«23 

«SS 

«Sl 

04» 

04H-1 

04»-2         .     .     . 

043 

«4« 

«*1 

06n 

OÖH-l 

«eH-2        •    .    . 

«68 

«68 

««1 

02?-2n 

02^-2n- 

1      02<y--2K-2  .     .     . 

02^-23 

029-22 

02,-: 

«2?» 

02?ti-l 

02qH-2        .     .     . 

ft20 

02«2 

03,1 

02^+2n 

023+2»- 

1      02j+2n-2  .     .     . 

02«+23 

02g+2S 

«äj+i 

02M-2n 

02»-2«- 

1     02H-2n-2  .     .     . 

02»-28 

02M-22 

02i-£ 

02nn 

fl2»H— 1 

fl2«»-2       .     .     . 

02n3 

0^2 

fli.1 

Anf  eine  ganz*  entsprechende  Formel  würden  wir  gekommen  sein, 
wenn  wir  von  der  Annahme  einer  ungeraden  Anzahl  von  Oleichnngen 
ausgegangen  wären. 

.2»         ,       .     4»  ,       ,       .     2n«  ,  .   2(».+l)« 


+- 


.     2öw         ,       .     2g»  ,       ,        .     2ngn         ,  .    2fn4-l)a9i 

"»^M^l     +'^"°2H=i       +-+"*""  2H=i       +'»+«">     2n-|-l 


.(2«-l)w,       .2.(2»— 1)«,       ,       .    (2»— l)nw.  .  (2»— 1){«+1)». 

2»«         ,        .    2.2nn         .       ,        .    7i.27i:T         ,  .    (n-4-l)2n» 

80  wissen  wir  zunächst,  dass 
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...fflH-2 

flln-1 

nin 

...<I3n-2 

«Sm-I 

asn 

...öö»-a 

flön-1 

«5n 

«61         «5«       ...06r-l  «ör+l 


026-^1    «2«-8?...«2«-8r-lff28-8»+l  ...028-8m-2  02»-3h-1  «28-3» 
ff2s+il   a2»+12...«2s+lr-l  «2«41r+l  ...<72«-|-lii-2  e729-f ln-1  tf28^1n 


j=l 


-    .o  .«    ,.,1«2»-31  <'2n-32...'»2n-3r— 1  «2i»-3r+1...02H-3n-2fl2»— 3»-l«2»-3t» 
OM  f  2«43r-f  3  •  , 

11  </2n--12-«.fl2n-l»— 1  <l2H-lr-fl...«r2w-ln— 2q2w-lw-l  ^f2»-ln 


^    -IT—     •«2»-!- 


"31 
«61 


^12 
«32 
052 


'♦18 
"33 
«68 


fllH-2 

tflH-1 

«In 

«F3»— 2 

'/3»-l    • 

«3n 

«5»«-2 

06»-l 

a5H 

Cr2«-31  «2S-.88  028-33    • 

028-11  «28-12  «28-18    • 

«2»+ll  «2H-12  «28-fl3    . 

«2M-31  «2fi-32  «2n-d8  > 

«2n-ll  fl2n-12  Ö2h— 13  • 


•    «28-ln— 2  «28-3M-1  «28-3M 

.    «28-ln-2  «2»-l«-l  «28-^1 

.    «28-fln-2  «284-lH-l  «28-l-lM 

.  «2«-8m-2  «2»-8»-l  «2»-8*t 

.  «2fi— 1h-2  «2n— ln-1  «2»-l» 


i  5.  Die  zuletzt  entwickelte  Relation  kann  zur  Herleitung  eini- 
nicht  uninteressanter  Sätze  über  solche  Determinanten  verwendet 
den,  dwen  Elemente  gewisse  goniometrische  Functionen  sind, 
rächten  wir  nämlich  folgendes  Olekhnngs-System 


■«2n-l8in 


(2n— l)7g 
2n+l 

.       2(2»|r-l)« 


+ir2H8in 


2nn 
2n4-l 


-h. 


.     2.2nji; 


.    2(2n— IW  ,  .     2.2ngjr 


.    (2«— l)(2n— l)7r  ,  .    (2*— l)2n7r       , 


.    (2n— l)2n7r  ,  .    2h.2n7t  , 
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2qtit       2(2n  — g+1)«« 


2n+l' 


2n  +  l 


=  2tn^ 


(2*  — 1)^      {2n  —  t+l)(28  —  l)n 


2n+l 


2n  +  l 


«  (2«  — 1)« 


ist    Ans  diesen  beiden  Gleichungen  gehen  aber  ans  trigonometrischen 
Gründen  sofort  wieder  die  beiden  folgenden  hervor: 

.     2qtn  .    2{2n'-q+l)t7C 

smo    I  1  =—  sin Q    I  \ ' 

2ii+l  2n+l 

.  (28-l)tw         .    (2»-e+l)(2«  — 1)« 

''^-2i^:fr  = '''' ^^1 — - 


.    2qrn       2n+l  ,  -»n+27+r+4 


Bin; 


Sin; 


Bin; 


Sin; 


4» 

2ii+l 

Sn 


sin; 


2n; 

2n+l 

49C 
2,rfl      '*"*2n+l 

6n;  .     127C 

2n+l     ™2H^ 


Sin: 


sm; 


sin; 


6ig 

2n+l 

12ff 

2n+l 

2«+l 


.  (2ö    2);r  .  2(2g— 2)«  r^(2q—2)n 

8m-2n+r  «^^-M:r  «^"-2,^=1"  •• 

.  (25+2)7r  .  2(22+2)^  .  3(2g+2)jr 

«"^-15-r  "^-^r  «"^-2^+r " 


sin. 


2n7F 


™ö; 


4n7r 


2n+l      ""2n+l 


sin; 


6n?g 

2^+1 


27C 

.      4« 

**'°2;.+i 


sin; 


6?g 
2n+l 


sm; 


sm; 


sin; 


4n; 
2n+l 

2H^ 
2n4-l 


.  (2g— 2)«       .  2(2g— 2)» 


sin; 


2g;E 

2^+T 


.  2.2qn 


Sin; 


(25+2)nj  2(2ö+2)7r 


sm 


2nn 
'2^+1 


sm 


4n?g 
2^+1 
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Es  erfüllt  also  das  zuletzt  aufgestellte  System  alle  die  Bedingangen, 
welche  wir  dem  eingangs  betrachteten  allgemeineren  auferlegt  hatten. 

Es  hat  nun  Unferdinger^)  durch  Anwendung  einiger  sinn- 
reicher Kunstgriffe  gezeigt,  dass  dies  letztre  System  eine  sehr  einfache 
Auflösung  zulasse;  nach  ihm  ist 


fl'r  = 


2n+l 


Benützt  man  andrerseits  die  Entwicklungen  von  §.  4.,  so  liefert 
die  Gleichsetzung  zweier  Coefficienten  von  k^q  und  h28-i  nachstehende 
Beziehungen: 


.  2(1—1)»              .  2(r-|-l)n:                   .  2(ti-l)w              .     2n7t 
"'* sm  o    I  ^  ...  sm  o    ,  j—  sm^ 


• ""  2«+l  "*"  2n+l  -  ""*  2n+l  "^"2«+! 

.  4(r— 1)»              .  4(H-1)^                   .  4(n— 1)«              .     4n7t 
.sm  o    I  V"  sm  o    ,  ^~  ...  sin  '     ,  f-  sin; 


2n+l  •*"   2n+l  -  ""^    2n+l  '"*2n+l 

(r— l)jr  .  6(r-f  1)7C  .  6{n— l)w     '        .     &nn 

2M=i""      ™~2HFr       "•''^"2^r      ^^^2;^ 


(r~l)(2g~-2)»  (r+l)(2g-^2)»  (n-^l)(2g-2)»  n(2g^2)7g 
•'"^        2n+l ^^^ 2;?{:i '^°         2ii+i «^^-2;i+r 

(r~l)(2g+2)7g  (r+l)(2g+2)^  .  .^(n^l)(2g+2)«  .  n(2g+2)>g 
•'"'"M-l '''' M-"! "  '""""M-l ^^    2n+l 

.  2(r— l)n«  .  2(H-l)n«  .   2(n~l)ii«  .  n.2nn 

•^"^-M=l~  '^^~2H^  •••«^^-2H=r  «^^^2^=1 


.  2(r— 1)«              .     2r7i;                 .  2(n— 1)7C              .     2n7i 
•8io~H — ri"  810S — TT       •••  wii"ns — rr~  sin^^ 


2n+l  "^"2n+l         "•  "*"   2n+l  °"'2»+l 

.  4(r-— 1)ä  .     4r«  .  4(n— 1)»  .     4»ä 

.  6(r— 1)»  .     6rw  .  6(n— 1)«  .     6n« 

.,_(r-l)(2g-2)«      W2g-2)»      _,_(n-l)(2g-2)«      n(2g-2) » 
•"^        äT+l         ^™    2n+l      •••^"'         2;,+l         *"•    2»+l 
.  (r — ^l)2off  »•2g»  .  (« — l)2<irn  .  n.2qn 

""'-^ht-      '"'2H=r     •"°-2»+r      ^'"2n--fi 

.,_(r-l)(2g4-2)«.,_r(2g4-2)«  (»-l)(2«H-2)«      n(22+2) » 

""^ — 2H=i "^^H^r  •■•'"''— 2.7H — "»-2»+i- 

.  2(r — l)n7B  .    2rn7t  .   2(/i — l)nn  .  n,2nn 

•™-M=r  «™2;i+l        ••"»°    2»+l  '"^2^=1 
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n. 


— ÖH+2t— 3r+8 
.    {28— Dm       27t+l 


Bin 


2n+l 


-.(-1) 


sin; 


sm; 


2n 


sm; 


sin; 


sin; 


2»+l 

271+1 

hn  

2n+l      °'"27r-fi 


sins 


2n+l 

2n+l 
IOtt 


.      3» 

™2;.+i 

9« 


2n+l 
2n+l 


Sin; 


sin- 


.  (2«— 3)«  .  2(2* -3)«  .  3(2»— 3)a 

«*^^;i+r  «^^-2^^^  «^^~2MT  •" 

.  {28+l)n  .  2(2*+1)ju  .  3(2*4-1)» 


.  (2n— 1)«  .  2(2fi-l)»  .  3(2n— 1)» 

8^n-2H:r  «^^"M^r  «^^-2-;+r  - 


sm; 


2n+l 
3» 
«**^2H=4 
59r 


sin; 


27K 


sin; 


2n+l 
6« 

.     10» 
''^2H=1 


sin- 


— 3)ä 


2n+l 
.  (2*--3)n? 

.  (2*-— l)n;       .  2(2*— 1)5 

'*^   2n+l  ®"^    2n+l 

(2*+l)n;  .  2(2*+l)ff 

2i>+l  ^^    2n+l 


sin- 


srn 


.  (2n— l)w       .  2(2n— l)jt 


Diese  beiden  Relationen  dnrch  blosse  Determinantentransforms- 
tionen  herzustellen,  dürfte  mit  bedeutenden  Schwierigkeiten  verbun- 
den sein. 

In  Wor^n  lässt  sich  das  Ergebniss  der  letzten  Betrachtungen 
folgendermasscn  als  Lehrsatz  rosumircn: 

Die  beiden  Ausdrücke 
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.   (r — 1)«  .  (r\-\)it  .  (n-  \)n  nn 

.   3(r-l)«              .  3(r+l);r                   .  3(n— 1)«              .     3nff 
sm— s — n;-  sm-  «-V-.-  ...  sm  -,c — n«-  sm; 


2«+l  '"    2«+l  •"  °'"  2«+l  """2«+! 

(r— 1)«  .  5(r+l)7t  .  5(n— 1)7B  .     5n7C 


.  sm 

.  I 
.  sin 


(2«— 3)(r— 1)«  .  (2«— 3)(r+l)7r        .  (2*— 3)(n— 1)«  .  (2*— 3)n« 

^ ä^i+i 8«^ 2n+l ••  «^ 2H=Ö[ ''^^iFl~ 

(2,+l)(r--l)ir      (2.+l)(r+l)«           (2^+l)(n-l)^      (2.+l)n7r 
^— 2H=i '"" 2n+i ™ 2H=i ''""n^n-fr- 


.   (2n— l)(f— 1)»  .  (2n— l)(H-l)i!        .  (2n— l)(n— l)7r  .  (2n— l)n« 
sm n — TT sm ^ — T-:^ ...  sm s^"nni ^^^ 


2«+l         ""         2»+l  •••""*        2n+l         ""    2n+l 


.   (r — 1)»  .      r»  .  (n — 1)«  .      nn 

sm-^ — TT"  8UI5 — TT  -  Sin-s; — r^r-  8111; 


2«+l  '""2»+l        ••""'2n+l  ■""2»+l 

.   3(r— 1)»  .     3r«  .  3(n— 1)«  .     Sn« 

«™-2H^r      ""2H^    -""^H^T      ""2;r+i 

.   5(r — l)n  brn  .  5(n — l)n  bnn 

.   (2«— 3)(r— 1)«  .  (2»— 3)r»        .  (2»— 3)(n— l)w  .  (2»— 3)n« 

■ «° — 2H=r—  "°  2«+r  -  "°— 2„+i — «"-2;i+r- 

.   (2» -!)(.— l)w  .  (2*— Dr«        .  (2«— l)(n— l)w  .  (2»— l)n« 

«°  — 4-1     ''''""2iiTr' •  ■  '"^"^»+1  -^-2«Tr~ 

(2>+l)(r-l)«      (2«+l)»«            (2»+l)(n-l)«      (2«+l)n»t 
■  «'" M5 «"»    2«+l     -  "^ Mri «'"-"2H=r- 

.   (2n— IXr— 1)«  .  (2n— l)r»        .  (2«— l)(n— 1)«  .  (2n-l)nÄ 
•  «" 2H^i «™-Tn+l-  -  "» 2»+!—  ""-^ii+1 

.     2qrn  .   (2«— l)r» 

''"'2;r+i'     «'"-2M^r 

können  als  Quotienten  zweier  ans  ähnlich  gebildeten 
trigonometrischen  Functionen  zusammengesetzten  De- 
terminanten vom  bezüglich  (n  — l)ten  und  nten  Grade 
dargestellt  werden,  und  zwar  besitzt  dio^ser  Quotient 
die  Eigenschaft  der  unmittelbaren  Transformirbarke  it 
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in  einen  ngliedrigen  Kettenbrueh*).    q,  *,  r  sind  belie- 
bige ganze  positive  Zahlen  <«. 

2)  Unferdinger,   Üeber  die  Auflösung  des  linearen  Systems  von  Glei- 
chungen: 

*■=♦»  mn 

2  «rSin— j-T  «  kn{n  =  1,  2,  .. .  n), 

r=l  «i-f-i 

ArchiT  d.  Math,  n-  Phys.  56.  Band    S.  105. 

S)  Günther,   Beitr&ge  zur  Theorie  der   Ketten brüche ,    ibid.  55.  Baod. 
S,  890. 


Anmerkung.  Die  2  Indices,  welche  die  2n.2n  Elemente  a  unterscheiden, 
Hessen  sich  ans  Mangel  an  Raum  nicht  sichtlich  trennen.  Nichtsdestoweniger 
wird  das  Lesen  keine  Schwierigkeit  haben,  wenn  man  bloss  beachtet,  dass  der 
erste  Index  durch  die  ganze  Horizontalrcihe,  der  zweite  durch  die  ganze  Ver- 
ticalreihe  gleichlautend  hindurchgeht.     (D.  Red.). 
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XIV. 
Zum  Problem  des  dreifach  orthogonalen  Flächensystems. 

FflnAer  Axtikel.    Fortsetning  Ton  K.  III. 
Von 

i?.  Hoppe. 


12.    Fall,  wo  n  linear  in  /s  und  /«,,  aber  ^i  nicht  linear  in  ^  ist. 

Im  vorigen  Artikel  hatten  wir  angenommen,  dass  n  nicht  linear 
in"  fi  nnd  f4  sei.  Setzen  wir  jetzt  zur  Behandlang  des  restirenden 
Falles  # 

wo  Yy  /i,  /2  Fonctioneh  von  w  sind;  dann  nehmen  die  Gl.  (124)  fol- 
j^ende  einfachere  Gestalt  an: 

^i-^Äif*+^«f*i  \  (183) 

Ferner  lassen  sich  nun  die  Integrationen  (123)  (s.  d.  folgenden  Ah- 
kürzungen)  in  Ausführung  bringen^  und  man  findet: 


dl» 


(184) 
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Führt  man  diese  Werte  in  die  GL  (123)  ein  und  setzt  zur  Abkürzung 

Lq  =  cr'8inA+j8'sinaco8A 

L  «  (y2  +  x)Z,o— (^'+7^0/5' cos«)cosA—(7'o'—iSo/J'co8c)8inA 

Ys-Y'+n'  +  Toa'  +  S^ß'sma 

80  kommt:  (1B5) 

^  =  yg^-ysf*— yiVi+yg^/^'co8a+y£o+(fii-f4«)z— ^g^  ^ 
>^8=y8£+yi'+y«V+yÄ^/J'cosor+yZo— ^ 


^«  =  fe  +  fe^'<^osa+Zo 


Dies  verglichen  mit  (183)  giebt  4  Gleichungen,  zwischen  denen  wir 

du 
erst  Ä^  eliminiren  wollen.    Man  erhält  so:  (1B6) 

Oft  vi 

and  nach  Differentiation: 


nnd  nach  Elimination  von  L  und  ^: 
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-(<7-yiD-y/)^+(Ci-y,D,-y,')(l_2^) 

-w-,^^+(|)-(.+g)} 

+  (C-y,I>-y,0  3f,  +  (Ci-y,öl-y80(l  -  Fl) 

A'+yiöi+(Ä»+yii>,-y,')  (»•+^,)-(Ci-y,Z>,-yjO  ('*+^*) 

-(Q-y,A)(»»+^)'  =  0 
Nach  der  letzten  Gleichung  ist  entweder 

»i+g^=  W^   (Function  von  u>  allein)  (187) 

oder 

-Bi+yi^i  =  0;   -B,+yii>,-y,'  =  <?i-y,i>i-y»';    c,-ysA  =  o 

Mnltiplidrt  man  61.  (187)  mit  du  and  integrirt  bei  constantem  w, 
so  kommt: 

gegen  die  Bedingung  von  §.  12.    Es  bleibt  also  nur  der  letztere  Fall 
zu  betrachten,  in  welchem  die  3  übrigen  Gleichungen  sich  reduciren  auf 

^  — yi)+(A-yi?i+yo-y,'  +  «^-y«^i)*»-(<7-y«-D-yi')*** 

+  {^-yA+C-y^-(i^-ygDi-y,')«»}  fi  =  0 

-»-h'i^H-yo-y.'+ti-y»A— (c^.^?— yiO<«-(^-y»A-y»0*h  =  o 
^1  -yA+yo  -y»' + <?i-y»A4-(-48-yö,+yiO»*-(Ci-y,x>i-y,')Mi 

+(j,-yA4-<?-y,ß)|^  =  0 

Die  zweite  lässt  sich  nur  erf&llen  durch 

■B+yi^+ys -» 0;    C-y,i)-y/  =  0;     ^-ysA-y,' =  0 
Infolge  dessen  reduciren  sich  die  übrigen  auf 

T«n  LTII.  17 
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und  geben: 
Jetzt  ist 


Die  dritte  der  Gl.  (186)  lautet  jetzt: 

Z.  =s  0  (189) 


A^yD 

B  =  -y^D^y^ 

C^y^D+yJ 


Ct^ytDt 


und  hiermit  sind  die  übrigen  sänuntUch  erf&llt,  und  dadurch  die  4 
Gl.  (185)  identisch  geworden,  so  dass  sie  sfimmtlich  vertreten  werden 
durch 

|£  +  g5/5'cos«+Xo  «  D+A^+^afH  (IW) 

Aus  der  zweiten  Urgleichung  (121) 

geht  durch  Einsetzung  eines  Spedalwerts  für  v  hervor:  <191) 

Dies  aingeftthrt  gieU« 

Ist  nun  >4q — ^^Yx.  ^^^  constant  null,  so  erhält  man  durch  Ein- 
Setzung  eines  neuen  Specialwerts  fflr  vi 

und  Ae  CUttichung  wird: 
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Ist  hier  der  Coefficient  des  vorletzten  Terms  nicht  constant  noU,  so 
ergiebt  ein  neuer  Specialwert: 

Pifferentiirt  man  die  Gl.  (193)  (195),  so  kommt: 

nnd  nach  Elimination  von  gp^ 

(^8-4^Ä)(jfc^Ji-JiÄ)+((7i+;(7,Ä)(/^4-/iÄ  +  ~)"0 
Dies  wieder  differentürt  giebt: 

und  nach  Addition  Yon  (195): 

Damiach  fuhrt  £e  Aimthme  auf  den  bereits  behandelten  Fall  eines 
in  h  quadratischen  h  znrück;  der  vorletzte  Go^ffieient  in  (194)  mnss 
null  sein.    W&re  nnn  der  letzte  nicht  null,  90  hUtte  man: 

|-J-f/iA+/,j  (196) 

and  nach  Integration: 

k  -  J^+Jh+J^ ^+  Ji~  (197) 

Führt  man  dies  in  (193)  ein,   so  ergiebt  sich  J%  —  0,  nnd  *  ist 

17» 
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wiederum  quadratisch.  Es  bleibt  daher  nur  übrig,  dass  alle  5  Goef- 
ficienten  in  (194)  null  sind.    So  erhält  man  5  Gleichungen: 

^i+F^s  =  (^z^X'     ^»+^4^8  =  0^4  Ix  (198) 

'  (wo  die  Werte  der  G  aus  (194)  zu  entnehmen  sind).  Die  Werte  (123) 
der  A  gestalten  sich  nach  Einführung  der  Werte  (182)  und  (183), 
wenn  man 

-^8  =  (^0-^2)^ 


,8V 


setzt,  folgendermassen: 

8^ 

-'s  =  -{c?i-yA+(yt+y.fi2)-^o }  ^  \  d^) 

^9  =        (l>+f*8-^0)  ^ 

Dies  in  die  vorigen  5  Gleichungen  (198)  eingeführt  giebt: 

(y2f*8  4-yi-^2Mo««^a^ ö^2-^i+(yi-i^2)^2  \      (200) 

(f»2  +  -^8Mo  =  *^3  =  <y3-^l+^8^2 

(f'8+^4)-'o « -^4  ==  gt^-p+jf;!?. 

Igt  nun  ^0  i^cht  constant  null,  so  geben  die  2  letzten  Gieichangen: 

*^8(f*S+i^4)«=^4(f*2  +  i^8) 

und  nach  Integration: 


y  „I    r *=  Function  von  \o 
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also  fii  linear  in  /ii,  gegen  die  Yoraossetzong  des  Paragraphen.  Folg- 
lich ist 

-^0  ===  Ö    oder 

|^  =  «'C08^-D.|5  (201) 

Jetzt  werden  die  61.  (200)  erfüllt  durch  J^=  ./i  =  ...«=  0,  d.  i.  nach 
Einsetzung  der  Werte  für  die  G  durch 

E  =      B+yD^—F{E^+D^)'-'%'' 
E^ «      C~yl>,-Fi(^4+2>,) 

^--^i+yA-i^«(^4+2>2)      )  (202) 

E^^      D^—F^{E^+D^) 
Es-      I>-F,(£4+D,) 

Die  zweite  Urgleichung  ist  jetzt  erfüllt;  es  hat  sich  keine  neue  Be- 
stimmung für  fi  ergeben;  die  einzige  Bestimmung  bleibt  Gl.  (190). 

Führt  man  die  Werte  (183)  (182^  in  die  erste  Urgleichung  (120) 
ein,  so  müssen  die  Goefiicienten  von  (i  und  f4,  so  wie  der  freie  Term 
einzeln  verschwinden,  und  man  erhält  die  3  Gleichungen: 

^i+Yt^^+A+Bxh+C^^+DJc  «  0  ^  (203) 

dk 
Setzt  man  för  JJ,  J3i,  JJg,  ff^  die  Werte  (122),  darin  für  ^    den 

Wert  (191),  in  diesem  wieder  für  -B,  ^i,  ...  die  Werte  (202),  führt 
endlich  die  Werte  (188)  ein,  so  gehen  bei  Anwendung  von  (189)  die 
3  Gleichungen  (203)  über  in 

(*-^5Ä+2  8T^+y)W+^--^^^+^»2)==^ 

d^k 
Der  Factor  gTj+y2  dar^  ^c^t  constant  null  sein,  weil  sonst  k  qua- 
dratisch in  h  wäre;  folglich  ist 
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^^  +  D^D,h+D,j^O  (205) 

Jetzt  bleiben  zur  Bestimmung  von  A:  die  2  Ol.  (191)  (193).  Letztere 
giebt  integrirt: 

*  «  ^o*i;      h  — y*^  (206) 

Ho  =  F,-FsÄ+^  ;      ff,  =  F+FiÄ+i^,  ^ 

Erstere  geht  nach  linfahrang  dieses  Wertes  und  der  Werte  (202) 
(188)  über  in 

wo 

H^  -  Z>F8-i)iF4+>P/+(/),^«-Z)-F,')Ä+(i)»-X»^5)^ 

Ä«  -  ri^-yA+rk+(rA-y.ö-y,')Ä+()so,-r,o.+)^')  Y 

gesetzt  ist.    Dies  differantiirt  nach  h  giebt  Termfige  (206) : 

^^Ho       bwSo^+  Ho^       dh\Ho^Ho^)  (207) 

Ist  nun  der  Coefficient  von  h^  nicht  constant  null,  so  ist  k^  rational 
lA  A.  Das  Integral  (206)  kann  2  rationale  Formen  haben:  ist  H^ 
kein  Quadrat,  so  ist  h  der  Zähler  von  A^,  und  dieser  ist  zweiten 
Grades,  mithin  der  Fall  zu  verwerfen;  ist  hingegen 

^o^i(Ä-^'  (208) 

so  findet  man: 

*i      3  (Ä— JM)»^(Ä— JIO«^Ä— if  +  ^« 
wo 

jPo  —  2jP+2FiJlf+>iAf«;       Fß  —  /^-f  i^^if 

gesetzt  ist,  und  F^  nidit  constant  null  sein  darf,  damit  k  nicht 
quadratisch  in  h  wird.    In  gleicher  Form  lässt  sich  entwickeJa: 

iJo  ""  (Ä— JfeO*"^Ä— Jl/"**"^* 
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H^  "■  (Ä— 3f)«"*"Ä— Jlf  "1"^« 

and  Ol.  (207)  geht  Ober  U 

(Ä— 3f)*"'"3  (Ä—  ^O^'+'Cä— 3f)»'**(Ä---lf)>"*~(Ä--Jf)«"*"Ä---if"^  « 


welche  Oleichnng  nnsbhtngig  von  h  ra  erfBllen  ist,  w  dan  sich  6 
Belationen  Ergeben.    Hierzn  kommt  vermöge  (206): 

Ft  -  M ;        F^  -  JM« 
tutd  man  findet: 

F,'  »  8  ^±^ (n+y4+)'.)'  -  (^^) V,'-(y,lf-y,)' 
wo 

yo  ="  y—yi^+yi-g"*»      y/  =  yo'— /+y$ 

gesetzt  Ut,  die  Gleiohangen  für  die  (?  keine  nene  Beetimmimg  est- 
helten.    Man  kann  non 

yo>  yt»  y«»   ^»  ^o»  ^6 

als  willkürliche  Functionen  von  w  ansehen;  dann  werden 
I>o,  D^,  D^  Du  D,  y,  F„  Fj,  F,  F«,  F„  F4 
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durch  die  gefundenen  Gleichungen  bestimmt,  und  man  hat: 

^  ^  i'f^+n+Fn(h-M)+iF,ih--M)^  (210) 

Die  Gleichung  Dq  =  2M'  zeigt,  dass  h=^  M  eine  Lösung  der  Gi. 
(205)  ist    Das  vollständige  Integral  ist  daher  von  der  Form 

h  ==  ^+:r^  (211) 

unter  uj  eine  Function  von  u  verstanden.    Dies  eingeführt  giebt: 


W(s 


v'oW  A^^o   ^^i^^o^     ^t^o^     _^Q 


1*1+ «?!         K  +  M?i)*        Wi+M?i    ""«i  +  W?!    •"2(tti  +  Wi)* 

woraus: 

und  nach  Integration: 

wo  c  »»  1  gesetzt  werden  kann.    Führt  man  den  Wert  (209)  für  D^ 
ein,  SQ  kommt: 


Die  Bestimmungen  von  Jl  und  jü,  enthalten  in  (201)  und  (190),  sind 
ganz  ebenso  wie  in  §.  6.  GL  (85)  und  (88)  *),  welche  nach  Substitu- 
tion von  —D,  />i,  — 2>2  bzhw.  für  ^2,^1,^  in  die  gegenwärtigen 
Gleichungen  übergehen. 

Die  vorstehende  Lösung  ergab  sich,  wenn  A^  —  E^k^  nicht  con- 

stant  null  sein  sollte.  Dieser  Bedingung  widerspricht  auch  ^  =  0 
nicht,  weil  E^  ganz  unbestimmt  bleibt.    Sei  jetzt 

^=^,g5     oder     g^  =  P'cosa-|.^,|5  (212) 

Ist  alsdann    Arf—E^'J[  nicht  constant  null,  so  erhält  man  durch 

Einsetzung  eines  Specialwerts  für  r  in  (192)  die  Gl.  (195),  und  GL 
(192)  geht  über  in 


*)  Gl.  (88)  ist  in  den  beiden  letzten  Termen  auf  Seite  257.  nach  Seite  ^66. 
za  berichtigen. 
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W2lre  der  CoefiGcient  des  letzten  Terms  nicht  constant  nall,  so  wäre 

8k 

gr  quadratische,  also  k  kubische  ganze  Function  von  k,  nach  deren 

Einsetzung  in  (193)  sich  jedoch  zeigt,  dass  der  Coeffident  von  %' 
nnll  sein  mnss.  Es  bleibt  daher  nur  ttbiig,  dass  alle  4  Coefßcienten 
▼erschvinden,  und  man  hat: 

jl^-\-Gyt,^(E+OE^^£ 


^+(?,^  =  (£5+(?8fi)g^ 


Jetzt  ist 


Ftlhrt  man  also  die  Werte  (199)  fflr  ^4,  ^s,...  ein,  so  ergiebt  sich: 

E  -\-G  (E^-Bi)-B-\-%'-yDi  =  (2>, +^4)  {(/+<?)  14 -yiF«l 
■Bi+Gi(^-X>i)-  C+yZ),  =  (2>s,+£i){r+G=if»«+r*»»8} 
ii+G,(^-2>i)+C'i-yi2>«  ■=  (D»+Ei){-n  +  (G,-Y»)H\ 
B5+Ö8(ii-2>,)-D  =.  (2>,+£4)(ff8f»,+»*,) 

Wäre  nun  nicht  Df\-E^  constant  null,  so  wäre  nach  der  letzten 
Gleichung  1*3  linear  in  ftg,  also,  trie  im  vorigen  Falle  gezeigt,  ft^  linear 
in  ft.    Andernfalls  sind  die  4  linken  Seiten  null,  und  man  hat: 

.E+G  {E^-D^+y^D  -y  D^+y'  +y,'+%'  -  0 
£,  +  e,(£3-2>0  +  y  D^—y^  -y^'  =  0 

^+<?»(^-^i)+y»^i-yA+y.'  =  o  >     (213) 

£6+Grg(£,— l>i)-D  =  0 
Ei-\-Di  =  0 

XMfferentürt  man  61.  (191)  nach  h.  Gl.  (195)  nach  tc,  und  äliminirt 
äi^'    SÄ?;;'   so  erhält  man: 
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G>:^G,'h+G,'^  +  Cf,'^  (214) 

Gl.  (195)  smzeln  differentiirt  and  integrirt  giebt  bzhw.: 
-(<?,+A)^  =  (?,  +  ö^ 


dh  (315) 


Wäre  letzterer  Ansdmck  rational,  so  wäre  h  quadratisch  in  A,  folg- 
lich muss  er  einen  Logarithmus  enthalten,  and  Gl.  (214)  kann  nur 
erfüllt  werden,  wenn  der  CoefCcient  von  A,  nach  Bedaction  des  Diffe- 
rentialquotienten, verschwindet.    Dies  giebt: 

Es+^^h+ ^^ «?a+A)£4  =  0    oder 

woraus: 

E^  -  0;      JBß  -  Ö^,'  -  E^G^  (216) 

Hiemach  reducirt  sich  Gl.  (214)  anf 

E'^BtG^+E^G+G^(0^''-E^Gi)^Q' 

woraus  nmächst: 

^+^^f+<?s'  =  0  (217) 

infolge  dessen  zweitens: 

integrirt: 

ö^i-ö^fG^s+^  (218) 

und  infolge  dessen  drittens: 

E-^E^G^+E^G+(G^Gi+c)(Gi''^E^G^)'^G'  =0       (219J 

Führt  man  die  aus  (216)  (217)  (219)  (218)  fliessenden  Warte  t(» 
E^,  E^,  E^,  JE7,  G^  in  die  Gl.  (213)  in  der  Reihenfolge  5,  d,  i,  3,  1 
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ein,  berücksichtigt  jedesmal  die  neugefandenen  Werte,  n&nlich  toii 
D^  D^^  Dj  £|,  und  setzt 

80  erhält  man: 

^4-(e,ö,+c)K,  =  y,G,'+yi'-(<?,Ö4+c)|*^ 

Es  bleiben  demnach  willkürlich 

O9,  ^31  0^4»  y>  yii  ^ 

wenn  wir  die  letzte  Gleichung  durch  79  erfüllen  lassen.    Jetzt  gehen 
die  Gl.  (212)  (190)  über  in 

g;;  =  ^'co8«i    ä^+sJ  g;;+i^  =  l>+2>x.« 

Entere  giebt  int^grirt: 

X  =  »i+tt?i;    öwi  =  cosa9/9;    tr^  Function  von  »        (220) 
Infolge  dessen  wird  letztere: 

+i3'wii«coe(iii+«^i)  —  0 
und  nach  Integration: 

0^4 (^--  ö^s)  =  ^i—  W'cosf?!—  Wi sinri  (221) 

^ ^  ,  ,       ^    ,  .     «  .       V       ^  3.sinaBintri 

air  =  (^^(smwjaa+tgaasintöi)  —  Ö4 ^^^^ — * 

-.    ,        -.                     S.sinttcostTi 
3Wi  — (74(coswiS«4-tgaaco8Wi)  «  G4, ^^ — * 

Die  erste  Urgleichnng  eerftfit,  wie  Torher  in  die  Gl.  (203), 
welche  auch  bei  Einsetzung  der  neuen  Werte  für  die  2^  und  E  in 
die  GL  (20i)  übergehen.    Daher  ist 

|+(3^±^*l*.0     oder    i(^*+^^^-.0        . 

integrirt: 

Ä«^-ö,  (222) 


u 
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Führt  man  die  Integration  (215)  aus,  so  kommt: 

also  nach  EinfiElhmng  des  Wertes  (222)  von  h: 

fc = e  — 2~  r»  +  Gpj  -  ''^»-  ö:  ^<>«^ 

Durch  Differentiation  findet  man: 

Alle  übrigen  Grössen  sind  in  den  gefundenen  bereits  entwickelt 
dargestellt. 

Wir  haben  drittens  den  Fall  zu  untersuchen,  wo 

-^7-^3^  =  0;    .^8-^4^  =  0  (223) 

dagegen  der  Coefficient  des  letzten  Terms  in  (194)  nicht  constant 
null  ist.  Hier  erhält  man  sogleich  die  Gl.  (196)  (197)  und  nach  Ein- 
führung des  Wertes  von  h  in  (191): 

Da  J^  nicht  null  sein  darf,  so  ist  zunächst 

F4  =  0  (224^ 

demnach  weiter 

j*  es  E'^-^-Ej^J^ 

J^  =  E^ — E^J^-^-Ef^J^ 

J2  ■=■  —  2  £3  J) 

Ferner  wird  jetzt  mit  Anwendung  von  (223)  (224)  nach  (123) 
^3  =  0 

folglich 
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Vermöge  dieser  Werte  gestalten  sich  die  Aosdrflcke  (199)  folgender- 
massen: 

du  dn 

und  die  zweite  Urgleichong  (121)  wird 

-(Ay.+y»')  |*+2>a(jo-^i|*  -  Ji^-\-D(j-\-J^h^jJ^ 
woraus: 

Ji+2DtJ2^0 

Hier  können  D^  D^^  y^  y«,  739  ^5  willkürlich  sein,  dann  kann  man 
die  Gleichungen  von  der  letzten 'anfangend  successive  erfüllen  durch 

Nach  Einsetzung  der  gefundenen  Werte  gehen  die  Gl.  (2QB) 
wieder  in  die  Gl^  (204)  flher,  nur  dass  zur  Rechten  der  ersten  der 
Term 


hinzukommt,  welcher  infolge  der  beiden  andern  null  sein  muss.  Dies 

ist  nur  möglich 

für 

l>i  =  0 

Man  hat  also: 

■5--{-D  =  0;    y,  =  c  —  const 

Setzt  man 

/>  =  — ifo' 

80  wird 

.Ä  =  t.o+«.o                                     (226) 
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Ferner  ist  jetzt 

Jq  =  — /y8  8«'--^2«'0-f  ^V  — ß  V 

daher  nach  Einftihrung  in  (197) 

(226) 

femer  wegen  ^  =  0;  ^3  —  i> 


dtü 


ö-  ««  fi'cosop 

otr        ^ 


g£4-5^ß'co8«+«'8inA+/3'sm«co8il  —  i>  =  — Vo' 

Erstere  Gleichung  giebt  integrirt: 

A  =  t>i +M'j ;    cHrj  =  cos  «0/3  (227) 

infolge  dessen  letztere: 

^  z=z  v^  —  wq —  fFcost?! —  TTiSinoi  (228) 

wo 

T.r        r/  Q         •         •      QÄx         /^8(co8tg^8ina) 

%J  cos« 

gesetzt  ist. 

13.    Fall,  wo  n  und  /u^  linear  in  /«  sind. 

Ist  ff^  linear  in  \i^  so  ist  fi  von  der  Form 

fi  =  ^cosX  +  djSinA+d,  (229) 

und  n  hat  dieselbe  Form 

n  «.  €(acosA+d,sinA)+fg-  (230) 

wo  ^,  d^,  ^a,  £,  ^s  Functionen  von  v?  sind.    Hier  wird 

äi  •  ei  —  *.    . 
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daher 

i^«/S;,+fC08A-,    T^TQ+tHinX  (231) 

Nach  Einführung  dieser  Werte  in  (123)  erhalten  sämmtliche  ji  die- 
selbe Form;  znn&chst  ist 

-ii  =  ÄjC0si+r88ini+Ä 

^,  =  Äico8X+2i8ini+ff'       ^  ^      ^ 

wo  die  GoefiQcienten  sich  sncceBsive  bestimmen  durch 

jd    —  d'  +  ^i/^'cosa+jJ'ßin« 
^1   —  ^j'  —  ^/?' cos  a+a' 
i^   —  So—^ß-simt-^-Tf^ß^costt 
T^  =  To'  — xa'— /Sö/5'cosa 

E  «iSgd+Tgai— To«'— fii,/J'sina+f'^8— «/ 

Deangem&ss  nimmt  auch  die  erste  Urgleichung  (120)  die  Form  an: 
Äcosil+ÄisinX+Äj  =  0 

woraus: 

Ä«0;    Äi  =  0-,     Äj  =  0 

das  ist: 

H+fli^,+^,«o+fls««+*V+^^'+ÄÄ+Ä,  =  0     (233) 

Vermöge  der  beiden  ersten  Oleichungon  wflrde  k  quadratisch  in  h 
sein  9  wenn  nicht  die  Coefficienten  der  homologen  4  letzten  Terme 
proportional  Sidj^  wären:    Sei  also 
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dann  fallen  beide  Gleichungen  in  die  neue  zusammen: 

ffi+H^S^-^-Hf^s+kw^  +  2"  "^s+^^A+^s  =•  0  (234) 

und  die  61.  (232)  reduciren  sich  auf 

■^=W^8(f*  — ^2)  +  «';        ^S  =  tt»2(l*— ^«)+V 

woraus  dann  weiter: 

A4,  =  (Ä— X'— W3do+«^2«2)g^  +  Mt--«^o)-'8 
*\ 
^5  =  («'— V»)g^  +  (f2— «^2)^8 

dfi 

-^6  ■"  —  ^**  8/  —  ^■^ö 

Die  zweite  Urgleichung  (121)  hat  jetzt  die  Form: 

woraus: 

1^==  «F+I^«F,  (236) 

und  zwar  unabhängig  von  ^,  oder  es  ist  zugleich 

-^8  «  ^^  (237) 

Die  entwickelten  Werte  sind: 
?^  ==  Ä  -  x' —IT,  1^8+ wg  fj  -  e'^,+ f'Äi  -  ^V«^2H-(*2'— w^)  I 

wo  zur  Abkürzung 

K  =  *2+*»    «^1  *■  ^0 — 4V 

gesetzt  ist.    Setzt  man  nach  deren  Einführung  in  (236)  den  darans 

dk 
erhaltenen  Wert  von  ^    nebst  seiner   Ableitung  in   die   Gl.  (233) 

(234),  so  lassen  sich  diese  in  folgender  Anordnung  schreiben: 
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Beide  werden  allein  befriedigt  durch 

|~ -"•2Äi+^K-iV)  =  0  (238) 

denn  jeder  der  2  Coefficienten  dieses  Factors  null  gesetzt  würde  ein 
in  h  quadratisches  k  ergeben.    Setzt  man  zur  Integration 

indem ^an  0  als  willkürliche  Function  von  w  ansieht,  und  die  Glei- 
chung durch  ^,  tri  oder  W2  erfüllt,  so  ist  das  vollständige  Integral 
von  (238): 

wo  Uq  willkürliche  Function  von  t*,  und 

log<Jo=-/(tr2+^<j)aw;    WQ^  —  if^a^dtc  (240) 

ist  Die  Function  Je  wird  allein  durch  die  Gl.  (236)  bestimmt,  welche 
die  Form  hat: 


und  zwar  ist 


■^1  ==  «'+^%;    -^2  ===  —  «<^a— ^f ;    -^8  =  —  V— ^'«-i 
Nach  (238)  aber  hat  man: 

^    ,      ,    ,  ^ V       Sä 

daher  kann  man  die  Gleichung  auch  schreiben: 

(g^) (uconst.)  =  {iV2+^h^)h+^o+^ih+^i  Y        ^^^^ 
Femer  ist  nach  (240) 

tr2+^tf  =  -^;     ^tfo  =  — 2tro' 
folglich  nach  (239) 

Teil  LVn.  18 
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und,  bei  constaatem  u  integrirt, 
Demnach  giebt  die  Integration  von  (241): 

oder  entwickelt: 


wo 


•du) 


^   _  /^2^oWo+»i(2fftro+tfo)+^g(tf«-o+<yo)ffg^^ 

Znr  Bestimmung  Ton  l  hat  mau  nach  (287): 

g-  «=  /J'cosc4-^( — ^BinÄ+^jCOsA) 
oder  in  rationaler  Form  geschrieben: 

2-g^  =  jJ'co8«H-*«i  — 2*«tg2+(/J'co8«— *«i)tÄ«| 

Znr  Integration  setze  man: 

g--  =»  /5'cosa-{-^(— ÄsinT+ÄjCOST) 

betrachte  r  als  willkürliche  Function  von  w^  und  erfülle  die  Gleichiing 
durch  d,  ^1,  «&,  ß  oder  o;  dann  ist  das  ToUständige  Integral: 

wo  t^o  willkürliche  Function  von  t?,  und 
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«^0  ^  —  ifToieOBadß—^^ij^dto) 

ist    Hiennit  sind  die  gesuchten  Functionen  sftnuntlieh  in  entwickelter 
Form  bestimmt. 

Es  bleibt  noch  der  Fall  zu  untersuchen,  wo  Gl.  (235)  durch 

erfüllt  wird,  also  X  unbestimmt  bleibt.    Zur  Abkürzung  sei 
dann  wird  k  durch  die  2  Gleichungen  bestimmt: 

dh 
Letztere  lässt  sich  schreiben: 

und  giebt  integrirt: 

k—Bh^  +  z^       _ 

-TT~i =="  Function  von  w 

Der  betrachtete  Fall  entspricht  also  nur  einem  in  h  quadratischen  k. 


Um  die  Ergebnisse  zusammenzustellen,  so  hat  sich  die  Aufgabe, 
sftmmüiche  dreifach  orthogonale  Flächensysteme  zn  finden,  deren  eine 
Schar  zu  einem  ebenen  System  von  Geraden  und  parallelen  Trajec- 
torien  gehört,  in  folgende  Fälle  geteilt 

I.  Ist  k  quadratische  Function  von  ^,  so  werden  nach  einander 
11^  h^  n  durch  je  eine  Differentialgleichung  bestimmt,  während  h  sich 
entwickelt  darstellt  (s.  §.  6.).  Für  unveränderte  Lage  des  Systems 
der  x^VxH  im  Baume  ist  in  §.  7.  die  vollständige  Lösung  gegeben. 

n.  Ist  n  nicht  linear  in  i».^^i^  und  ist  k  kubische  Function  von 
h^  so  ergiebt  sich  in  §.  10.  die  entwickelte  allgemeine  Lösung. 

in.  Ist  n  nicht  linear  in  fi,  ^il^^  und  ist  k  nicht  quadratisch 
oder  kubisch  in  ^  so  lassen  sich  k  und  h  entwickelt  in  »darstellen; 

18» 
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dagegen  sind  X,  fi,  9e  durch  je  eine  partielle  Differentialgleidumg 
bestimmt,  deren  Lösung  ni^cht  gefanden  ist;  für  den  besondem  Fall 
Dj  ==  0  ist  dieselbe  in  §.  11.  entwickelt.  Die  Gleichungen  fftr  A,  ^ 
n  stimmen  mit  denen  im  Fall  I.  bis  auf  einen  Punkt,  in  welchem 
sie  specieller  sind,  ttberein. 

lY.  Ist  7t  linear  in  fi,  fii,  aber  fi^  nicht  linear  in  fi,  so  teilt 
sich  die  Untersuchung  wieder,  je  nachdem  von  2  Relationen  zwischen 
den  von  v  abhängigen  Coefficienten  der  zweiten  Urgleichnng  keine, 
eine  oder  beide  bestehen:  im  ersten  Falle  bestimmen  sich  fi  and  1 
wie  in  I.,  in  den  übrigen  werden  diese,  und  in  allen  3  Fällen 
h  und  k  vollständig  entwickelt  (s.  §.  12.). 

y.  Sind  (n^i  und  n  linear  in  jü,  so  ergiebt  sich  in  §.  13.  eine 
entwickelte  Lösung. 


Digitized  by 


Google 


Günther:  Die  KüstenerUwickdung^  ein  malhematUcher  Beitrag  etc.     277 


XV. 

Die  Kfistenentwlckelung,  ein  mathematischer  Beitrag 
zur  vergleichenden  Erdkunde. 

Von 
Stegmund  Günther. 


§.  1.  Der  Begriff  der  Küstenentwickelung  wurde  mit  Bewusst- 
sein  zuerst  von  Carl  Kitter  in  die  geographische  Wissenschaft  ein- 
geführt. Derselbe  hat,  wie  P  es  che!  ^)  anmerkt,  „viel  Gewicht  darauf 
gelegt,  die  grössere  oder  geringere  Gliederung  der  Festlande  dadurch 
zu  bestimmen,  dass  er  ihre  Ettstcnausdehnung  mit  ihrem  Länderraum 
verglich,  ...  um  die  Verschiedenheit  der  Gestaltungen  fühlbar  zu 
machen  und  um  zu  zeigen,  wie  eine  höhere  Gliederung  der  Festlande 
günstig,  eine  geringere  ungünstig  auf  die  Entwickelung  ihrer  Be- 
wohner gewirkt  hat."  Sein  hierauf  gebautes  System  bezeichnete 
Bitter  als  „vergleichende  Geographie",  und  wenn  auch  die  neuere 
Wissenschaft  mit  letztrem  Titel  ein  etwas  abweichendes  Wissens- 
gebiet, nämlich  die  Lehre  von  den  durch  die  Naturkräfte  bedingten 
Gestaltänderungen  der  Erdoberfläche,  bezeichnet,  so  glaubten  wir 
doch  hier  an  der  ursprünglichen  Bedeutung  des  Wortes  festhalten 
za  sollen. 

Ritt  er 's  Anschauung  lässt  sich  am  besten  durch  die  Worte 
charakterisiren,  mit  welchen  er  in  seinem  geographischen  Haupt- 
werke^) die  Topographie  von  Afrika  beginnt.  „Da  nun  in  Afrika, 
als  feste  Form,  dem  Continente  (xar'  i^o^^v),  auch  gleichermassen 
in  der  Eüstenbegrenzung  die  einfachste  Form  liegt,  wie  in  der  gleich- 
mfissigen  Verteilung  des  Hoch-  und  Platt-Landes  und  in  der  geringem 
Ungleichartigkeit  ihrer  Oberflächen,  und  darum  auch,  nach  allen  übri- 
gen Eichtungen  hin,  dieselbe  Einförmigkeit  in  der  Natur  bedingt  ist: 
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80  eröffnet  dieser  Erdteil  mit  Recht  die  Reihe  der  Betrachtungen, 
welche  der  Individualität  der  Erdteile  gewidmet  ist/^  In  diesem  Satze 
ist  bereits  implicite  die  Wahrheit  enthalten,  dass  zur  genauen  Eennt- 
niss  der  Continentalgliederung  die  blosse  Zahl 

L 

unter  L  die  Küstenlänge,  unter  F  den  Flächeninhalt  verstanden,  nicht 
hinreiche,  insofern  dieselbe  bei  den  verschiedensten  Formen  gleich- 
wohl den  nämlichen  Wert  annehmen  kann.  Indes  ist  Ritter  über 
diese  primitive  Bestimmungsweise  nicht  hinausgegangen. 

1)  Peschel,  Neue  Probleme  der  Tergleichenden  Erdkunde,  Lreipzig 
1870.  S.  2. 

2)  C.  Ritter,  Die  Erdkunde  im  Verh&ltDiss  zur  Natur  und  zur  Geschichte 
des  Menschen,  oder  allgemeine,  vergleichende  Geographie,  l.  Theil,  I.  Buch, 
Berlin   1822.  S.  12. 

§.  2.  Erst  lange  Zeit  nachher  begann  man  das  völlig  Unzu- 
reichende der  Ritter' sehen  Yerhältnisszahl  zu  erkennen.  Der  erste 
Angriff  auf  dieselbe  rührt  von  Keber  her,  welcher  zwei  wichtige 
Gegengründe  geltend  machte '),  einen  rein  mathematisch-logisdien  und 
einen  mehr  sachlichen.  Er  wies  darauf  hin,  dass  es  unmöglich  sei, 
lineare  mit  Flächen -Grössen  zu  vergleichen,  ging  jedoch  nodi 
weiter  und  wies  nach,  dass  auch  der  allenfallsige  aus  dem  früheren 
Berechnungsmodus  resultirende  Nutzen  dadurch  völlig  illusorisch  werde, 
dass  eben  eine  geometrische  Figur  durch  Inhalt  und  Umfang  noch 
nicht  vöUig  bestimmt  sei.  Ohne  vorerst  eine  Verbesserung  vorzu- 
schlagen, begnügte  er  sich  damit,  die  Unhaltbarkeit  des  Bestehenden 
dargetan  zu  haben,  forderte  jedoch  zu  Yerbessernngsvorschlägen  auf. 

Diesem  Vorschlage  kamen  bald  verschiedene  Gelehrte  nach.  Be- 
sonders acceptabel  erscheint  die  Idee  von  Bothe^),  dem  Rilter- 
schen  Quotienten  den  folgenden 

L 

Vf 

zu  substituiren.  Zur  besseren  Vergleichung  beider  Methoden  hat 
H.  J.  Klein*)  eine  Tafel  gegeben,  deren  erste  Columne  nach'Rit- 
ter,  die  zweite  nach  Bothe  berechnet  ist.  Man  hat  so  eine  Meile 
Küstenentwickelung  bei 


Meilen. 


Europa            auf 

37; 

10,750, 

Asien  "              „ 

105; 

8,555, 

Afrika     ^         „ 

163; 

4,816, 

Nord-Amerika   „ 

50; 

10,423, 

Süd-Amerika     „ 

94; 

6,001, 

Australien         „ 

78; 

5,114 
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Der  Anblick  dieser  Zusammenstellang  lehrt,  dass  die  zweite 
Golonme  bei  weitem  befriedigendere  Besultate  ergiebt,  als  die  erste. 
Wenn  aber  auch  durch  Botbe's  Festsetzung  der  erste  von  den  Ein- 
würfen K  eher 's  beseitigt  ist,  so  besteht  doch  der  andre  in  unge- 
schwächter Kraft  fort,  und  wenn  der  Erfinder  (a.  a.  0.)  sagt:  „Mit 
der  Einführung  dieses  Quotienten  in  die  Geographie  wären  alle  die 
Schwierigkeiten  besiegt,  auf  welche  Dr.  Keber  hindeutet;  jeder  so 
erhaltene  Wert  stellt  die  Grenz-,  resp.  Kttsten-Entwickelung  als  eine 
wahrhaft  wissenschaftliche ,  für  alle  Masssysteme  gültige  Zahl  dar'% 
so  stehen  dem  noch  grosse  Bedenken  entgegen,  wie  weiter  unten  aus- 
führlich gezeigt  werden  soll. 

Mit  Bothe's  Vorschlägen  kommen  diejenigen  zweier  andrer 
Mathematiker  nahe  überein.  Nach  Schumann^  soll  man,  die 
Küstenentwickelung  als  das  Verhältniss  der  Eüstenlänge  eines  Landes 
zu  dem  Umfang  eines  Kreises  Ton  gleichem  Flächeninhalt  auffassen, 
so  dass  hiemach  die  Küstenentwickelung 

sein  würde.  Diese  Anschauung  von  der  Sache  ist  bereits  früher  von 
Klöden^)  mit  den  Worten  ausgesprochen  worden:  „Ein  Kreis, 
welcher  denselben  Flächeninhalt  wie  eins  der  Continente  hat,  wfLrde 
den  kleinsten  möglichen  Umfang  für  dasselbe  Areal  abgeben.^'  Beiläufig 
sei  bemerkt,  dass  der  nämliche  Gelehrte  ^)  noch  eine  andre  Auffassung 
von  der  Lösung  unsres  Problemes  hatte;  er  meint  nämlich,  das  Areal- 
verhältniss  der  Glieder  (Halbinseln  und  Landzungen)  eines  Continents 
zum  letztren  selbst  könne  ebenfalls  als  Mass  der  Küstenentwickelung 
betrachtet  werden.  Dies  ist  an  und  für  sich  nicht  unrichtig,  würde 
aber  zu  einer  genauen  mathematischen  Fixirung  der  Grösse  h  nicht 
ausreichen. 

Schliesslich  wäre  auch  der  Meinung  von  Steinhäuser^)  Er- 
wähnung zu  tun.  „Herr  Steinhauser  schlägt  vor,  die  Küsten- 
undänge  in  Quadrate  zu  verwandeln,  um  ^edurch  homogene  Yer- 
hältnisszahlen  zu  gewinnen,  welche  unter  sich  anstandslos  verglichen 
werden  können/'    Im  zufolge  müsste 

sein.  Wie  man  sieht,  stimmen  Bothe,  Schumann  und  Stein- 
hauser principiell  überein. 

S)  Kleber,  Flft  heninhalt  and  Küstenl&nge:  ein  stehender  MiBsbrauch 
bein  Vergleich  derselben  durch  Zahlen- Angaben,  Pe  t  e  r  m  a  n  n's  geographische 
Mittbeilangen,  Jahrgang  1863.  S.  309. 
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4)  Bot  he,  üeber  die  Beziehungen  zwischen  Flächeninhalt  und  Grenz- 
länge  der  Orenzländer,  ibid.  Jahrg.  1863.  S.  406. 

5)  H.  J.  Klein,  Populäre  astronom.  Encyclopädie,  Berlin  1871.  S.  1S7. 

6)  Bothe,   S.  406. 

7)  Kl 6 den,  Handbuch  der  physischen  Geographie,  Berlin  1859.  S.  73. 

8)  Ibid.  S.  74.       , 

9)  Bothe,    S.  406. 

§.  3.  Dass  die  verschiedenen  2ur  Verbesserung  der  Ritter'schen 
Metho'de  in  Vorschlag  gebrachten  Bestimmungsweisen  sämmtlich  nur 
den  Einen  der  von  Keber  angemerkten  Punkte  berücksichtigen,  hat 
letztrer^^)  in  einer  Erwiederung  energisch  betont  Durch  Zerlegung 
einer  einfachen  geometrischen  Figur  weist  derselbe  nach,  dass,  wenn 
man  nur  dem  Worte  Küstenentwickelung  den  richtigen  geographisch- 
historischen Sinn  unterlegt,  auch  bei  Anwendung  des  Bothe' scheu 
Quotienten  sich  Ungereimtheiten  ergeben  können.  Dem  von  Keber 
gegebenen  Beispiele  möchten  wir  noch  das  nachstehende  anscheinend 
besonders  prägnante  zur  Seite  stellen. 

Construiren  wir  die  durch  die  beiden  Gleichungen 

X  =  2cosg>+2cos!(p, 
y  =  2sin9  —  2sin?(p 

charakterisirte  Hypocyklo'ide,  so  stellt  sich  dieselbe  dar  als  eine  ans 
fünf  congruenten  und  in  Einem  Punkte  zusammenlaufenden  Blättern 
bestehende  Curve,  so  dass  sich  also  offenbar  für  das  von  der  Gurre 
umschlossne  Flächenstück  eine  äusserst  günstige  Küstenentwickelung 
ergebt  Nun  hat  Dur^ge")  die  interessante  Bemerkung  gemacht, 
dass  eine  Ellipse,  welche  die  beiden  Strecken 

bezüglich  zur  grossen  und  kleinen  Axe  hat,  sowohl  an  Flächeninhalt, 
wie  auch  an  Umfang  mit  jener  sternförmigen  Hypocyklo'ide  überein- 
stimmt, und  wir  müssten  sonach  beiden  Figuren  die  nämliche  Küsten- 
entwickelung zuteilen.  Ein  Blick  auf  Fig.  3.  überzeugt  uns  von  der 
gänzlichen  Unbrauchbarkeit  des  Ausdruckes 

L 

VF 
in  diesem  Specialfalle. 

Einen  berichtigenden,  jedoch  die  uns  hier  hauptsächlich  intcr- 
essirende  Frage  ebenfalls  nicht  beachtenden  Zusatz  zur  Schumann- 
Bothc* sehen  Methode  hat  Schnitze*-)  geliefert.    Insofern  nämlich 
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beim  Vorschlage  des  Ersteren  von  einem  Kreise  die  Rede  war,  lag 
stillschweigend  die  Voraussetzung  einer  ebenen  Figur  zu  Grunde; 
Schnitze  führt  die  analoge  Bestimmung  für  die  Kugelfläche  durch 
und  findet  so,  unter  E  den  Oberflächeninhalt  der  ganzen  Erde  ver- 
standen, 

L 


k  = 


:{/,.(>-!)• 


Mit  Recht  wird  bemerkt,  dass  bei  Untersuchung  von  Ländercomplexen, 

F 

oder  gar  von  Erdteilen,  der  Bruch  -^  nicht  als  verschwindend  klein 

betrachtet  werden  dtlrfe.    Indess  betrifi't  dies  nur  eine  untergeordnete 
Correction. 

Dagegen  hat  die  Kritik  von  v.  Prondzynski^^)  den  Nerv  der 
Sache  richtig  getroffen,  insofern  als  derselbe  betont,  dass  aus  der 
blossen  Kenntniss  von  Umfang  und  Inhalt  sich  noch  gar  kein  richti- 
ges Urteil  über  die  Gesammt-Küstenentwickelung  gewinnen  lasse. 
Freilich  urteilt  derselbe  zu  pessimistisch,  da  aus  seiner  Abhandlung 
deutlich  hervorgeht,  wie  er  eine  mathematisch -richtige  Berücksich- 
tigung der  so  sehr  verschiedenen  gestaltlichen  Verhältnisse  eines  Lan- 
des für  unmöglich  halte.  Er  vorlägst  also  die  Bothe'sche  Verhält- 
nisszahl als  solche  ganz  und  gar  und  schlägt  vor  „bei  Zusammen- 
stellungen über  Küstenentvdckelung  gar  nicht  derartige  Angaben  zu 
machen,  sondern  den  Quotienten  für  irgend  ein  bestimmtes  Land, 
etwa  Europa,  auf  Eins  zu  reduciren  und  die  Küstenentwickelunz  aller 
andren  Länder  dann  als  Teile  oder  vielfache  dieser  Einheit  anzugeben." 
Dieser  Vorschlag  ist  an  sich  gewiss  beachtenswert;  wir  werden  aber 
im  Folgenden  zu  zeigen  suchen,  dass  sich  eine  Grösse  ^  derart  finden 
lässt,  um 

mit  allem  Rechte  setzen  zu  können. 

Erwähnt  möge  noch  werden,  dass  Bothe^^)  gegen  Keber's 
zweite  Arbeit  Verwahrung  eingelegt  und  dabei  besonders  hervorgehoben 
hat,  dass  er  seinen  Satz:  „Aehnliche  Figuren  ergeben  dieselbe  Ent- 
wickelungs-Constante"  durchaus  nicht  als  einen  umkehrbaren  habe 
betrachtet  wissen  wollen.  In  der  Tat  ergiebt  sich,  wenn  man  an 
diesen  Ausspruch  die  bekannten  ^^)  Kriterien  der  Umkehrbarkeit  an- 
legt^ sofort  die  Unmöglichkeit  einer  solchen.  Hier  ist  also  Bot  he 
im  üechte,  wenn  er  jedoch  sich  dahin  vernehmen  lässt,  die  Auffindung 
eines  ähnlichen  aber  umkehrbaren  Theoremes  sei  absolut  unmöglich. 
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SO  werden  die  nachstehenden  Zeilen  zur  Widerlegang  dieser  Ansicht 
dienen. 

10)  Dr.  Keber's  Einwand  gegen  Dr.  Bothe's  Vorsehlag,  Peter 
mann*s  geogr.  Mittheil.  Jahrg.   1864.  S.  91. 

11)  Dar^go,  Ueber  eine  besondere  Art  cyclischer  Carven,  Zeitsdir.  ftr 
Math.  u.  Phys.  Jahrg..  1864.  S.  216. 

12)  Dr.  Keber's  Einwand  etc.,  S.  92. 

IS)  Lient.  v.  Prondzynski's  Erörterung  und  Vorschlag,  Ibid.  Jahrg. 
1864.  S.  92. 

14)  Bothe,  Flacheninhalt  und  Qrenelange.  Eine  Erwiederung  auf  erho- 
bene Bedenken,  Ibid.  Jahrg.  1864.  S.  232. 

15)  Günther,  Ueber  einige  Anwendungen  und  Erweiterungen  des  Hin- 
ber' sehen  Theorems,  Archiv  d.  Math.  u.  Phys.,    56.  Band.  S.  26. 

§.  4.  Wir  haben  bereits  im  Vorigen  gesehen,  dass  es  durchaus 
nicht  angeht,  den  Begriff  der  Eüstenentwickelnng  einzig  mit  H^ife 
von  Inhalt  nnd  Umfang  zu  formuliren,  dass  es  vielmehr  sich  als  un- 
abweisbare Notwendigkeit  herausstellt,  auch  die  Verschiedenheit  der 
gestaltlichen  Verhältnisse  mit  in  Rechnung  zu  ziehen.  Wie  aber  kann 
diese  Verschiedenheit  mathematisch  formulirt  werden.  Um  hierfiber 
zur  Klarheit  zu  gelangen,  ist  es  erforderlich,  die  eigentliche  Bedeu- 
tung jenes  Wortes  einer  eingehenden  Analyse  zu  unterziehen« 

Die  Eüstenentwickelnng  ist  um  so  bedeutender,  je  energischere 
Eingriffe  das  Wasser  in  das  Land  gemacht  hat  Offenbar  kommt  also 
nicht  allein  der  Flächeninhalt  des  betrachteten  Landes  in  Betracht, 
sondern  auch  der  Flächeninhalt,  welchen  die  durch  Wasser  erf&liten 
Küsteneinschnitte  zusammen  ergeben.  Da  aber  diese  Wasserzuugeu 
nicht  abgeschlossen  sind,  sondern  mit  dem  Weltmeer  zusammen' 
hängen,  so  muss  irgend  ein  Abschluss  herbeigeführt  werden,  und  um 
diesen  zu  erhalten,  genügt  die  Bemerkung ,  dass  bei  kleiner  werden- 
dem Umfang  die  Küstenentwickelung  zunimmt.  Mit  Rücksicht  auf 
diese  Betrachtungen  stellen  wir  dann  folgendes  fest: 

Um  die  Küstenentwickelung  einer  beliebig  gestalte- 
teten  Figur  zu  erhalten,  beschreibe  man  um  dieselbe 
eine  andere,  deren  Perimeter  aus  geraden  Linien  (be- 
züglich grössten  Kreisen)  zusammengesetzt  ist.  Dies 
geschieht,  indem  man  etwaige  Rückkehrpunkte  einfach 
Verbindet,  ausserdem  aber  alle  diejenigen  Doppeltan- 
genten construirt,  welche  zwischen  den  Berührungs- 
punkten den  Umfang  der  ursprünglichen  Figur  nicht 
schneiden;  durch  diese  Operation  wird  von  diesem  Um- 
fang ein  Teil  (-»/S)  abgeschnitten.  Linien,  die  ins  Innere 
der  Figur  fallen,  werden  nicht  berücksichtigt    Behalten 
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wir  ferner  die  bisherige  Bezeichnongsweise  bei  und 
setzen  noch  Umfang  und  Inhalt  der  umschriebenen  Fi- 
gur bezüglich  gleich  L'  und  i^^  so  ist  jetzt  die  Kosten- 
entwickelung 


Vf  Vf^—f 

Setzt  man  noch  i'  ==»  iti+A,4-...+JU,  unter  X  die  Uferlängen 
der  einzelnen  Buchten  verstanden,  so  kann  man  jetzt  auch  sagen: 
Stimmen  für  zwei  Figuren  L^  F^  F'^  sowie  auch  sÄmmtliche  A  über- 
ein, so  besitzen  dieselben  die  gleiche  Küstenentwickelung.  Hiermit 
ist  die  von  Bothe  (s.  o.  §.  3)  als  ewig  offene  betrachtete  Frage  ein- 
fach erledigt 

So  hat  die  Figur  ABCDIiFG  (Fig.  2.)  in  A  einen  Rückkehr- 
punkt zweiter,  in  B  einen  solchen  erster  Klasse.  Man  zieht  AB^ 
legt  von  B  eine  Tangente  nach  C\  von  C"  eine  solche  nach  E!^  von 
Ff'  ebenso  nach  ff'  und  schliesslich  von  ff'  nach  A.    Alsdann  ist 

Ai  ^  AJ-\-JB,        A,  =  BK'\-KC',        l^  «  ff'D+DEf, 
l^  «  ErF-\'Fff,        Ag  =*  ff'H+HA, 
und  es  folgt 

AJ-^JB-{'BK+KC''\-C"D-\'DE'+If'F'^FG'-\'ff'U^UA 

J^C'C"-\'E'Ef'+&ff' 

*^  •  iF 

AJ+JB+BK+KC'  +  C'D-^DE^-^Bf'F+FG'-^'ff'H'^HA 

+AB-\-BC'-\-C"E!  -\^Ef'ff+  ff'A 

^  -^frzrF 

Hat  die  Figur  gar  keine  einspringenden  Teile,  ist  sie  vielmehr 
nach  allen  Seiten  convex,  so  ist  2^'  =»  £> »«  0,  F*  =>  F^  und  man  findet 

Man  erkennt  jedoch  sofort  die  Wahrheit  der  Tatsache 

bm    .     '        =  1 , 

iF'~F 

und  es  zeigt  sich  also  auch  der  geometrisch  zu  erwartende  Umstand : 

Für  alle  durchaus  convexen  Figuren  ist  der  Bothe- 
8che  Quotient  das  genaue  Mass  der  Küstenentwickelung. 
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§.  5.  Als  einfacher  Beleg  möge  noch  folgendes  dienen:  £s  Bei 
ABC  (Fig.  3.)  ein  gleichschenklig -rechtwinkliges  .Dreieck  mit  der 
Kathete  1;  man  halbire  AB  in  D,  ziehe  AD  und  mache  DE  =  AD-^ 
wird  dann  noch  E  mit  B  verbimden,  so  ist  das  überschlagene  Viereck 
ACEB  entstanden.  Um  die  EUstentwickelung  zu  finden,  muss  noch 
CE  gezogen  werden;  alsdann  ist 

AO+CD-^-DE+EB+BD+DA  AD^DB+BA+CD+DE^EC 
~"  ViAD.CD  '  VlB^—iAD.CD 


{' 


Für  gewöhnlich  wird  man  sich  zur  Bestimmung  der  für  die 
Berechnung  von  k  nötigen  Daten  mit  Vorteil  des  Planimeters  be- 
dienen. Dass  man  mit  Hülfe  eines  solchen  auch  die  erforderlichen 
Längen  bestimmen  kann,  geht  aus  dem  Cr ofton' sehen  Theorem 
hervor.  Legt  man  nämlich  von  einem  willktlrlichen  Punkte  an  eine 
geschlossne  Curve  zwei  den  Winkel  -^  bildende  Tangenten,  so  ist 
bekanntlich 


X  «  2V ff (&— sind') dxdy-^nF, 

und  auch  das  hier  auftretende  Doppelintegral  kann  auf  planimetri- 
schem  Wege  rein  mechanisch  bestimmt  werden.  Hat  man  dagegen 
es  mit  sphärischen  Figuren  zu  tun,  so  wird  man  alles  auf  sphärische 
Dreiecke  reduciren  und  das  Legend re'sche  Theorem  anwenden, 
welches,  wie  Nell^^)  gezeigt  hat,  einer  grössren  Ausdehnung  fähig 
ist,  als'  man  bisher  gewöhnlich  glaubte. 

16)  Neil,  Zur  höheren  Geod&fiie,  Zeitschr.  f.  Math.  a.  Phys.,  19.  Jahrg. 
S.  450. 
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XVI. 

Beweis  eines  Fnndameiitalsatzes  Ton  den  magischen 
Quadraten. 

Von 
Siegmund  Günther., 


§.  1.  Die  vorliegende  Mitteilung  hat  den  Zweck,  zu  der  in  letzter 
Zeit  wenigstens  bei  deutschen  Mathematikern  ziemlich  in  Vergessen- 
heit geratenen  Lehre  Ton  den  magischen  Quadraten  einen  kleinen 
Beitrag  zu  liefern.  Um  über  diejenigen  Punkte,  deren  Erledigung 
hier  angestrebt  wird,  Klarheit  zu  erhalten,  wird  es  sich  empfehlen, 
das  in  diesem  Wissenszweige  bisher  Greleistete  mit  kurzen  Worten 
zu  registriren. 

Unverbürgte  Gerüchte  lassen  die  Lehre  von  den  magischen  Qua- 
draten bei  den  Indem  entstehen;  historische  Documente  für  diesen 
Ursprung  lassen  sich  jedoch  nicht  beibringen.  Einem  in  Deutschland 
wohl  wenig  bekannten  Werke  französischer  Zunge  ^)  entnehmen  wir 
folgende  Notiz:  „M.  de  la  Louböre  en  a  trouv^  la  connaissance  re- 
pandne  dans  l'Inde,  et  surtout  ä  Surate,  ce  qui  rend  assez  probable 
qn'elle  nous  vient  de  ce  pays  aussi  bien  que  notre  Systeme  de  num6- 
ration  ^).  Ohne  die  Richtigkeit  dieser  Angabe  irgend  in  Zweifel  ziehen 
zu  wollen,  dürfen  doch  aus  derselben  weittragende  Schlüsse  nicht 
gezogen  werden;  die  Schriften  der  indischen  mathematischen  Classiker 
enthalten  nichts  hierauf  Bezügliches. 

Der  erste  historisch  constatirte  Schriftsteller  über  diesen  Gegen- 
stand ist  der  Byzantiner  Moschopulos,  wahrscheinlich  im  14.  Jahr- 
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hundert  lebend  ^.  Derselbe  fast  das  magische  Quadrat  bereits  ganz 
in  unsrem  Sinne  auf;  es  sollen,  die  ersten  m^  natürlichen  Zahlen  so 
zu  einem  quadratförmigen  Schema  zusammengestellt  werden,  dass  die 
Summen  aller  horizontalen  und  vertikalen  Beihen  (Zeilen  und  Colon- 
nen)  stets  die  nämliche  Zahl  liefern,  wie  die  Summen  der  beiden 
Diagonalreihen  —  eine  Definition,  die  jede  andre  scheinbar  compli- 
cirtere  in  sich  aufoimmt  und  deshalb  auch  hier  stets  festgehalten 
werden  soll.  Moschopurs  von  Mollweide*)  reproducirte  Eegel 
bezeichnet  einen  bereits  ziemlich  hohen  Grad  von  Sagacität  und  ist 
ein  für  die  Geschichte  der  mittelalterlichen  Mathematik  kostbares 
Denkmal;  sie  beschränkt  sich  übrigens  auf  Quadrate  mit  ungerader 
Wurzel. 

Der  allgemeine  Charakter  der  Wissenschaft  im  scholastäschen 
Mittelalter  lässt  es  nicht  wunderbar  erscheinen,  dass  die  Mystik  sich 
der  neuen  Erfindung  bemächtigte,  und  dass  so  die  magischen  Qua- 
drate als  Amulete  und  dergleichen  eine  ähnliche  Rolle  spielen  muss- 
ten,  wie  das  pythagorische  Stemfünfeck *).  Mollweide ^)  führt 
nach  Kästner  einige  solche  die  Numismatik  mehr  als  die  Mathe- 
matik interessirende  Keliquien  an.  Als  ein  Nachklang  dieser  Periode 
sind  auch  die  Phantasien  der  deutschen  Gelehrten  Agrippa  von 
Nettesheim^)  und  Theophrastus  Paracelsus^)  zu  bezeichnen. 
Von  letztrem  wird  gewöhnlich  nur  die  Schrift  „De  planetarum  sigil- 
lis^'  in  der  uns  hier  interessirenden  Angdegenheit  genannt;  indessen 
wandte  er  dem  Gegenstande  auch  sonst  seine  Teilnahme  zu,  freüich 
in  einer  uns  unverständlichen  Weise.  Es  möge  hier  an  eine  von  sd- 
nem  Biographen  Siber®)  citirte  Stelle®)  erinnert  werden,  welche 
von  dem  medicinischen  Gebrauch  der  Amulete  handelt;  es  heisst  dort: 
„Als  Beispiel  stehe  hier  das  Sigillum  SaturnL  Es  wird  von  üeioeiii, 
puren  Yillacher  Blei  gemacht,  auf  einer  Seite  quadiirt,  und  sm  Qua- 
drat mit  3  multiplicirt  und  in  einer 


2 
7 
6 

9 
5 
1 

4 
3 

1  8 

jeden  Linie  soll  stehen  15^^ 

Von  einem  mehr  wissenschaftlichen  Standtpunkt^  aus  scheint  zu- 
erst der  deutsche  Arithmetiker  Stiefel*^)  die  Lehre  von  den  magi- 
schen Quadraten  behandelt  zu  haben,  und  M.  Cantor^^)  sagt  mit 
Recht,  dass  mehrere  seiner  Betrachtungen  auch  für  einen  Mathe- 
matiker unsrer  Tage  noch  Stoff  genug  zum  Nachdenken  darbieten, 
jedoch  gelang  ihm  ebensowenig  wie  seinem  Landsmann  Adam  Biese^^) 
die  Auffindung  einer  einfachen  Methode  zur  mechanischen  CoBstnicti<m 
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dieser  Gebilde.  Wohl  aber  scbeinen  sich  im  Besitze  eines  solchen 
Yerfabrens  verschiedene  deutsche  Arkhmetiker  ans  der  zweiten  Hftlfte 
des  sechszehnten  Jahrhunderts  befunden  zu  haben.  So  berichtet  uns 
Poppelmayr^^)  von  einem  gewissen  Zacharias  Lochner  ans 
Ingolstadt,  „dass  er  gar  leicht  und  behend  aUerley  magische  Quadrate, 
ja  gar  die  grösste,  zu  deren  jeder  öfters  ein  gantzer  Regalbogen  er- 
fordert wurde,  beschreiben  und  darstellen  kundte^S  ähnliches  wird  uns 
auch  Ton  dem  l^ümberger  Rechenmeister  Peter  Roth  gemeldet ^^). 
Piese  Angaben  scheinen  darauf  hinzudeuten,  dass  jene  Männer  sich 
bereits  im  Besitze  deijenigen  Methode  be£Einden,  welche  den  eigent- 
lichen Vorwurf  dieser  Notiz  bildet  und  durch  deren  Anwendung  die 
vielbewunderte  Geschicklichkeit  jener  Rechenkünstler,  wie  wir  sehen 
werden,  sich  sehr  einfach  erklärt.  Schwenter^^)  fahrt  als  weitre 
Autoren  über  diesen  Gegenstand  noch  Franciscus  Spinola  und 
Georgius  Henischius  an;  er  selbst  erweitert  die  Aufgabe  inso- 
fern, als  er  Zahlenquadrate  construiren  lehrt,  bei  welchen  die  der- 
selben Zeile,  Colonne  oder  Diagonale  angehörigen  Glieder  ein  con- 
stantes  Product  geben.  Zu  diesem  Zwecke  construirt  er  zunächst 
ein  gewöhnliches  magisches  Quadrat  und  ersetzt  jede  beliebige  Zahl 
m  derselben  durch 

unter  a  eine  willkürliche  ganze  positive  Zahl  verstanden. 

Um  jene  Zeit  begann  der  grosse  Keubegründer  der  unbestimmten 
Analytik,  Bachet  de  M^ziriac^®)  sich  mit  diesem  Gegenstande  2U 
beschäftigen;  er  fasste  das  Problem  als  ein  zahlentheoretisches  auf 
und  lehrte  die  Quadrate  mit  unge^der  Wurzel  construiren.  In  diesem 
Sinne  erregte  die  Aufgabe  auch  die  Aufmerksamkeit  des  um  gewisse 
Partien  der  Zahlentheorie  hochverdienten  Faulhaber^^),  dem  auch 
bei  seiner  unverkennbar  ausgesprochnen  mystischen  Richtung  die 
kabbalistische  Verwendung  der  magischen  Quadrate  imponiren  mochte. 
Auch  wirkte  er  wohl  in  diesem'  Punkte  auf  seinen  Freund  und  Schüler 
Remmelin^^)  ein,  von  dem  Ofterdinger  ^^)  bezeugt,  „dass  seine 
Theorie  der  magischen  Quadrate  heute  noch  von  Wert  iBt^^  Bei  dem 
Polyhistor  Athanasius  Kircher  ^)  tritt  die  wissenschaftliche  Seite* 
der  Sache  natürlich  zurück. 

Die  erste  grössere  selbständige  Abhandlung  über  die  magischen 
Quadrate  verdanken  wir  dem  fi*anzösischen  Combinatoriker  Frönicle 
de  Bessy*^).  Derselbe  vertritt,  seiner  wissenschaftlichen  Richtung 
entsprechend,  einen  mehr  combinatorischen  Standpunkt,  giebt  Regeln 
zur  Bildung  der  Quadrate  von  gerader  Wurzel  und  bestimmt  die  An- 
zahl deijenigen  Quadrate,  welche  sich  über  einer  Strecke  von  vier 
Längeneinheiten  errichten  lassen  —  eine  für  die  Theorie,  wie  wir 
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nachher  zeigen  werden,  wichtige  Leistung.  Auch  discutirte  er  solche 
Quadrate,  welche  durch  Wegnahme  äussrer  Keihen  ihren  Charakter 
nicht  verlieren,  von  Montucla^^)  „carr^s  mago-magiques^^  genannt 

Auf  Fr6nicle's  Arbeiten  baute  zunächst  Poignard*^)  weiter, 
dessen  Leistungen  jedoch,  obschon  sie  in  mancher  Hinsicht  eine  Er- 
weiterung des  Fundamentalproblems  darbieten,  für  die  eigentliche 
Theorie  von  geringerem  Belange  sind.  Die  beste  Abhandlung  lieferte 
bald  darauf  der  in  vielen  Beziehungen  bedeutende  Mathematiker  de 
la  Hire^)  und  an  ihn  schliessen  sich  eng  an  seine  Landslente 
Sauveur^ö),  Ons-en  Bray^®)  und  Ballier  des  Ourmes*^).  Der 
erste  dieser  drei  verdient  in  der  Geschichte  unsrer  Specialdisciplin 
auch  deshalb  eine  Stelle,  weil  er  den  Versuch  machte,  die  Aufgabe 
auf  die  Dimensionen  zu  erweitern  und  magische  Würfel  zu  construireiL 
In  Deutschland  sind  aus  jener  Periode  die  Namen  v.  Clausberg**), 
Rohlfs^)  und  Capito^)  zu  nennen,  welche  die  wissenschaftliche 
Seite  des  Gegenstandes  jedoch  nicht  wesentlich  förderten. 

Im  Allgemeinen  lässt  sich  der  für  das  achtzehnte  Jahrhundert 
überhaupt  charakteristische  Zeitgeist  auch  darin  nicht  verkennen,  dass 
man  mit  der  Stellung  des  Problems,  wie  sie  aus  dem  Altertum  über- 
kommen war,  nicht  mehr  sich  zufrieden  zeigte  und  allenthalben  Kün- 
steleien daran  anzubringen  versuchte,  obschon  man  sich  die  Unzu- 
länglichkeit des  bisher  selbst  für  den  einfachsten  Fall  Geleisteten 
nicht  wohl  verhehlen  konnte.  So  wenigstens  glauben  wir  die  Zusätze 
von  Kochanski^^),  Franclin^^j  ^   a.  auffassen  zu  müssen. 

1)  Un  million  de  faits,  etc.,  per  J.  Accard  etc.,  Paris  1850.     S.  91. 

2)  Hntton,  mathematical  and  physical  dictionäry,  London  1795  —  96- 
Vol.  II.     S.  6. 

3)  Mollweide,  De  qnadratis  magicis  commentatio,  Lipsiae  1816.  S.  41  fiD. 
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antichitk  e  nel  medio  evo,  -trad.  de  A.  Sparagna,  Estr.  dell  Ballett,  di 
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6)  Agrippa  y.Nette8heim,de  occnlta  Philosophia  libri  m,  Coloniae 
1533.     II.    S.  22. 

7)Theophra8tas  Paracelsus,  Archidoxis  magicae  libri  YII  im zweiteii 
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8)  Bixner  und  Siber,  Leben  und  Lehrmeinangen  berühmter  Physiker 
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SchlGmilch's  Zeitschr.  f.  Math.  n.  Phys.     2.  Band. 
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u.  s.  w.     Leipzig  1550.    S.  108. 

13)  Doppelmayr,  historische  Nachricht  von  den  Nürubergischen  Mathe- 
oiaticis  und  Kfinstlern.  Nürnberg  1730.     S.  164. 

U)  Ibid.     S.   165. 

15)  Schwentcr,  Deliciae  physico-mathematicae,  Nürnberg  1636.  S.  100  ff. 

16)  Bachet  de  M^airiac,  Problemcs  plaisans  et  d^Iectables,  qui  se  fönt 
par  les  nombres,  Lyon   1613. 

17)  Fftulhaber,  Arithmetischer  cubicossischer  Lustgarten,  mit  neuen  In- 
Ycntionibus  gepflanzt,  Tübingen   1604.     A.  v.  St 

18)  Remmelin,  TtTpayojviaauo^  agi&^taonXtvQot  haec  stnictura  tabu- 
lamm  quadratarum,  Aug.  Vindelic.  1627. 

19)  Ofterdinger,  Beiträge  zur  Geschichte  der  Mathematik  in  Ulm  bis 
zur  Mitte  des  XVII.  Jahrhunderts,  Ulm  1867.     S.  5. 
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Bomae  1665. 
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de  Math,  et  de  Phys.,  par  Mssrs.  de  TAcad.  Roy.  des  Scienc.  Paris  1693. 
S.  428  ff. 

22)  Montucla,  Histoire  des  Mathdmatiques,  Paris  1758.   Tome  I.  S.  348. 

23)  Poignard,  Trait^  des  quarrds  magiques,  Bruxelles   1704. 

24)  De  la  Hire,  Nouvelle  construction  des  quarrds  magiques,  Mdm.  de 
Tacad.  royale,  Annde  1705.     S.  166  und  480  ff. 

25)  Sauveur,  Construction  generale  des  qnarrds  magiques,  Ibid.  Annde 
1710.     S.  124. 

26)  Ons-en-Bray,  Mdthode  facile  pour  faire  tels  quarrdes  magiques  qnc 
Von  Toudra,  Ibid.  Annde  1750. 

27)  Ballier  des  Ourmes,  Memoire  sur  les  carrdes  magiques,  Mdm.  des 
SayaDS  dtrang.,   1763.  IV. 

28)  T.  Clausberg,  Demonstratire  Rechenkunst,  Leipzig  1732,  4.  Teil. 
§.    1505. 

29)  Rohlfs,  Künstliches  Zablcnspiel  oder  gründliche  Anweisung,  wie  die 
sogenannten  magischen  Quadrate  leicht  zu  verfertigen,  Buxtehude,  1742. 

30^  Capito,  Alle  magischen  Quadrattaleln  zu  verfertigen,  d.i.  die  Zahlen 
aller  geraden  und  ungeraden  Quadraten  gründlich  auszurechnen,  leicht  zu  ord- 
nen, und  viele  Millionenmal  eben  so  leicht  zu  verändern,  dass  sie  in  die  Länge. 
Breite  und  übcr's  Creutz  einerlei,  und  die  verlangte  Summe  bringen.  GlÜck- 
stadt  1767. 

31)  Kochanski,  Considerationes  circa  quadrata  et  cubos  magicos,  Acta 
eradit.     Lipsiae   1686,   1690,   1692.     &  391,  S.  329.  S.  490. 

32)  Franclin,  Experiments  and  observations  on  Electricity  made  at 
Philadelphia  and  communicated  in  several  letters  to  Mr.  Collinson  in  London, 
New  edition  of  the  Whole  with  additions,  London  1769.     S.  350. 

§.  2.  Von  neueren  Mathematikern  hat  sich  fast  allein  Moll- 
weide  mit  den  magischen  Quadraten  beschäftigt  und  diesem  Gegen- 
stände (s.  0.)  eine  eigene  Schrift  gewidmet,  welche  das  Verdienst  hat^ 
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die  früher  zerstreut  und  unvermittelt  bingesteliten  Regeln  unter  eintn 
gemeinschaftlichen  Gesichtspunkt  zu  bringen.  Vom  rein  wissenschaft- 
lichen Standpunkte  aus  genügt  demnach  MoUwcide's  Arbeit  allen 
Ansprüchen;  andrerseits  müssen  wir  jedoch  auch  Müller's^)  Aus- 
spruch als  gerechtfertigt  anerkennen,  dass  dieselbe  „iü  Beziehung  auf 
leichte  und  einfache  Darstellung  der  Zauberquadrate  mancher  Zusätze 
bedarf ".  Von  sonstigen  Bemühungen  deutscher  Mathematiker  haben 
wir  anscheinend  nur  noch  die  voluminöse  Schrift  von  Hugcl**)  zu 
verzeichnen,  welche  allerdings  einige  neue  Darstellungswcisen  lehrt, 
für  unsren  Zweck  jedoch  nicht  weiter  in  Betracht  kommt.  Dagegen 
ist  als  ein  wesentlicher  Fortschritt  die  Abhandlung  von  v.  Pessl  zn 
bezeichnen  *^) ,  welche  das  magische  Quadrat  allgemeiner  als  magi- 
schen Cylindcr  auffasst  und  die  Lehre  von  diesen  Gebilden  in  eine 
Verbindung  mit  jener  Disciplin  zu  setzen  sucht,  welche  wir  g^en- 
wärtig  als  Analysis  situs  zu  bezeichnen  pflegen. 

Den  rein  arithmetischen  Teil  der  Frage  hat  in  neuester  Zeit 
W.  Thompson'^)  wesentlich  gefördert,  indem  er  eine  Methode  an- 
gab aus  einem  gegebenen  magischen  Quadrat  von  n*  Zellen  ein  an- 
deres von  {pn)^  Zellen  herzuleiten,  unter  p  eine  willkürliche  ganze 
Zahl  verstanden.  Besitzen  wir  eine  Methode,  jedes  Quadrat  mit  un- 
gerader Wurzel  ohne  weiteres  zu  bilden,  so  sind  wir  durch  Thomp- 
son's  Regel  in  den  Stand  gesetzt,  auch  jedes  beliebige  andre  Quadrat 
zu  bilden,  indem  jede  Zahl  in  Primfactoren  zerlegbar  und  jede  Prim- 
zahl, ausgenommen  2,  zugleich  eine  ungerade  Zahl  ist.  Nur  das 
Quadrat  von  16  Zellen  macht  eine  Ausnahme,  indem  es,  wie  leicht 
zu  sehen,  ein  Quadrat  von  4  Zellen  nicht  giebt;  indessen  ist  die 
wissenschaftliche  Discussion  gerade  dieses  Quadrates  bereits  von  Fre- 
nicle  (s.  o.  §.  1.)  zum  Abschlüsse  gebracht  worden. 

Die  jetzt  näher  zu  characterisirende  Regel  zur  Constructiou  magi- 
scher Quadrate  von  ungerader  Zellenzahl  ist  nun  im  wesentlichen 
identisch  mit  jener  des  Moschopulos,  ändert  dieselbe  jedoch  inso- 
fern bedeutend  um,  als  nun  die  Darstellung  der  Quadrate  selbst  eine 
rein  mechanische  wird  und  die  Nachahmung  der  oben  von  den  Rechen- 
künstlern Lochner  und  Roth  angeführten  Kunststücke  einem  je- 
den sofort  sich  darbietet.  Diese  Verbesserung  des  alten  Verfahrens 
stammt  bereits  aus  dem  vorigen  Jahrhundert,  indem  sie  nach  Mül- 
ler's  Angabe  in  einem  mancherlei  Seltenheiten  onthaltonden '^)  hol- 
ländischen Werke  sich  findet. 

Auf  jeder  Quadratseite  errichte  man,  wenn  (2m-|-1)- 
die  Anzahl  der  Zellen  ist,  eine  Reihe  von  v  Rechtecken 
symmetrisch,  (s.  d.  Fig.)  die  bezüglich 
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«—2,    n-4,    M— 6    ...    5,    3,    1 

Zellen  enthalten;  die  so  entstandenen  Figuren,  von  oben 
nach  links  herumgezählt,  mögen  als  erste,  zweite,  dritte, 
vierte  Terrasse  bezeichnet  werden. 

In  das  erste  Feld  der  Terrasse  I  trage  man  die  Zahl 
1  ein  und  fülle  nun  in  diagonaler  Richtung  sämmtliche 
zu  erreichende  Zellen  durch  die  Glieder  der  natürlichen 
Zahlenreihe  aus,  so  dass  in  die  unterste  Zelle  von  Ter- 
rasse III  die  Zahl 

(2»+l)« 

tritt.  Hierauf  verschiebe  man  eine  jede  Terrasse  parallel 
mit  sich  selbst  so  lange,  bis  jede  Quadratseite  mit  der 
gegenüberliegenden  zusammen  gefallen  ist;  auf  diese 
Weise  rückt  jede  Zahl  der  Terrassen  in  das  richtige 
Feld  des  magischen  Quadrates  ein. 

Ersichtlich  können  wir  aber  diese  Operation  der  Verschiebens 
auch  umgehen  und  so  sagen: 

Um  die  ;?te  Zeile  oder  Colonne  des  magischen  Qua- 
drates zu  bilden  (/'<C^)i  zähle  man  die  Anzahl  der  be- 
reits in  der  nämlichen  Horizontal-  oder  Verticalreihe 
stehenden  Elemente  ab,  dieselbe  sei  /;  zu  diesen  l  Ele- 
menten nehme  man  noch  die  Elemente  jener  Zeile  oder 
Colonne  von  Terrasse  III  oder  IV  hinzu,  welche 

2«+l-/ 

Elemente  aufweist.  Zur  Bildung  der  («+l-fp)ten  Zeile 
oder  Colonne  (p<Cn)  bedient  man  sich  des  nämlichen 
Verfahrens,  nur  dass  an  Stelle  von  Terrasse  III  und  lA' 
bezüglich  Terrasse  I  und  II  zu  treten  haben. 

Mit  Hülfe  dieser  Regel  ist  in  dem  augeführten  Beispiel  zunächst 
das  Schema  für  169  Elemente  construirt.  Die  weitre  Anwendung 
ergiebt  die  noch  nicht  durch  Zahlen  ausgefüllten  Plätze  in  folgender 
Weise.    Es  ist 

a  -.  104,  b^  116,  c  =  128,  fl  =140,  6  =  152,  /«  164,  g  =  92, 
k  «  117,  i  =129,  ifc  =  141,  l  =  153,  m  =  165,  i*  =  8,  p  =^  105, 
5  «  130,  r  «  142,  8  «  154,  t  -  166,  u  =  9,  i;  =  106,  ir  =  118, 
aj  «  143,  y  «  155,  z  =-  167,  ^  =  10,  B^  22,  C  =  119,  D  =  131, 
£«156,  r^  168,  G  -  11,  H  =  23,  J  — 120,  ÜT  ==  132,  L  =-  144, 
3f  «  169,  iV-  12,  P«  24,  Q  =-  36,  Ä  -  133,  S  =  145,  T-  157, 

19« 
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C7e=  13,  r=  25,  W=^  37,  X=-  134,  F  -=  146,  Z«  158,  er  =  1, 
jS  =  26,  y  =  38,  5  =  50,  6  -=  147,  f  =  159,  i?  ==  2,  <^  «  14,  t  =  39, 
X  =  51,  X  =  148,  |t  -  160,  V  =-  3,  J  ==  15,  n  =  27,  p  =  52,  er  =  64, 
T  =  161,  V  =  4,  9  =  16,  %  =  28,  1/;  -=  40,  o  =  65,  a  -=  162,  b  =  5, 
c  =  17,  b  =  29,  e  =  41,  f  =  53,  9  «  78,  1^  =  6,  i  =  18,  f  =  30, 
1  =  42,  m  -=  54,  n  =  66. 

Hiermit  ist  iu  wenigen  Minuten  die  Construction  des  magischen 
Quadrat43s  gegeben. 

Anmerkung.  Zur  Vervollständigung  der  Literaturübersicht  mdgc 
noch  auf  die  sorgfältige  Zusammenstellung  iu  6  eh  1er' 8 
Wörterbuch  ^)  und  auf  H  0  r  n  c  r '  s  kürzlich  erschienene 
Abhandlung  aufinerksam  gemacht  werden  ^^)' 

33)  Moller,  Anscrlcsene  mathem.  Bibliothek,  Nürnberg  1820.  S.  229. 

34)  Hu  gel,  Dio  mngiscbcn  Quadrate,  mathematisch  behandelt  und  be- 
wiesen, Ansbach  1859. 

3.*))  V.  Fcssl,  Ucber  eine  besondere  Art  magisch.  Quadrate,  Amberg  1872. 

36)  W.  Thompson,  On  magic  Squares,  Qnarterly  Journal  of  pure  and 
applied  ronthcmatics,  X.  S.  186  ff. 

37)  Veritas  quadrata  mathematica,  phjsica,  philologica,  theologica,  Amste- 
lodami  1765. 

88)  Gehler 's  physikalisches  Wörterbuch,  2.  Auflage,  6.  Bond,  Leipcig 
1836.     Artikel:  Magie. 

39)  Homer,  On  the  algebra  of  maglc  Squares,  Quart,  jonm.  XL  S.  57. 

§.  3.  Einen  Beweis  hat  der  unbekannte  Erfinder  der  im  Vor- 
stehenden mitgeteilten  Regel  nicht  für  dieselbe  geliefert;  derselbe 
soll  nun  im  Folgenden  erbracht  werden,  und  zwar  werden  wir  uns 
hierbei  an  die  zweite  Formulirung  halten.  Der  Beweis  zer&llt  in 
acht  Unterabteilungen;  es  muss  nämlich  gezeigt  werden,  dass  für  die 
beiden  Diagonalreihen,  für  jede  ;^te  Colonne  und  Zeile  (p<<«)>  för 
jede  (?i-j-l+p)te  Colonne  und  Zeile  (p<^n)  und  schliesslich  für 
die  mittlere  (w-|-l)te  Colonne  und  Zeile  der  nämliche  Wert  sich  er- 
gebe, wenn  wir  alle  darin  vorkommenden  Zahlen  zusammenaddiren. 
Da  die  Gesammtnennzahl  dieser  Zahlen 

(2n-fl)« 
ist,  so  ist  ihre  Gesammtsumme 

1-f  2+3  +  . ..  +  (2«  +  l)^  =  i(2nH-l)«[(2n-f  1)2  +  1], 
und  deren  (27i+l)ter  Teil  gleich 

4n3+6«*+4n  +  l. 

Diesen  Wert,  muss  jede  der  genannten  acht  Summen  erreichen,  wenn 
die  Construction  richtig  ist. 
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§.  4.    Es  möge  nun  für  jede  einzelne  dies  untersucht  werden. 

I)  Im  rechten  oberen  Eckfelde  des  Quadrats  steht  die  Zahl 

und  es  wird  sonach  die  von  oben  rechts  nach  unten  links  gehende 
Diagonale  durch  die  einzelnen  Glieder  der  arithmetischen  Boihe 

l+n(2«+l),     2+n(2»  +  l),    3+n(27i+l) . . .  2w  +  n(2u+l), 
2«+l  +  n(2w-fl) 

ZU  besetzen  sein  (in  dieser  Besetzung  liegt  die  Analogie  unsres  Ver- 
fahrens mit  jenem  des  Moschopulos;  während  aber  dieselbe  hier 
nur  ein  Ausfluss  eines  allgemeineren  Verfahrens  ist,  ist  sie  bei  jenem 
das  Primäre).    Die  Summe  dieser  Diagonalreihe  ist  also 

^^i^d-f  2«+l)+n(2u+l)*  =  4n»+6«»+4n+l. 

II)  Die  andi*e  Diagonalreihe  beginnt  mit  der  Zahl 

ihre  einzelnen  Glieder  werden  also  successive  die  folgenden  sein: 

»4-1,  »-f  l-fl.(2n+l),  H-f  1-1-2. (2Tt+l)...«+l  +  (27»—l)(2H+l), 
M  +  1+ 2/*  (27*4-1). 

Die  Summe  dieser  Glieder  ist 

(u4-l)(2f*  +  l)  +  |*(2».+  l)»=4«3+6»*  +  4H+l. 

lU)  Die  (»4-l)te  Zeile  cuthält  blos  diejenigen  Zahleu,  welche 
mit  ihr  in  der  gleichen  Horizoutalliuie  liegen.    Das  erste  Glied  ist 

2;*+l; 

demnach  treten  in  dieselbe  successive  folgende  Zahlen 

2w-fl,'    2r*4-l  +  1.2w,     2/*-|-l-f2.2rt...2/*  +  l+(2»  — 1)2;», 
2«+l  +  2n.2/i. 

Die  Summe  dieser  Progression  ist 

C2u+iy+2n,n{2n+l)  =  4h»+6/*»+4i»4-1. 

IV)  In  der  (?i-4-l)ten  Coloune  beginnt  die  Reihe  mit  1,  so  dass 
man  die  Summe 

l  +  l.(2ii4-2)4-2.(274+2)+...2«.(2/i-|-2) 
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za  nehmen  hat    Dieselhe  ist  gleich 

2»+l+M(2n  +  l)(2«+2)  =  4»»+6n2+4»+l. 

§.  5.  V)  Nunmehr  möge  für  die  pUi  Zeile  (p<C«)  die  Bestim- 
mung vorgenommen  werden. 

Wir  bezeichnen,  analog  dem  Gebrauche  der  Determinantentheorie, 
die  in  der  Zeichnung  oben  stehende  Zeile  und  die  am  weitesten  links 
befindliche  Colonne  bezüglich  als  erste  Zeile  und  Colonne. 

Die  ;jtü  Zeile  enthält  zunächst  alle  mit  ihr  bereits  in  der  näm- 
lichen Horizontale  gtehendeu  Glieder;  um  die  hieraus  erwachsende 
Summe  zu  finden,  hat  man  die  Progression 

H-f-l>-f-1.2n 
n+p+2.2n 

n  -f- />  -J~  ('i  "-{-p  —  1 )  2?^ 

ZU  Summiren.    Man  erhält  als  Summe 

£  =  (n+pr+n{n+p)(n+p--l). 

Hierzu  kommen  der  Festsetzung  zufolge  noch  die  Glieder  der  pten 
Zeile  von  Terrasse  ITI,  welche 

2ti  + 1  — -  (m  +/>)  =  M  -f- 1  — p 

Glieder  enthält.    Die  Reihe  ist  hier  nachstehende: 

(2n+l)(n+p+l) 
(2n-f  1)  (n+p+l)  +  1.2» 
(2«+l)(«+|?+l)+2.2n 

(2w  +  l)(w+/)-f  l)  +  (n  — ;))2n. 

Die  Summation  liefert 

r=(2«+l)(n+2i  +  l)(«-p  +  l)+«(n-p)(n--/i+l). 

Hiemach  ist  die  Gesammtsumme  der  Reihe 

2:  +  2'z=z  4»3+6n«+4w+l. 

VI)  Betrachten  wir  nunmehr  die  (/t+l+7?)te  Zeile.  Die  bereits 
von  Anfang  an  derselben  angehörigen  Zahlen  beginnen  mit 

(/?+1)(2h+1) 
und  bilden  die  Reihe 
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(p  +  l)(2n  +  l) 

(p  +  l)(2n+l)+1.27* 

{p  +  l)(2n+l)+2,2u 

(p  +  l)(2n+l)  +  (2n-^py2u, 
Dio  Sammation  liefert  die  Summe 

i:=:(p  +  l)(2n+l){2n-p'\-l)  +  n(2n—p)('2n'^p+l). 

Da  bis  jetzt  {2n — p+1)  Glieder  verwendet  wurden,  so  muss 
noch  aus  Terrasse  I  jene  Zeile  hiuzugenommeu  werden,  welche 
(2/i+l  — 2yi-}-p  — 1  =1>)  Glieder  aufweist;  dies  ist  aber  die  ^te, 
welche  demnach  durch  die  Keihe 

P 

p-\-1.2u 

2^+2.2;* 

p+(P'-iy2u 

gebildet  wird.    Die  Summe  dieser  Reihe  ist 
£'  =  p'+np(p''l\ 

also 

Yll)  Die  zur  Ausfüllung  der  pteu  Colouue  bestimmte  Reihe  ist 
diese : 

»— p+2 

n— ;)+2+l.(2w+2) 
«-|?+2+2.(2w+2) 

u-p  +  2+(n+iJ-l)(2n+2) 
und  ihre  Summe 

2;  =  (n-p  +  2)(/i+p)+(n+l)(/i+|>-l)  («+;,). 

Hierzu  tritt  noch  die  jpte  Colonne  von  Terrasse  IV  hinzu,  in  der 
(2n+l  —  w  -  2^  =  w—p  +  l)  Glieder  sich  befinden,  nämlich  die  Reihe 

(n-|-^)(2w+l)+l 

(«+2i)(2n+l)  +  l  +  l.(2^*+2; 

(n+2?)(2»+l)  + 1  +  2.  (2/4+2) 

(;i+p)(2n+'l)  +  l +  («-/>)  (2;*  +  2) 
Die  Addition  ergiebt 
-S'=[(H+p)(2n+l)+l](n-i>  +  l)  +  (n  +  l)(u-p)(H-;i  +  l). 

Aach  hier  ist 

2;+  r  =  4M8+6H*+4f»+l. 
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VIII)   Für  die   (/*+l+f))te  Colonne   haben  wir  zunächst  die 

Reihe 

p(2n+l)+l 

p(2«+l)+l+l.(2«+2) 

;>(2«+l)  +  l+2.(2«+2) 

/'(2«  +  l)  +  l  +  (2«-p)(2/*  +  2); 
deren  Summe  ist 

2  =  [p(2u  +  l)  +  l](2«~y;+l)H-(M  +  l)(2n-|>)(2»-p+l). 
Aus  der  Terrasse  II  ist  beizuziehen  die  Reihe 
2«— p+2 

2n--;>+2+l.(2w-f  2) 
2w—p-f  2+2.(2« +  2) 

2«  — |)+24-(i>  — l){2«-f2) 
mit  der  Summe 

2;'=^p(2..-p  +  2)+(n+l)2>(i>-l). 
Es  ist  also  schliesslich  auch  in  diesem  Falle 

E+E'  =  4n3+6w^+4n  +  l, 
und  damit  ist   der  vollstÄndige  Beweis  für  die  Richtigkeit  unserer 
Construction  erbracht. 

§.  0.  ResumircMi  wir  kurz  das  Gesagte,  so  möchten  wir  den  Vor- 
teil der  bisher  discutirton  Regel  zur  Formirung  magischer  Quadrate 
andren  ähnlii-.hen  Verfahrungsweiseu  gegenüber  als  einen  doppelten 
hinstellen.  Die  [Jnt(TSuchung  über  die  verschiedenen  Arten  von 
Zauberquadraten,  welche  bei  gegebent^r  Zellenzahl  sich  construiren 
lassen,  knüpft  am  besten  an  eine  Reihe  bereits  vorliegender  Quadrate 
an,  und  eine  solche  Reihe  liefert  uns  unsre  Methode,  indem  die  Ein- 
schreibung der  Zahlen  auf  verschiedene  Weisen  abgeändert  werden 
kann.  In  Verbindung  mit  der  Thompson'schen  Regel  (s.  o.  §.  2.) 
wäre  also  eine  Basis  für  irgend  welche  weitere  Forschungen  über 
diese  Materie  gegeben. 

Der  andre  Vorteil,  welchen  wir  oben  nannten,  ist  ein  metho- 
discher. Man  betrachtete  bisher  die  Lehre  von  den  Zauberquadraten 
fast  ausschliesslich  als  ein  specielles  Capitel  der  Zahlentheorie  oder, 
besser  gesagt,  der  unbestimmten  Analytik.  Der  im  Vorstehenden  ge- 
lieferte Beweis  einer  durch  hohe  Einfachheit  sich  auszeichnenden 
Construction  bedient  sich  dagegen  lediglich  elementarer  algebraischer 
Transformationen  und  ermöglicht  so  jedem  nur  mit  der  Lehre  von 
den  einfachen  arithmetischen  Progressionen  Vertrauten  das  Verständ- 
niss  eines  Hauptsatzes. 
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xvn. 

BeitrSge  rar  Theorie  unrein  periodischer  Decimalbrfiche. 

Von 

Karl  Broäa^ 

Lehrer  für  Mathematik  und  Physik  in  Wien. 


Kitt  anroin  periodischer  Decimalbruch,  dessen  Periode  eine  gerade 
Stcllouzahl  besitzt,  kann  wenn  p  die  m  zifirige  Zahl  bedeutet,  die  vor 
der  Periode  steht,  wenn  x  die  erste  und  y  die  zweite  Hälfti;  der 
Periode,  und, wenn  r  ihre  Stelleuzahl  vorstellt,  immer  ausgedrückt 
worden  durch  die  Reihe 

lO»    •    10»»+»-    »    10« -f  2,-  ^  10« +3»-  ^  '"  ^ 
Soll  die  identische  Gleichnng 

qlipW^+xy+p^+a  P      i        ^         i  ^4.i_L-Ll) 

9.10"*(10'--f  i)        ""  lO«"*"  10"*+'  "*"  I0"»42r"r  iQ»4  43r"r-"r 
wobei  a  eine  constaute  Grösse  darstellt,  bostt^hon,  so  ist,  wenn  für 

lO'-^lO^'-^  J03'"^""^ 

der  früher  [Seite  86,  1.  Heft]  gefundene  Wert     ' 

ICKaj+y 
102'-  -  i 
gesetzt  wird 
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9 .  lO»  (iO'  -f  1)         ""  1(>»  "**  iÖ"»    lO»»^— 1 

Sacht  man  aus  dieser  Gleichung  x-^y^  so  ist  nach  einfacher  Rc- 
duction 

x+y  =  «  — 9 — -) 

Die  letzte  Gleichung  ist  mit  der  auf  Seite  86  unter  2)  gefundenen 
Relation  übereinstimmend ,  woraus  die  Anwendbarkeit  der  dort  auf- 
gestellten Sätze  für  diesen  Fall  erwiesen  scheint  Die  Gleichnngcu 
1)  und  2)  können  in  doppelter  Beziehung  Verwertung  finden: 

I.  Soll  ein  unrein  periodischer  Decimalbruch,  deßscD 
Periode  eine  gerade  Stellenzahl  besitzt,  und  deren  ein- 
zelne Ziffern  sich  zu  a  ergänzen,  in  einen  gewöhnlichen 
Bruch  verwandelt  werden,  so  findet  man  den  Zähler,  in- 
dem man  die  der  Periode  vorgehenden,  und  die  die  erste 
Hälfte  der  Periode  bildenden  Ziffern  als  eine  Zahl  be- 
trachtet, um  die  vor  der  Periode  stehende  Zahl  ver- 
mehrt, diese  Summe  verneunfacht,  und  dieses  Product 
um  a  vermehrt;  um  den  Nenner  zu  bilden,  hängt  man  an 
die  Ziffer  neun  (r  — 1)  Nullen  wobei  r  die  halbe  Stellen- 
zahl  der  Periode  ist]  an,  schreibt  rechts  noch  die  Zahl 
neun,  und  so  viele  Nullen  als  der  Periode  Ziffern  vor- 
hergehen. 

Z.  B.  0"  12352412536.  Da  hier  a  =  7,  «  =  5241,  p  =  123,  r=4 
und  7»  =  3  ist,  so  erhält  man 

für  Z  ==^  q[(plO»  +x)+p]+a  =  9 [1235241 -f  123] -h7  =  111182«3 
für  iV  =  9 .  10»[10*+1]  =  90009000 

daher  ist 

1111 A2HH 
012352412536  =  gj3^ 

0-425  6543201234.  Da  a  =  6,  a;  =  65432,  p  -=  425,  r  «  5  und  m=3 
ist,  so  muss 

Z=  9[42565432-f  425]+Ä  «  383092719    und 

iV  =  9000090000 

sein,  deshalb  ist 

383092719 


0-4256543201234 


900009000 
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Ebenso  findet  man  für 

U.   8.  W. 

Setzt  man  für 

10»»- "r losii- io*r  +  •  •  •  +  ^  i\r, lO»- 

so  ist  ans  Gleichung  1) 

Z__   j^        1    Z, 


vobei  für 


_£_         R  Z^ 


gesetzt  wnrde,  und  da  nach  Relation  5.  [1.  Heft,  Seite  90] 


ist,  so  mnss 


r^\n-z 


z^    jL.ö^iT"^' 


sein,  nach  einfacher  Reduction  findet  man  für 

Zy  _      9a;+a 
iVj  *~  9TlO^+l) 

Setzt  man  in  Gleichung  3)  den  eben  gefundenen  Wert,  so  wird 

Z_9[(plO>+^)+^]  +  a 

N  ä-lCTMlO+l)        ^ 

Gleichung  4)  führt,  wenn  a  «  9  wird,  zu  einer  sehr  einfachen  Ver- 
wandlungs-Methode, es  ist  dann 

N'^     "9.10«»'(10»"-fl)       ^       l()^(i(>-+l)         •    *    '   ^ 

Ans  Gleichung  5)  folgt  die  Regel: 

Ein  unrein  periodischer  Decimalbruch,  dessen  Pe- 
riodenziffern sich  zu  neun  ergänzen,  wird  in  einen  ge- 
wöhnlichen Bruch  verwandelt,  indem  man  die  der  Pe- 
riode vorgehenden  und  die  die  erste  Hälfte  der  Periode 
bildenden  Ziffern  als  eine  Zahl  betrachtet,  und  die  um 


Digitized  by 


Google 


300       Broda:  BeOräye  zur  Theorie,  unrein  periodischer  Dedmalbrücke. 

die  Einheit  vermehrte  vor  der  Periode  stehende  Zahl, 
zu  dieser  Zahl  addirt;  die  erhaltene  Summe  teilt  man 
durch  10«{10»-|-l)i  wo  r  die  Stellenzahl  der  halben  Pe- 
riode, und  m  die  Anzahl  der  der  Periode  vorgehenden 
Ziffern  vorstellt. 

Z.  B.  0-4  23457654.  Da  hier  a  =  9,  x  =  2345,  w  =  1  und 
r=:4  ist,  so  erhält  man  für  Z=  42340+1+4 « 42350,  filr 
JV=  lOaO'  +  l)  =  100010,  daher  ist 

04  234^7654  =  ^^ 

Eben  so  findet  man 

1923458 


0  0001  923456076543  = 


10000010000 
u.  8.  w. 

IL  Soll  ein  Bruch  von  der  Form  9~fö»»7iö»^liri) '  ^^  ^ 
r  und  m  ganze  Zahlen  vorstellen,  in  einenDecimalbruch 
verwandelt  werden,  so  werden  nur  (w+r)  Ziffern  durch 
gewöhnliche  Division  bestimmt,  die  zweite  Hälfte  der 
Periode  findet  man,  indem  man  die  Ergänzung  zu  a  bil- 
det. Die  Ergänzungszahl  a  ergibt  sich  als  Rest  bei  der 
Division  des  Zählers  durch  neun. 

^   ^   456789437     ,        '  ^  .    .  ,     . 

9ÖÖÖÖ()()9Ö'  <**  ^  ^  7  ^^^  1»  =  1  ist,  so  bestimmt  man 

durch  gewöhnliche  Division  die  8  ersten  Ziffern  50754376.  Durch 
Bestimmung  der  Ziffersumme  des  Zählers,  und  nach  Weglassuug  der 
in  dieser  Summe  enthaltenen  Nenner,  ergibt  sich  die  Ergänznngs- 
zahl  8,  daher  ist 

^^^  =  0-  507  54376  8134512 

u.  s.  w. 

Ist  r  >  m,  so  lässt  sich  sofort  eine  zweckmässige  Verwaudlungs- 
Methode  aufstellen: 

Man  zerlegt  Z  in  Z^  9^+a,  von  der  Zahl  A  werden 
die  VI  ersten  Ziffern  dieser  Zahl  abgezogen,  und  der  er- 
haltencn  Differenz  die  zweite  Hälfte  der  Periode,  die 
aus  r  Ziffern  besteht,  angehängt,  die  zweite  Hälfte  der 
Periode  findet  man,  indem  man  die  Ergänzung  zu  a  bildet. 

^   ^   220830892      ,^    ^.  ^  .       ,         ^       .         . 

Z.  B.  9QQÖÖÖ9ÖÖ*  **  m  =  2,  r  =  6,  also  r  >  i»  lÄt,  da 
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ferner  220830892  ==  9.24536765+7  ist,  a  =  7  und  ^  —  24536765, 
daher  24536765—24  =  24536741,  also 

220830892 

90^,00^  =  0-24  536741241036 

645783454 
Soll  z.  B.  ^QQQQQQQQ  \u  fXiikQu  Decunalbrucli  verwandelt  werden, 

so  ist  nnter  Berücksichtigung  der  Entwicklung  auf  Seite  88  (1.  Heft), 
da  TO  =  3,  r  «  5  und  645783454  =  9.71753717  +  1  ist,  a  «  1  und 
A  =  71753717,  daher  71753717  —  717  =  7175300,  also  ist 

645783454 

9^0^  =  0-717  53000[-4][-2]lll 

Nimmt  man  aber  als  Ergänzungszahl  fdr  <z  =  10  an ,  so  ist  sofort 
645783454 


900009000 
Wien,  am  21.  Aug.  1874. 


=  0-717  5299958111 
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xvm. 

Zur  Theorl«^  de»  eingeschriehenen  gleichseitt^en  Dreiecks 
in  den  Kegelschnitten. 

Von 

Herrn  Ingenieur-Hauptmann  von  Wasserachleben. 


Die  Curve  y  =/(«)  ist. gegeben,  und  ausserdem  ein  fester  Punkt 
P  mit  den  Coordinaten  m,  n.  Die  Verbindungslinie  zwischen  diesem 
festen  Punkte  und  einem  Punkte  der  Curve  ist  jedes  Mal  auf  der 
betreffenden  Ordinate  abzuziehen  oder  hinzuzuaddiren;  wir  betrachten 
den  geometrischen  Ort  aller  Endpunkte. 

Die  allgemeine  Formel  des  geometrischen  Orts  aller  Endpunkte  ist 

y,  -/W±y(7="n)~2T(:r--fi»)X 

Gehen  wir  nach  einander  zur  Betrachtung  der  bei  den  Kegel- 
schnitten entstehenden  Curvcn  über,  denen  sich  die  gerade  Linie  als 
Anhang  anschliessen  soll,  so  haben  wir 

I.   bei  der  Parabel 
aus  der  Grundgleichuug  und  der  Scheitelpunktsgleichung  derselben 

y  =  ±  Vp« 
die  der  gesuchten  Curve: 

yi  -  ±  ^/px  ±  V(^x-^n)^^{x'--m)K  (1) 

Dies  ist  eine  Gleichung  vierten  Grades,  und  wollen  wir  deshalb 
specieller  die  drei  Fälle  ins  Auge  fassen,  wenn  der  gegebene  Puikt 
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auf  den  Brenn-,  Scheitel-  und  Anfangspunkt  der  Parabel  verlegt  ist. 
Nach  Substitution  für  y  schreiben  wir  y  statt  y^, 

a)    m  =-|-^,     «  ==  0 
Die  Gleichung  (1)  geht  dann  Qber  in 

y  =  ±V^  ±\/ (Vf^)^  +  {x^l)j'    Oder 

y  =  ±V^±(ar-ff)  (2) 

Für  ap  ==  0  ergiebt  sich  y  =  ± | .     für  »  =  -f- j    y    =  ^^Pq. 

Für  joden  anderen  Wert  von  x  ergeben  sich  entsprechend  den  vier 
Vorzeichen  vier  Werte  für  y.  Die  gefundene  Cur\'e  hat  vier  Aeste, 
zwei  concave  und  zwei  convexe,  von  denen  die  beiden  inneren  die 
Parabel  schneiden. 

giebt  f ür  a;  =  4"?  '    y  ="  0  ein  Maximum  und  ein  Minimum  auf  der 

X  Axe;  alle  vier  Aeste  laufen  in  die  Unendlichkeit  fort. 

Um  die  Schnittpunkte  mit  der  Parabel  zu  finden,  setzen  wir  die 
Werte  für  die  Ordinaten  einander  gleich. 

+  r^^^Vpx  +  [x  +  l)  (3) 

Daraus  ergiebt  sich  für  x  der  positive  Wert  =jp(i±y3),  und  für 
y=P VT±~V^'  I^ie  Curven  schneiden  die  Parabel  nach  den  dop- 
pelten Vorzeichen  also  zwei  Mal  und  zwar  für  x  =  pd  —  V^)  und 
y  =pyj-"y3  zum  ersten,  füra;  =p(i+y3)  und  y=jpVi+y3 
zum  zweiten  Male,  vide  Skizze  I. 

b)    ,»  «  0,  «  •=  0. 
Die  Grundgleichung  geht  über  in 

y,  ==±y^±yx«'+^  W 

Für  a:  =  0  wird  y  auch  «=  0;  für  jeden  anderen  Wert  von  x  ergeben 
sich  entsprechend  den  vier  Vorzeichen  vier  Werte  für  y.  Die  Curve 
hat  also  vier  Aeste. 
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-±iVi- 


■  2Vx^+px 


Da  sich  darans  «  =  0  und  — ip  ergiebt,  kann  die  Curve  weder  ein 
Maximum,  noch  ein  Minimum  haben,  sofern  in  a;  =  0  beide  zu- 
sammenfallen. Dies  gilt  nur  fUr  2  Zweige  entsprechend  den  Zeichen 
(±?  +).  Für  o;  =  0  wird  der  zweite  Differentialquotient  =  oo;  hier 
findet  ein  Rückkehrpunkt  und  ein  Krümmungsradius  =»  0  statt  Da 
X  und  p  stets  positiv  sind,  so  ist  aus  dem  zweiten  Differential- 
quotienten leicht  zu  ersehen,  dass  die  Curve  zwei  zur  Abscissen-Axe 
concave,  zwei  desgleichen  convexe  Aeste  hat,  vide  Skizze  ü. 

Um  den  Schnittpunkt  mit  der  Parabel  zu  finden,  setzen  wir  die 
Ordinaten  einander  gleich 

+1/^  —  yfx+v^+^  (5) 

Daraus  ergiebt  sich  für  x  der  positive  Wert  =«  3p.  Die  zugehörige 
Ordinate  y  =«  ipi/S. 


c)     m  =  — ?>     n  =  0» 


Hier  wird 


y-±Vpx±]/x^+ipx  +  ^  (6) 

Für   ar  =  0  ist  y  =  ±5»     für  aj=|,    y  —  ±p{i±Vi),     für 

2/ =  0    wird    «=— ^      Da  jedoch  x  nicht  negativ  worden  kann, 

so  schneidet  die  Curve  die  Abscissen-Axo  nicht.    Dagegen  schneidet 
sie  die  Parabel  selbst,  für  welchen  Punkt  sich  aus 

.-{-Vfx — Vfx+yx^^ipx+^l  (7) 

der  Wert  x  =-  |(5  ±  V24)  und  y  =  + 1>^5  +  Vu  ergiebt     Setzen 

wir  zur  Bestimmung  der  Maxima  und  Minima  der  Differentialquotien- 
ten  =  0.    Wir  haben 


%-±iVi 


2x+ip 


\]/x^+ipx+f^ 


=  0 


woraudi 
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oder 


('+9(-+'"-o=" 


Dieser  Gleichung  genügen  2  negative  Werte  und  der  positive 

y5— 2 
^—P — 4  — 

Erstere  sind  zu  verwerfen;  letzterem  entspricht: 

also  ein  Maximum  und  ein  Minimum. 

Der  zweite  Differentialquotient  hat  2  Paar  entgegengesetzte  Werte, 
denen  zwei  convcxe  und  zwei  concave  Aesto,  wie  Fig.  3.  zeigt,  ent- 
sprechen. 

IL    Bei  der  Ellipse. 

Wir  gehen  von  der  Gleichung  der  Ellipse 

aus,  und  erhalten  daraus  nach  der  allgcmeiuen  Formel: 


(7) 


Wir  betrachten  zwei  Spocialfälle  näher,  nämlich 

1)  wenn  m  =  n  =  0,    und 

2)  wenn  7»  ==  0,  n  =  —  a 

ist,  also  wenn  der  gegebene  Punkt  der  Mittelpunkt  oder  ein  Scheitel- 
punkt der  Ellipse  ist. 

1)   m  =  7i  =  0. 
Die  Gleichung  (7)  geht  dann  über  in 


(8) 


Für  ar  —  0  ist  y  ^  i:  2ä  und  0,  für  a;  =  ±  a  wird  y  ebenfalls  ±  a. 
Für   alle  Werte  von  x  zwischen  0  und  ±  o  ergeben  sich  für  y  vier 
Teil  Lva  «0 
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Werte ;  über  ±  a  hinaus  existiren  keine  reellen  Werte  für  y.    Den 
Differentialquotienten 

dy  bx  _^_  x(a^  —  5*) 


zur  Ermittelung  der  Maxima  und  Minima  =  0  gesetzt  und  mit  des 
Nennern  mnltiplicirt,  giebt 


HF  Äor.VaV— iV  +  a»«>«  ±  xia^—b^)  Va^-^x^  =  0, 
+  bx  Y^«"— ^«aj2+^»  =  +  x  (a^—b^)  y^^^x^. 

Aufgelöst  und  gehoben,  erbält  man 

Diesen  Wert  in  Gleichung  (8)  eingesetzt,  ergiebt  sich: 


Die  Curve  hat  demnach  zwei  Maxima  und  zwei  Minima. 


S«y  ^        bVa^-x^       (a^—b^)  Va  V  —  b^x^+ä^b^  ^ 

Aufgelöst  und  gehoben,  erhält  man 

als  Bestimmung  der  Wendepunkte. 

Um   die  Schnittpunkte  der  Curve  und   der  Ellipse   zu   finden, 
setzen  wir: 


a  a  -^  f  a^ 

woraus: 
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Die  Ellipse  wird  daher  von  der  Curve  vier  Mal  geschnitten.  Wie 
Fig.  4.,  5.,  6.,  7.  und  8.  zeigen,  ändert  sich  die  Configuration  der 
Curve,  Maxima  und  Minima,  mit  dem  Verhältniss  des  Wertes  von 

a  :b.    So  ist  z.  B.  f ür  /^  =  j  die  Abscisse  des  Maximums  a?  =  ±  a  1/  i^. 


füri«5    aJ  =  ±a[/Q»     fttr    l  ^  a     «=»0,     und   für    b  ^  2a 


±'V\ 


ö   (ein  unmöglicher  Wert). 


2)    w  =  0,  n  =  —  a. 
Die  Gleichung  (7)  geht  dann  über  in 


=  ±  ^  Va»  — a;«  ±  |/aj«.  (l'-^)  +  2ax-\-a*  +  b^ 


(10) 


Der  leichteren  Rechnung  wegen  gehen  wir  durch  Substitution  x — a 
für  X  auf  die  Scheitel-Gleichung  der  Ellipse  über,  wonach 

y  =  +  ^  V2^i"^=P  4-  |/~(2aa;— «2)4- aj8  (11) 

wird. 

Für  ai=-0  ist  y  ebenfaUs  0,  für  a;  =  +  2o    y=±2ö,  für» 
negativ  und  l>2a  wird  y  imaginär.    Aus 

8«_  ah^'-b^x  ab^  -b^x+a^x         __ 

3y  ~"  ~"  aViab^x  —  b^x^        aV2ah^i^^^^+^^  " 

erhält  man:  

-_       2ab^'\'a^±aicf^'\-b^'-a^b^ 

Die  Curve  hat  also  ein  Maximum  und  ein  Minimum.    Die  Schnitt- 
paukte mit  der  Ellipse  ergeben  sich  aus  der  Gleichung: 


+  -y2aa:-aj2  =-  -  -  i^ax^x^  ±  l/~  (2aaj-flJ«)+rc2       (i2) 
nämlich: 


6a*« 


2a^V? 

Die  Curve  wird  also  von  der  Ellipse  zwei  Mal  geschnitten,  wie  Fig.  9. 
zeigt. 

20* 
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III.     Bei  dem  Kreise. 

Um  die  betreffenden  Formeln  für  den  Kreis  zu  finden,  haben  wir 
nur  a  =  h  =  r  zu  setzen,  doch  müssen  die  Differentialquotienten  noch 
ein  Mal  entwickelt  werden. 

Die  Hauptgleichung  ist 

y  =  +  -Vt^^^^^  ±  ic^'i^^x!^—  w)2+  {x—nY  (13) 

1)  Wird  der  Mittelpunkt  als  der  gegebene  Punkt  angenommen, 
so  geht  die  Gleichung  über  in 

V=^±^r'^"-x^±r  (14) 

Für  «  =  0  ist  y  ==  ±  2r,  für  jb  =  ±  r  y  ebenfalls  =  ±  r. 


dy       yy2_«a.2 

gesetzt,  giebt: 

x  =  0\      y  =  ±2r. 

T  T 

Die  Ordiuaten  für  die  Schnittpunkte  sind  x  =  +  ^-^Z  und  y -=  ±  s- 

Die  gesuchte  Curve  ist  also  ebenfalls  eine  Kreislinie  und  zwar  be- 
steht sie  aus  zwei  Kreisen,  die  sich  im  Mittelpunkt  des  ursprüng- 
lichen Kreises  berühren,  und  ebenso  gross  sind  wie  dieser;  siehe  Fig.  7. 

2)  Wird  ein  Punkt  der  Peripherie  gewählt,  so  ist  die  Gleichung 

y  =  ±  i2rx—x^  ±  V2a  (15) 

Für  a;  =-  0  ist  y  auch  =-0,    für  x  =-f2r    y  =  +  2r.     Aus 

-     S^-       -'V2rx—x^'^V2rx 

findet  man: 

,3  rV3 

Die  Ordiuaten  für  die  Schnittpunkte  der  Curve  und  des  Kreises  sind 

«=  +  2**'     ^^^2^^' 

Fig.  9.  zeigt  eirie  der  eben  bestimmten  Curve  ähnliche. 

lY.    Bei  der  Hyperbel. 
Aus  der  Mittelpunktsgloichung  der  Hyperbel  erhalttm  wir: 
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yi-±\  V^'  -  a^  ±  ■}/(^ni)^  +  {x^nf  (16) 

Für  VI  =  7i  s=  0  gesetzt,  geht  die  Gleichung  über  in 

y-±l  i^^-a^  ±y-  ~^^ (17) 

Für  ar  ==  0  wird  y  imaginär,  desgleichen  für  alle  Werte  zwischen 
0  und  ±  o.  Für  ^  =  +  a  wird  y  ebenfalls  ±  0;  ist  »  >  a,  so  er- 
halten wir  vier  Werte  von  y  für  den  positiven,  und  vier  für  denselben 
negativen  Wert  von  x.    Setzt  man 

SO  kommt: 


^-\-b^ 


und  dafür 


'  =  ±K?TP±>'''^  +  ^'- 


Die  Curve  hat  demnach  zwei  Maxiraa  und  zwei  Minima.    Zur  Be- 
stimmung der  Schnittpunkte  setzen  wir: 


(18) 


woraus: 


_      1/       "_J4/|2// 

Für  diesen  Wert  wird 

—  4_  / 1  /       «*+^— «^^^~  1 

Es  darf  daher  n^-\-b^  weder  gleich,   noch  kleiner  als  a%^  werden, 
vrenn  noch  Schnittpunkte  erhalten  werden  sollen,   wie  die  Fig.  10. 

und  11.  zeigen. 

« 

Aus  den  Gleichungen  zur  Bestimmung  der  Schnittpunkte  der  ge- 
suchten Curven  und  der  Kegelschnitte,  also  (3),  (5),  (7),  (12)  und  (18), 
lassen  sich  mit  Leichtigkeit  die  Seit/.^n  dos  eingeschriebenen  gleich- 
seitigen Droiccks  in  den  Kegelschnitten  berechnen.  Die  Entfernungen 
des  gegebenen  Punktes  {mn)  von  den  Schnittpunkten  sind,  sobald 
derselbe  in  der  x  Axe  liegt,  einander  gleich  und  gleich  der  Ent- 
fernung der  Schnittpunkte  von  einander.    Es  bilden  also  diese  drei 
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Punkte  die  Eckpunkte  des  gesuchten  Dreiecks  und  ist  die  Seite  gleidi 
der  doppelten  Ordinate. 

Die  symmetrischen  Schnitte  der  Curven  (y)  und  (yj),  in  der  Figor 
bezeichnet  durch  A ,  B^  bilden  nun  mit  P  jedesmal  ein  gleichseitigem 
Dreieck.    Wir  haben  also 

I.    Für  die  Paral)el 
a)  wenn  der  Brennpunkt  ein  Eckpunkt  dieses  «Dreiecks  PAB  ist: 

*=/»(j±V3)      und    y-pj/j±y3. 

Die  Seite  des  eingeschriebenen  gleichseitigen  Dreiecks  mit  S  bezeich- 
net, ist 


:->J4 


Wir  erhalten  also  vom  Brennpunkt  aus  zwei  gleichseitige  Droiecke 
über  den  Seiten 


£[  =  2p|/^+y3    oder    =|}. 3,705 

und  =  2p  [/ j  —  V 3    oder    =  p .  0,027.    Siehe  Fig.  12. 

b)  wenn  der  Scheitelpunkt  ein  Eckpunkt  ist. 

a.«3p,    y=i>y3,    Ä  =  2pV3 
oder   =7). 3,464.    Siehe  Fig.  12. 

c)  wenn  der  Anfangspunkt  ein  Eckpunkt  ist 

a;=?(5±y24),  y-|V5±y24, 

S^pVb  ±  Vü. 
Wir  haben  also  wiederum  zwei  Dreiecke: 

ß^pVb  —  y24  =2).0,031,    und 

S  =  p  Vb  +  yÜ  «  p .  3,146.    Siehe  Fig.  12. 

n.    Für  die  Ellipse, 

wenn  ein  Eckpunkt  des  eingeschriebenen  gleichseitigen  Dreiecks 
in  einem  der  vier  Scheitelpunkte  liegt: 
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^=Vi 


2+3*2'      ^'^  «24-3*2* 
^""«2  +  3*2- 


Für  die  Dreiecke  aus  den  Scheitelpunkten  der  kleinen  Achse 
brauchen  die  Werte  von  a  und  h  nur  vertauscht  zu  worden,  also 

^~*2  4.3«2 

Es  lassen  sich  also  von  den  vier  Scheitelpunkten  aus  vier  gleich- 
seitige Dreiecke  in  die  Ellipse  einschreiben,  von  denen  die  entgegen- 
gesetzt in  derselben  Achse  liegenden  eina':der  gleich  sind. 

Ist  a  «=  &  V3,  so  wird  x  ^  a^  y  =  *>  also  S  =  2*.  Die  beiden 
Dreiecke  an  der  grossen  Achse  haben  also  die  kleine  Achse  gemein- 
schaftlich, Fig.  14.  Die  beiden  Dreiecke  an  der  kleinen  Achse  haben 
dann 

S  =  6l/4;3l. 

Ist  a>-*y'3,  so  berühren  sich  die  Dreiecke  an  der  grossen 
Achse  nicht,  ist  a<;*y3,  so  greifen  si(9,  wie  die  der  kleinen  Acht<e 
über  einander;  Fig.  13,  15. 

III.    Für  den  Kreis, 

also  a  =  5  =  r  ist  für  jeden  Punkt  der  Peripherie 
S  =  ry3. 

IV,     Für  die  Hyperbel, 
a)  wenn  ein  Eckpunkt  des  pp.  Dreiecks  im  Mittelpunkt  liegt,  ist 


c  _  2. 1/'      a'+h*-aH* 
und  für  die  gleichseitige  Hyperbel,  wo  a  =  i, 

b)  wenn  ein  Eckpunkt  des  pp.  Dreiecks  im  Scheitelpunkt  des 
Hyperbelastes  liegt 
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Im  Falle  ad  a)  muss  a  <!  6  y  3,  ad  b)  muss  «  >  &  y  3  sein,  wenn 
ein  pp.  Dreieck  möglich  werden  soll,  Fig.  16,  17. 

Ist  a=»&y3,  so  fallen,  wenn  der  EckpnnlU  im  Mittelpunkt  der 
Hyperbel  liegt,  zwei  Seiten  des  pp.  Dreiecks  mit  den  Asymptoten 
zusammen  und  es  ist 

Ä=OD. 

V.    Die  gerade  Linie. 
Wir  haben  als  Grundgleichung  der  geraden  Linie 

Daraus  ergiebt  sich  als  Gleichung  fUr  den  geometrischen  Ort 

welche  entwickelt  lautet: 

y2__a:2-2asry~-2^»2^+a:(27/i  +  2«/*)  +  2Äw  — m*— n«  =  0      (2) 

das  ist  die  Gleichung  einer  gleichseitigen  Hyperbel. 

Für  m  =  0,  für  n  =  0  und  m  =  n  =  0  gehen  die  drei  Grund- 
gleichungen über  in: 


a)     y=^(ax  +  f»)±Vx^(ä^  +  l)—x{2aH--'2afj)  +  n^  —  2nb  +  bi 


b)     y  ^  (ax+h)  ±  V xHa^  +  l)  —  x(2m-'2ab)  +m^  +b\ 


C)     y  =  {ax+b)±  yi2(a2-f-l)  +  2aÄH^' 

Von  diesen  3  Gleichungen  ist  die  Gl.  c)  für  6  =  0,  d.  i. 

y  =  x{a±Va^+l) 

kerne  Hyperbel  mehr,  sondern  die  Gleichung  der  geraden  Linie.  Geht 
also  die  gegebene  Linie  durch  den  Nullpunkt  des  Coordinatensystems 
und  ist  der  feste  Punkt  eben  dieser  Nullpunkt,  d.  h.  liegt  der  ge- 
gebene feste  Punkt  in  der  gegebenen  geraden  Linie,  so  besteht  der 
in  der  Aufgabe  gesuchte  geometrische  Ort  in  zwei  ger^ia^n  Linien, 
welche  sich  in  dem  gegebinieu  festen  Punkte  schneiden. 

Es  erübrigt  noch  die  Coordinaten  des  Mittelpunkts,  den  Winkel, 
den  die  x  Achse»  mit  der  Hyperbclachse  bildei,  und  die  Länge  der 
letzteren  für  die  gefundene  gleichseitige  Hy])erbel  zu  berechnen. 

Um  nicht  mit  zu  langen  Fermeln  o])erii'en  zu  müssen,  und  da 
man  immer  das  Goordiuatensysteni  auf  den  gegebenen  festen  Punkt 
verlegen  kann,  so  dass  m  =  n  =-0  wird,  nehmen  wir  die  Gleichung  c) 
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y  =-  ax+b  ±yx«l^?+i)+2a*a:+Ä*  (3) 

als  AuBgangsgleichang  für  obige  Oporationen. 

Zuvor  sei  bemerkt,  dass  unter  „correspondirenden  Punk- 
ten an  der  Hyperbel"  solche  verstanden  werden,  welche  dieselben 
Werte  der  Ordinaten  und  Abscissen,  aber  mit  umgekehrtem  Vorzei- 
chen besitzen.  Daraus  folgt,  dass  die  Yerbindnngslinie  zweier  cor- 
respondirenden Punkte  durch  den  Mittelpunkt  der  Hyperbel  gehen 
und  in  letzterem  halbirt  werden  muss. 

Bestimmt  man  nun  für  eine  beliebige  Lage  der  Hyperbel  die 
Maxima  und  Minima,  so  sind  diese  correspondirende  Punkte.    Aus 

ergicbt  sich: 

!0 
2ab 


o*+l-^a«+l 


Den   Wert   x  = ^-j-r  in  die  Gleichung  (7)  eingesetzt,  gicbt: 

2a^ 

oder: 

2a^ 


,2^i  +  Ä±ft 


J 


-+ 


a«+l 

2b 
a^  +  1 


i  4-2Z» 
Für  a:  =  0  wird  y  =  \   ^  q 


Wir  haben  demnach  als  Maximiiin  und  Minimum  und  correspon- 
dirondo  Punkt«:;  die  durch  die  Abscissen  und  Ordinaten 

2ab  ,     '  2b 

X  «=  0,  //  —  0  und  x  ■---'•  —  ^^a_|_  j        //  =  +  ^^qr^; 

bestimmten;  siehe  Fig.  2. 

Da  der  Mittelpunkt  der  Hyperbel  die  Verbindungslinie  beider 
Punkte  halbirt,  so  hat  derselbe  zur  Abscissc  und  Ordinate  die  Hälfte 
der  Werte,  als  der  Minimalpunkt,  naiiilich 

ab  ,        b 
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Verlegeu  wir  das  Coordiuatensystem  nach  dem  Mittelpunk   der 
Hyperbel,  so  müssen  wir  in  Gleichung  (3)  statt  x 

ab 
und  statt  ^ 

setzen.    Wir  bringen  zueiiit  Gleichung  (3)  auf  den  Ausdruck: 

y^—x^  —  2axy--'2by  =-  0, 
und  erhalten  dann: 

Aufgelöst  und  gehoben,  geht  die  Gleichung  (4)  über  in 
y2— aj8—  2axy  —  ^^  ,  ^  «  0 


(4) 


(5) 


Wir  haben  nun  zunächst  den  Winkel  zu  berechnen,  um  den  das 
Coordinatensystem  gedreht  werden  muss,  damit  die  y  Axe  mit  der 
grossen  Axe  der  Hyperbel  zusammenfällt  Wir  haben  zu  dem  Zweck 
in  Gleichung  (5)  zu  setzen: 

y  =  «sin^+ttcos^, 

X  =  «cos^— tisin^. 
Wir  haben  dann: 

(<sin  O+ttCos^)^ — («cos^— ttsin^)*— 2a  (tein^+ «cos^).(«cos^ — »sin^) 

ar-f-l 

Aufgelöst  und  die  Gleichartigen  zusammengezogen,  giebt 

<»(sin*^—  cos*^— asin2^)  +  tt*(cos*d  -sin*^-f-ösin2^) 

+  w^(2sin2^  — 2acos»'^+2asin«^)  — -jqjY  =  0        (6) 

In  dieser  Gleichnng  (6)  muss 

«*«(2sin2^— 2  a  008^^+2  osin«^)  ==  0 

werden,  und  da  es  2ut  nicht  werden  kann,  so  muss 

8in2^  — a(co8*^  — sin*^)  «  0 
werdep,  woraus:  ' 
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tg2^  =  n  =  tgff, 

Drehen  wir  also  das  Coordinatensystems  um  die  Hälfte  des 
Winkels,  den  die  ursprünglich  gegebene  gerade  Linie  mit  ihrer  x  Axe 
machte  (siehe  Fig.  2)  so  fällt  die  y  Axe  mit  der  grossen  Axe  der 
Hyperbel  zusammen. 

CK 

Setzen  wir  5  statt  ^  in  die  Gleichung  (6)  ein,   so  erhalten  wir: 
w*-<*=-^_^i-cos«  (7) 

Aus  dieser  Gleichung  erhalten  wir  die  Länge  der  Axen,  wenn  für 
y  =  0  der  Wert  von  x  entwickelt  wird,  woraus 

X  =  &(co8a)l 

Die  Länge  der  Axe  von  einem  Scheitelpunkt  der   Hyperbel  zum  an- 
dern,  ist  also  =?(^2-^-jj|- 

Daraus  folgt  nachstehender  Satz: 

Wenn  man  von  einem  beliebigen  festen  Punkte  in  der  x  Axe 
eines  rechtwinkligen  Coordinatensystems  nach  allen  Punkten  der  y 
Axe  Verbindungslinien  zieht,  und  aus  den  Punkten  der  y  Axe  Pai'al- 
lelen  mit  der  x  Axe  gleich  den  entsprechenden  Verbindungslinien,  so 
bilden  die  Endpunkte  dieser  Parallelen  eine  gleichseitige  Hyperbel, 
deren  Axe  (2«)  gleich  der  doppelten  Entfernung  des  gegebenen  festen 
Punktes  von  dem  Schnittpunkt  des  Coordinatensystems  ist;  siehe  Fig.  3. 

Ausgenommen  von  der  Wahl  der  Punkte  ist  der  Schnittpunkt  der 
Coordinaten,  welcher  nach  demselben  Verfahren  die  Asymptoten  zu 
der  gleichseitigen  Hyperbel  liefert. 

Magdeburg,  im  Sommer  1872. 
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XIX. 
Ueber  Uarmonikalen  im  Dreieck. 

Von 
Emil  Hain. 


I. 

Ist  pa  die  Noraiale  eines  Punktes  P  auf  die  Seite  n  des  Drei- 
eckes ABC^  so  ist  die  Gleichung  von  PA 

Ph        pc 

wo  Xh^  xc  den  Normalen  irgend  eines  Punktes  der  PA  auf  die  Seiten 
b  und  c  proportional  sind.  Die  Gerade  PA  trifft  BC  in  A\  Die 
Gleichung  von  B'C'  ist  dann: 

^    .    ^c a[a  __  ^ 

Ph        Pc        Pa 

denn  sie  geht  durch  den  Punkt  B\  den  Schnittpunkt  der  PB  und 
AC^  bestimmt  durch  die  Gleichungen 

Xc        Xa         ^  >.. 

Pc        Pa 

und  durch  den  Punkt  C,  den  Schnittpunkt  der  Geraden 

Xa       Xh        .,  .. 

—  -     =  0,       Xc  =-^ 
Pa        ph 

Die  B'C  schneidet  BC  in  einem  Punkt  ^j,  dessen  Gleichungen  sind: 
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Xb    ,    Xc        Xa  ^ 

pb    '    pc        pa  ' 

woraus  folgt,  dass  A^  ein  Punkt  der  Geraden 

pn        Pb    '   pc 

ist  Zugleich  liegen  in  dieser  Geraden  auch  die  Punkte  B^^  Q. 
Weil  nun  die  Punktreihe  Ä^A'BC  harmonisch  ist,  so  nennt  man 
diese  Gerade  die  Harmonikale  des  Punktes  P.  Ist  nun  P  ein  Sym- 
metriepunkt des  Dreieckes,  so  ist  seine  Harmonikale  eine  Symmetrie* 
gerade  des  Dreieckes.  Fällt  z.  B.  P  mit  dem  Schwerpunkt  zusammen, 
80  ist  dessen  Harmonikale  die  unendlich  entfernte  Gerade  in  der 
£bene  des  Dreieckes. 


n. 

Die  Entfernung  des  Höhenpunktes  von  seiner  Har- 
monikaien ist  zu  bestimmen. 

Hier  ist  pa  =  2rcosßcosy,  wenn  «,  j3,  y  die  Winkel  und  r  den 
Umkreisradius  des  Dreieckes  bezeichnen.  .  Demzufolge  ist  die  Glei- 
chung der  Harmonikaien  des  Höhenpunktes: 

ZxaCO^U  «  0 

Nun  ist  nach  den  Formeln  f£ü*  trimetrische  Coordinaten  der  Abstand 
des  Punktes  xa   von  der  Geraden: 

a^xa-^rh^xb-^c^xc  =  0 
gegeben  durch: 

^OtX^ 

V  2"«i2  —  25fl7*i  cos  y 
Hier  ist: 

Sa^Xa  =^  JScosa.2rcos/Jco8y  =  GrZIcos« 
i?  V  =  ^cosa»  =  1  —  271  cos« 
2^/7i&xCOsy  =  677  cos« 

Die  ZQ  bestimmende  Entfernung  hat  demnach  zum  Ausdruck: 
672cosa  _  3(P 


y  1  —  SHcos  « *         iP{F—  iO) ' 

wo  F  den  Flächeninhalt  des  Urdreieckes  und  <P  den  seines  Höheu- 
fusspunktdreieckes  bezeichnet. 
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m. 

Die  Harmonikale  des  Inkreiscentrnms  steht  senk- 
recht anf  der  Centrale  des  In-  und  Umkreises. 

Für  das  Inkreiscentrum  J  hat  man  pa  =  q.  Die  Harmonikale 
von  J  hat  also  die  Gleichung:  üxa^O. 

Die  Normale  des  Umkreiscentrnms.  U  auf  a  ist  rcosa. 

Die  Verbindungsgerade  zweier  Punkte  Safci'  hat  die  Gleichung: 

Somit  ist: 

UJ=  Zxaicosß'-cosy)  =  0 

Sollen  nun  zwei  Gerade 

Ea^xa  =  0     und     Za^xa  =  0 

einander  senkrecht  schneiden,  so  muss  sein: 

Za^a^  =  2?(iijÄj+ii2&,)cosy 
Hier  ist: 

£aj^a2  =  2^  (cos /5— cos  y)  =  0 
JS(o,/>24"^?^i)co3y  =  2?(cos/J — cos«)  cos  y  =  0 

womit  die  aufgestellte  Behauptung  bewiesen  ist 

IV. 

Das  Rechteck  aus  dem  Perpendikel  vom  Inkreis- 
centrum auf  seine  Harmonikale  und  dem  Abstände  der 
In-  und  ümkreisccntra  ist  dreimal  so  gross  als  das 
Eechteck  aus  In-  und  Umkreisradius. 

Ist  e  das  Perpendikel  von  J  auf  seine  Harmonikale,  so  ist  nach 
der  in  IL  gebrauchten  Formel: 

Hier  ist: 

cfi  =«  1 ,    jTrt'  -=  p,    üa^xa  =  Sg 

2a^^'-2£aj,biCmy  =  3  —  22:  cosa  =  3— 2  (^M  =  '^ 

Also: 
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und 


Es  ist  der  Flächeninhalt  des  Dreieckes  zu  bestim- 
men, das  von  den  Harmonikaien  des  In-  and  Umkreis- 
centrnms  und  des  Höhenpunktes  gebildet  wird. 

Die  gesuchte  Fläche  sei  W.  Die  Gleichungen  der  drei  Harmo- 
nikaien sind: 

£xa  «=  SxaCOBa  =  ^aJaCOSjScosy  ■=»  0 

Das  von  den  drei  Geraden: 

Za^xa  =  Sa^xa  «  Za^xa  =  0 
gebildete  Dreieck  hat  zum  Flächeninhalte  den  Ausdruck: 


«1*1^1 

t 

8rF« 

«2     h     ^ 

«8    h    C%\ 

Ol    h    H 

a,   h^    Ca 

«8     *S     «8 

a%   h   ^% 

• 

«S    ^8     <?8     • 

ff,     *,     «1 

a     h     c 

a 

h      C    \ 

a     i    c 

Sind  femer  xaaxbatxiea  bzhw.  die  Normalen  von  A\  B\  C  auf  a, 
so  ist: 

öCo«  Xa6  a^flc  ! 


A^'Ä'C'  =  2F 


Demzufolge  ist: 


^  = 


0^6(1  a^M   fl?6r    I 

,  i 

I   Xea  Xeb   Xee  \ 


WO 


D  = 


A 


111 

cosft  cosj?  eosy 

cos/3cosy    cosycosa    coscrcos/S 

1  1  II 

cosa     cosjS      cosy- 

a  h  e    \ 
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A  = 


/>, 


cosa  cosj3  QO^y 

cos ^  cos y  cos y  cos«  cos  et  cos /5 

a  b  c 

I  cos  ß  cos  y  cos  y  cos  a  cos  er  cos  ß 


1 


Nun  ist: 


also 


Q  Q  Q 

AJÜH=:^\      rcosrr  r  COS/3  rcosy 

|2rcos/3cosy     2r  cos  y  cosa    2rcosaco8P{ 


Aehnlich  lassen  sich  D^  D^  D^  aasdrücken ,  wenn  wir  don  Punkte 
dessen  Coordinaten  abc  sind,  berücksichtigeh.  Es  ist  dies  der  von 
Grebe  (Archiv  IX.)  untersuchte  Punkt.  Bezeichnen  wir  ihn  mit  tr, 
so  ist,  weil  für  ihn 

2aF 


AJUG^-^-^ 


Q  Q 

V  cos  a       r  cos  ß 
2aF  2bF 


Q 
rcosy 
2cF 


A  UHG^ 


2F 


r  cos  et  r  cos  ß               r  COS  y 

2r  COS  ß  COS  y  2r  cos  y  cos  «  2r  cos  ot  cos  j5 

2aF  2hF                  2cF 

Sa^  2a^                  Ha^ 


2r^ 


^HJG 


Also  ist: 


I  2r  cos  ß  «OS  y    2r  cos  y  cos  a    2r  cos  o  cos  jS 

r  ^^  ^  Q  9 

2aF  2bF  2cF 


2F 


Sa^ 


En^ 


£n^ 


2r^9 


=  ^*A 
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D^^—t^  ÜHG 


Nach  Snbstituirung  dieser  Werte  erhalten  wir  daiin: 


W  = 


(-2fl¥    A  JÜG .  /^UHG  .  A  ^^-W  * 


Wien,  den  2.  November  1874. 


T«ü  LVII.  Sl 
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XX. 
Yerschiedene  8ätee  über  das  Dreieck. 

Von 
Emil   Hain, 


I. 

Das  Dreieck  ans  den  Mitten  der  Höhen  eines  Drei- 
eckes hat  znm  Flächeninhalt  den  Ausdruck: 


F. 


16  r« 


wo  «,  *,  c,  r,  F  Seiten,  Umkreisradius  und  Flächeninhalt  des  ür- 
dreieckes  hezeichnen. 

Ist  Ha  die  Mitte  der  Höhe  auf  a^  a  der  Gegenwinkel  dieser  Seite 
und  sind  die  Normalen  von  Ha  auf  a^  b^  c  heziehungsweise  xaa,  r,^ 
xnej  SO  findet  man: 

TP  TP  JP 

Xaa^-t      iTrtt«-"  cos y,     «o«  =» -COS/3. 


a 


a 


n 


Nach  den  Formeln  für  trimetrische  Coordinaten  ergieht  sich  dann: 

Xaa  SCab  Xac 
Xba  Xbb  ÜPbe 
Xca     Xcb     Sßee 


dHaHiH^ 


abc 


F 

8 


1  cosy  cosj? 
cos  7  1  cosa 
cosj?    cosa     1 


■g  (1  +  2  ilcos  «—  Zcos  a«) 
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21  cos  a^+ 2  neos  a  =  1    und 

-Sa»— 8r^ 


JScosa»  =  3 —  Ssma^  = 


4r« 


2;«*  — 8r*       F 

dHaBhüc  =  F , -r-^ =   o.  il cos« 

woraus  sich  auch  der  Satz  ergiebt: 

Das  Dreieck  aus  den  Mitten  der  Höhen  eines  Drei- 
eckes ist  viermal  kleiner  als  das  Höhenfusspunktilrcierk 
des  ürdreieckes. 

IL 

Verbindet  man  die  Mitte  einer  jeden  Dreierkscito 
mit  der  Mitte  der  zugehörigen  Höhe,  so  schneiden  sit  li 
diese  drei  Geraden  in  einem  Punkte. 

Ist  A*  die  Mitte  der  Seite  a  und  sind  jp«/?,  jinh^  pnc  die  KorTnalpu 
von  -4'  auf  «,*,<?;  so  erhält  man: 

F  F 

pna  =  0,     pab  ==  7"  >        pac  =  "• 

Die  Normalen  Yon  Ä,  der  Mitte  der  Höhe  auf  o,  seien  pn/^  pau 
pnc»    Die  Gleichung  der  Ä'Hn\\i  trimetrischen  Coordinaten  ist  dann: 

2xa{pabpac  * — pacpah')  == 
-    (cCOSjS  —  ÄC08y)arrt  +  ^«'ö  —  <^^c  =»  0 
Wir  haben  also: 


A'  Ha  =  ( ja-a+*fCb  — cXc 

B'  Hh'=i  —  «a««  +  ( — ^ — \xh-\-cxc 
Cf  Hc^i-^-aaca  —hsch  +  l  ~^ — )  ^^ 


Man  hat  aber  für  den  Flächeninhalt  <P  des  von  drei  Geradeu 
aiXa-\-b^xh']rCiXc  ==  0 

l^ebildeten  Dreieckes  den  Ausdruck: 

tfl» 
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(P- 


*h  Kci 

s; 

2nhcF 

/lg   ^2   <^i 
«3   &3   Ca 

;  «1  ''1 

^1   1 

«2   h    ^2    \ 

"a 

h  H  i 

\»i  h 

^2     . 

n^  />3  ^3  1  . 

^1 

^>i  ^1  ! 

\  n    h 

c    1 

a 

Ä     c           1 

a 

Ä    e 

Itt  nusorem  Fall  ist: 


1   p^—h'^ 


"  h 


I    ff,   />,    rj 

I 
I 

i 

'^i   '^a    ^Ä  !        "1"^''  ""^'' 


I 
—  r 


ff,  />,  c, 


"2   *2   ^2    (    = 


a    h    c 


ff  '     ' 

ff2-r2 

+  ff,  +/.  +e 


ff/> 


(«4^^4_^) 


Verschwindet  eine  der  Determinanten  des  Nenners  im  Ausdruck 
<P;  9o  zeigt  dies,  dass  zwei  der  Geraden  A' Hn  einander  parallel  sind. 
V\\v  don  möglichen  Fall  also,  dass  die  Summe  der  Biquadraten  zweier 
liiL'iiTkseiten  gleich  ist  dem  Biquadrat  der  dritten  Seite,  wird  0 
\\\v\A  Null  und  es  erleidet  die  aufgestellte  Behauptung  in  dieser  Be- 
/L(  iiuiig  die  angedeutete  Modification. 


L 


m. 


Wird  jede  der  Seiten  eines  Dreieckes  in  drei  gleiche 
Teile  geteilt  und  jeder  Teilungspunkt  mit  der  Gegen- 
iM'ke  verbunden,  so  bilden  diese  Transversalen  ein  Sech- 
i^ck,  dessen  Seiten  ihnen  proportional  sind,  und  in  wel- 
rhtm  sich  die  Verbindungsgeraden  der  Gegenecken  in 
einem  Punkte  schneiden. 

Auf  den  Seiten  eines  Dreieckes  ABC  liegen  der  Reihe  nach  die 
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B  Ac  Ah  C 
C  Ba  Bc  A 
A     Cb     Ca     B 

und  zwar  so,  dass: 

B  Ac  ==  Ac  Ab  =  AbC=  i^ 

b 

CBfi  =  BaBc  =  BcA  =  ;: 
ACb  =-    CbCa==-  CaB  -=^' 

Der  Durchschnitt  von  BBc  und  CCb  werde  mit  A^  der  von  Bßa  und 
CCa  mit  A2  bezeichnet.  Wir  haben  dann  das  Sechseck  A^A^BiB.^ 
6^62,  für  welches  die  obige  Behauptung  zu  erweisen  ist. 

Zunächst  wollen  wir  zeigen,  dass  sich  die  Geraden  A^  A,j  in  einem 
Punkt  treffen. 

Es  sei: 

Winkel    BAA^  =  ö,     CAu\^  =  €,    AA^  =  x 

so  ist: 

dBAA^']-/SBeAA^  =  /iBABc 

JCbAAi  +  ^C  A^ii  --  JCACb 

woraus  folgt: 

b  c 

cficsinÄ-J- o«  sin«  ==  öaJ8in5-|~^^*S"'^ 

sin  Ä h 

sin  £       c 

d.  h.  die  Geradon  AA^  schneiden  sich  in  einem  Punkt. 

Betrachten  wir  nun  den  Schnittpunkt  A^  der  Transversalen  BBa 
CCa  und  setzen  wir: 

Winkel  BAA^  =--=  ö\     CAA^  =  c',    AA.^  -=  1/ 

so  erhalten  wir: 

JBAA^-^-JBaAA^^  JBABa 
J  CaAA^'\'  dC  AA^=:J  CA  Ca 

c-y8ind'+  -ö-  s^sin  e'  ^  ^cy^inö'  +^^sin£' 

sin  6' b 

sin  b'       c 
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weshalb  sich  auch  die  Geraden  AA^  in  einem  Punkt  schneiden.    Nan 

ist  aber 

,,  ,    ,      sind       sind' 

*  *     '     sin  €      sin  £ 

also  auch: 

(5  =  6',      £  =  €' 

Es  treffen  sich  demnach  auch  die  Geraden  A^A^  in  einem  Punkt. 

Um  nun  den  andern  Teil  des  aufgestellten  Satzes  zu  beweisen, 
betrachten  wir  zuerst  das  Dreieck  ABC  mit  den  Transversalen  BBc 
und  C'ft,  die  sich  in  A^  treffen. 

Weil  J A^B C CO ^ A^BcCby  so  gelten  folgende  Gleichungen: 
AjBc  ^  A^Cb 

Ä^B        *""  ^iC 

A^Bc  _  .  __  ^1  ft 
BBc  ^  *  ~"  CCb 
A^B   _     _  A^JO 

BBc  "~* "~  ca 

oder: 

A^Bc  =  {BBc,     A^B^  \BBc 

A^ C\  =  I ca,     A^C  ^i  CCh, 
Ziehen   wir  nun  im  Dreieck  ABC  die  Transversalen  BBa  und  CT« 
mit  ihrem  Schnittpunkt  ^j)  so  ergibt  sich  in  Folge  der  Aehnücfakeit 
der  Dreiecke  A^BC  und  ^gi^aC«:* 

A^a^'2^A^Cn 

Ä^B        3       kjC 

ÄöT^ö  ^  'cc^ 

A^B  _  3  _  -^jC 

BBa  ""  5  —  CCa 

oder: 

^2-0«  =  \BBa,     A^B  «.  J  BBa 
A^  Ca  =  ?  CCa,      A^C  =  ;  CCa 

Die  Transversalen  CCa  und  J5Ä  schneiden  sich  in  ^„  CC«  und 
AÄc  in  jÖj. 

Somit  ist: 

A^B^  =  B^C^A^C 
Weil  aber 

■öj  C  —  4  CCa,     -^2  C  ^s  j  CCa 

so  erhalten  wir  schliesslich: 

•^B\  =  i  CCa  —  J  CCa  =  1«  CCa* 

Wien  den  8.  October  1874 
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XXI. 
Hlscellen« 


AufgalK)  Aber  berfihrende  Kreise. 

Gegeben  sei  eiu  Dreieck  A^A^A^.  Ans  den  Ecken  als  Mittel- 
pankten  beschreibe  man  l^reise,  welche  sich  wechselseitig  bcrtlhreu. 

Die  Seite  A^A^  des  Dreieckes  bezeichnen  wir  kurz  a^^  ebenso 
kgulg  =  «1,  A^Ai  =  a^.  Die  Halbmesser  der  gesuchten  Kreise 
^19  ^i^  ^89  ^^^  d^i*  Bedingung  ist 

rs  +  Ctn^a^ 

wo  c  =  + 1,  je  nachdem  sich  die  Kreise  von  aussen  oder  von  innen 

berühren.    £s  ist  klar,  dass  entweder  alle  c  positiv  sein  müssen  oder 

eins  positiv  und  die  übrigen  negativ,  woraus  vier  Lösungen  sich  ergeben. 

Da  stets  unter  unser  Annahme 


=  2 


1      Ci 

0 

0    1 

«s 

leg   0 

1 

ist,  so  ist 

«3  cj  0  1    ff^O  I  1    c^  a^  I 

^1  =  i     «1  1    Cg     ,        rg  =-  i     0    ö,  Cg  ,        »-8  =  i  I  0    1    «1  1 

«2  0     1  j    Ci    «2    1  ,    Cj    0     «2    ! 

Sind  alle  c  positiv,  so  ergiebt  sich  uns  der  bekannte  Ausdruck 

aus  welchem  die  Weite  für  r^  und  r»  durch  cyklische  Vertauschung 

des  Indices  sich  ergeben.  Karl  Zahradnik. 


Digitized  by 


Google 


328 


MiüceUen, 


Beispiel  einer  einseitigren  Flüclie. 

Die  ebene  Curve,  welche  bei  Variation  von  u  ein  Punl^t  mit  deu 
rechtwinkligen  Coordinaten 

Z  =:  8in?4{ccos?^  —  {d-\-eco^u)9\\iv\ 

erzeugt,  verändert  sich  mit  /;  periodisch  derart,  dass,  nachdem  v  ein 
Intervall  =  n  durchlaufen  hat,  die  Endcurve  wieder  in  die  Anftmgs- 
curve  fällt,  während  ihre  Aussen-  und  Innenseite  sich  vertauscht 
haben.  Lässt  man  also  die  Curve  um  eine  beliebige  Axe  rotiren,  so 
dass  sie  gleichzeitig  mit  jener  Variation  eine  Umdrehung  vollendet, 
so  erzeugt  sie  eine  Fläche,  deren  beide  Seiten  stetig  in  einander 
übergehen,  also  eine  einzige  Flächenseite  bilden.  Es  wtirde  leicht 
sein,  diese  Fläche  noch  auf  mannichfache  Weise  zu  verallgemeinern. 
Wir  wollen  statt  desstm  nur  ihren  einfachsten  Fall  betrachten,  vo 
a  =  ^/  =  0,  />  =  V  =  fi  =  1,  die  z  Axe  Rotationsaxe,  und  die  Rota- 
tionsgeschwindigkeit die  Geschwindigkeit  von  2v  ist.  Dann  sind  die 
Gleichungen  der  Fläche: 

X  =  cos  u  cos  2^- ;    y  =  cos  n  sin  2y ;    z  =  sin  u  (cos  v  —  cos  u  sin  r) 

Sind  ;j,  </,  r  die  Richtungscosinus  der  Normale,  tdiibv  das  Flächen- 
element,  so  findet  man: 


pt  = 


8y 

du 

dv 

8:> 

ötr 

S?i 

iv 

\  2  (sin^t?  —  cos'iA  cos^ü)  cos  v 

\  -\-  2  (cos^?^ — cos^w  sin'*?; — sin^  cos  2t?)  cos  t*  sini' 


fft  = 


rt 


dz   dz 
dtb  Sv 

Sx  dx 
> dn  dv i 

dx  dx  ! 
du  dv 

dy   dy 
du  dr 


Hl' 


[yXiihb  —  2(1  +  cosM  cos^t?]  sin  v 
[sin^w  +  2  (1  —  3co8*m)  sin^r]  cos  w  cos  w 


=  — 2  sin  7*  cos?* 


Diese  Ausdrücke  wechseln  bei  Substitution  von  — m,  <?-|--  für  «,  f 
ihre  Vorzeichen,  während  die  von  x^  y^  z  unverändert  bleiben,  also 
geht  in  jedem  Punkte  der  Fläche  die  Normalenrichtung  in  die  eut- 
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gegongesetzte  über.  Es  kann  sich  nur  noch  fragen,  ob  die  Normale, 
am  dahin  zu  gelangen,  einen  Punkt  der  Unstetigkeit  überschreiten 
muss.  Sie  kann  nur  unstetig  oder  unbestimmt  worden  für  «  =  0. 
Hier  wird  rt  =  0,  also  »  eine  ganze  Anzahl  Rechte.  Dieser  ent- 
sprechend findet  man: 

«*=/)«=  I  2*  "=* 

^}    — 2y2cos2t;co8(i>  + j)i~2V2sin2t^cos(i;±  J) 

i«\!  .  .   .  ' 

-;     /  1  sm2t7sinv  ;  — cos2t7  8iD2^ 

Demnach  verschwindet  t  für 

also  nur  in  einem  Doppelpunkt  und  in  2  symmetrisch  auf  der  z  Axo 
liegenden  Punkten.  Auf  jedem  Wege,  der  diese  3  Punkte  vermeidet, 
geht  die  Normale  stetig  in  die  entgegengesetzte  über,  wofern  uiir  da- 
bei t;  um  TT  wächst  oder  abnimmt. 

Was  zunächst  die  Erzengende 

Q  —  cosw;    z  =»  sin  u  (cos  V — cos  n  sin  r) 

betrifft,  so  ist  sie  immer  symmetrisch  zur  p  Axe,  und.  wenn  v  von 
0  au  wächst,  anfangs  ein  Kreis;  dann  krümmt  sie  sich  stärker  bei 
i*  =  0,  erlangt  für  w  =  arcsinyj  Punkte  der  Nullkrümmung  bei 
tt  =  +iÄ,  aus  denen  weiterhin  je  2  Wendepunkte  hervorgehen,  be- 
stimmt durch  di&  kubische  Gleichung 

2  cos*M  —  3  cos  u  +  cot  w  =  0 

deren  eine  Wurzel  immer  >  1  ist.  Sobald  v  den  Wert  {n  erreicht, 
trifft  der  eine  Wendepunkt  mit  seinem  Gegeupunkt  in  t*  =  0  zu- 
sammen und  wird  hier  ein  Rückkehrpunkt.  Wächst  v  weiter,  so  ent- 
wickelt sich  daraus  eine  Sehling(',  die  beständig  wächst  und  für 
»  =«  Jw  dem  andern  Teile  der  Curve  -congruent  wird,  so  dass  die 
ganze  die  Form  8  hat  Von  da  an  vertauschen  die  beiden  Teile  der 
Curve  ihre  Phasen  und  durchlaufen  sie  umgekehrt.  Der  Abstand 
beider  Scheitel  vom  Anfangspunkt  bleibt  beständig  »  1. 

Hieraus  folgt  für  die  Fläche,  dass  sie  von  den  Ebenen  der  xy 
uud  yz  symmetrisch  geteilt  wird.  Die  Schnitte  beider  sind  Doppel- 
linien, der  der  erstem  ein  Kreis  vom  Radius  1  um  den  Anfangspunkt 
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in  welchem  sich  die  Fläche  selbst  berührt,  der  der  letztem  die  oben- 
genannte  Cnrve  mit  dem  Rückkehrpunkt,  in  welcher  sich  die  Fläche 
schneidet.  Im  voraas  bekannt  ist  femer  die  DoppeLlinie,  welche  der 
Knoten  der  Doppelschlinge  in  der  xy  Ebene  beschreiben  muss.  Um 
überhaupt  alle  Doppellinien  zu  finden,  suchen  wir  die  Wertsysteme 
(tw)y  (iiit?i),  denen  gleiche  a:,  y,  z  entsprechen.    Für  diese  muss  sein 

ic*+y*  =  cos^tt  =  coB*i*i ;     -  «.  tg2tj  =  tg2tfi 

OS 

wofern  nicht  x  und  y  null  sind.    Dem  genügen  die  Werte: 
Wji  «=  tt,     7t — f»,     jr-|-"i     2n  —  u 

Mit  Rücksicht  auf  die  Vorzeichen  von  x  und  y  lassen  sich  diese  nnr 
folgendermasscn  combiniren: 

wi  =  «  +  «*;    »i=»±2 

«ij  =  2w — u\    v^  =  V 

ohne  Beziehung  der  Doppelzeichen.  Das  Doppelzeichcu  vor  t*  kann 
nur  2  entgegengesetzten  z^  also  2  identischen  oder  symmütrischco 
Curvcn  entsprechen;  nehmen  wir  daher  nur  das  untere  Zeichen. 
Dem  entspricht 

z  ==  sintt(cost?  — costtsin»)  im  ersten  Falle 
=  sintt(^sint;±cosMCos»)  im  letzten  Falle 
«  — Sinti  (cos» — cosMsinv) 

das  ist  entweder: 

sint*  «=  0 

oder  beziehungsweise: 

(cosv  ±_  sint?)  (1  +  costt)  «  0    oder 
cosv  —  cosMsin»  =  0 

Die  Doppellinien  werden  demnach  gebildet 

1)  von  den  2  identischen  Kreisen  u  =  0  und  u  =s  tp  in  der 
xy  Ebene; 

2)  von  den  2  identischen  Curven  »  =»  j  und  « =  -j-   in  der 
yz  Ebene; 

3)  vom    geometrischen    Orte    des    Knotens    der   Erzeugenden 
POS  2«  =  coto  in  der  xy  Ebene. 
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Hierzu  kommt   noch   4)  die   x  Axe,   weil  fttr  a;  »  0,  ^ »-  0, 
V  nnbestimmt  bleibt. 

Die  zweite  dieser  Doppellinien,  deren  Gleichungen  sind 

u 
a:  =  0;    y  =  cosu;     «  =  y28int*8in*^ 

oder 

dargestellt  in  Fig.  2.,  hat  bei  t»  =  0  einen  Rttckkehrpunkt  A,  und 
bei  tt  —  4:arc8in(2~43l)  zwei  symmetrische  Wendepunkte  E^  E\ 
Sie  nmschliesst  einen  Flächenraum  gleich  einer  Kreisfläche  vom  Ra- 
dius 2~T.    Ihre  Länge  ist  elliptisches  Integral. 

Die  dritte  Doppellinie,  deren  Gleichungen  sind 

X  =  cott^cos  2v\    y  =  2  cos%7 ;    a  =  0 


oder 


«^*=2~y^^~^^''      '==^^ 


dargestellt  in  Fig.  1.,  besteht  aus  einer  Schleife  AFOF\  die  bei 
v=.\it^  d.  i.  im  Anfangspunkte  O,  die  x  Axq  berührt,  sich  selbst 
bei  V  =  i;r,  d.  i.  in  -4  bei  y  =  1,  rechtwinklig  schneidet,  der  Glei- 
chung gemäss  über  diesen  PuJikt  hinaus  sich  in  2  Armen  ins  unend- 
liche erstrecken  und  die  Gerade  y  =  2  zur  Asymptote  haben  würde, 
eine  Fortsetzung  jedoch,  die  nicht  zur  Fläche  giahört.  Der  Flächen- 
inhalt der  Schleife  ist  =  \{n — 1).  Der  Bogen  ist  elliptisches  Inte- 
gral 1.  und  2.  Gattung  für  den  Modul  yj,  die  Länicre  der  ganzen 
Schleife 

=  2  V2(Ä'^J^'+l)+21og(y2  — 1) 

Fig.  1.  stellt  die  Fläche  projicirt  auf  die  xy  Ebene  dar.  Sie 
wird  von  dem  Doppelkreise  1)  umschlossen,  innerhalb  dessen  4  Blätter 
über  einander  liegen.  Die  mittelsten  vertauschen  sich  in  der  Doppel- 
linie AFOF\  die  2  Paar  äussern  in  der  Doppellinie  2)  deren  Spur 
AOB  ist 

Die  Fläche  besteht  aug  Teilen  von  verschiedenem  Vorzeichen 
des  Krftmmungsmasses.  Bezeichnet  K  das  Product  der  Hauptkrüm- 
mungen, so  findet  man: 

2      •    =  — l+2cos*t«  +  3cos*f*+(l  —  15cos*tt-j-6cos%)co8%tgt? 

—  (15  — 36C08^+  17  COS^)  C08*f*tg*r 

Hiernach  verschwindet  K  für  2  Werte  von  tgt?,  wenn 

«in^t*  (60 — 205  cos^n  +  cos^* + 60 cob%+  36  cos»«)  <  0 
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ist.  Die  Klammer  verschwindet  nur  für  einen  Wert  von  cos^ 
zwischen  0  und  1,  nämlich 

cos^  ==  cosS  =  0,3027245 
uq  -=  0,629100  Rechten 
und  ist  negativ  für 

— Mo  <;«*<;  «0  önd  TT— Wo  <;»•<  »+% 

Beide  Intervalle  entsprechen  nur  2  symmetrischen  Phasen.  Innerhalb 
eines  jeden  stellt  die  Gleichung  K  =0  eine  Curve  dar,  welche  da^ 
ungleichartig  gekrümmte  Areal  der  Fläche  umschliesst.  Solcher  Arealf 
gicbt  es  4,  die  in  Bezug  auf  die  Ebenen  der  yz  und  der  xy  symme- 
trisch sind.  Die  gemeinsame  Projection  zweier  von  ihnen  ist  in 
Fig.  1.  umgrenzt  von  der  Curve  AGHJ  verzeichnet.  Das  Stück  AGH 
gehört  der  äussern,  das  Stück  AJH  dc^r  inneru  Fläche  an.  Klappt 
man  dies  ebene  Flächenstück  um  die  y  Axe  um,  so  erhält  man  die 
Projection  AG'HJ'  der  beiden  andern  Areale,  so  dass  die  Areale 
AJ'H  zwischen  den  Arealen  AGH^  und  die  Areale  AJH  zwischeu 
den  Arealen  A  G'H  liegen.  Die  Durchschnitte  der  Curve  JT  =  0  mit 
den  Coordinatenebenen  sind  bestimmt: 

(r  durch  cos w  =- yj,    »  =  0,    x^^\^    y  =  0,    z  =  yi 
A  durch  w  =  0,     r  =  T,    ip  =  0,    y  =  li    «  =  0 
TA      i.  l/l8-y69  n  l/l8— y69 

J  durch   COBM  =  1/ ^y •       «>  ==  2'       a;  =  — 1/  :r~ —  » 

y  191/69^=^7 

//durch  u  =  1,615  Rechte,    «=  -i,  «=0,  y== —0,567,  »«0,913 

Ist  R  der  Radiusvector  der  Fläche,  so  hat  man: 
R^  =  cos^w  -|-  sin^i*  (cos  v  —  cos  m  sin  r)^ 
Das  absolute  Maximum  von  R  findet  st£|j;t  für 
costt  «=  — tgv  =-  +  VI 
nämlich  in  den  4  Punkten: 

und  ist 

Ä-iT/5 

Der  Punkt  A  ist  einer  von  denjenigen,  wo  t  verschwindet,  daher 
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ist  er  näher  zu  untersuchen.  Hier  werden  die  vollständigen  Diffe- 
rentiale 

Solange  also  3?'  nicht  null  ist,  giebt  es  nur  eine  einzige  Tangential- 
richtung,  die  der  x.    Sei  dagegen  tf  constant  ^  {n\  dann  wird 

aa;  =  0;     3y  =  — sint*3i*;     3a  =  y2sin^ö(l+2cost*)3i* 

dz 
demnach  verschwindet  ^    in  ^,  und  man  erhält  als  zweite  Tangent« 

die  y  Axe.  Wenn  also  ein  Punkt  auf  verschiedenen  Wegen  nach  A 
rückt,  so  liegt  die  Endrichtung  der  Normale  inmier  in  der  yz  Ebene, 
kann  aber  für  jeden  Weg  eine  andre  sein.  Nur  der  Weg  längs  der 
Doppellinie  v  ^  {n  ist  in  anderm  Falle:  hier  fällt  die  Normale 
schliesslich  in  die  Ebene  y  =^\, 

Um  die  Normale  näher  zu  bestimmen,  setzen  wir  t?  =«  v^  +  i^«; 
dann  geben  die  obigen  Ausdrücke,  auf  die  niedrigsten  Potenzen  von 
?*  und  »1  entwickelt: 

pt  =-.4y 2.»!^;    qt  -=  V2(2t?i— «»)-,    ri  =  —  2« 

Solange  u  und  v^  unendlich  kein  gleicher  Ordnung  sind,  fällt  dem- 
nach die  Normale  in  die  yz  Ebene  und  varürt  darin  mit  dem  Yer- 
hältniss  uxv^.  Verschwindet  v^  gegen  u,  oder  u  gegen  v^,  so  geht 
die  Normale  stetig  bzhw.  in  die  Richtung  der  z  oder  der  y  über. 
Da  tt  und  v^  über  0  hinaus  variiren  können,  so  kann  die  Normale, 
nach  dem  verschiedenen  Wege,  auf  dem  sie  nach  A  gelangt,  daselbst 
jede  zur  x  Axe  normale  Richtung  im  ganzen  Umkreise  annehmen; 
immer  aber  wird  sie  über  A  hinweg  stetig  variiren,  wofern  nur  das 
Verh&ltniss  von  u :  v^  stetig  varürt. 

Femer  sind  in  gleichem  Falle  die  2  symmetrischen  Punkte 

u-^+^\     »=»0;     «  =  0;     ^  =  0;     «  =  ±1 

Hier  ist 

3aj  =  —  3w;     3y  =  0;    3«=0 

folglich  giebt  es  auch  hier,  solange  du  nicht  null  ist,  nur  eine  einsige 

7t 

Tangente,  in  der  x  Richtung.  Ist  hingegen  u  constant  =^±2' 
so  findet  man: 

3«  =  0;      dy  =  0;     3a  =  +  sin»3t; 

also  ist  die  z  Axe  eine  zweite,  und  zwar  gemeinsame  Tangente. 
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n 
Zur  Bestimmung  der  Normale  seien  ««^  =  2—1*  und  v  unendKch 

klein;  dann  giebt  die  Entwickelung: 

pt  =  2(ü«— t*!^);      9«  =»—(«1  +«');       r^  =--2a, 

Sind  also  tJi^  und  z;  von  gleicher  Ordnung,  so  fällt  die  Normale  in 
die  yz  Ebene  und  kann  hier,  je  nach  dem  Wege,  alle  zur  x  Axe  nor- 
malen Kichtungen  haben.  Verschwindet  Mj  gegen  9,  so  ist  die  finale 
Richtung  die  der  y\  verschwindet  hingegen  v  gegen  u^,  so  ist  dieselbe 
die  Diagonale  des  Rechtecks  aus  den  Strecken  y  und  1 — ;s  =  2^. 

Hiermit  ist  gezeigt,  dass  man  von  jedem  Punkte  der  Fläche  bis 
zu  demselben  Punkte  jeden  beliebigen  Weg  längs  der  Fläche,  auch 
über  die  3  ausgezeichneten  Punkte,  bei  stetig  variirender  Normale 
verfolgen  kann,  und  dass,  wofern  nur  das  Intervall  von  v  eia  ün- 
geradvielfaches  von  n  ist,  die  Normale  in  umgekehrter  Stellung  am 
£nde  des  Weges  ankommt.  Dies  ist  es,  was  die  Eigenschaft  der 
Einseitigkeit  ausmacht.  R.  Hoppe. 


Yolumes  des  solides  engendr6s  par  la  r^volution  des  polygrones 
r^guliers  antour  d^nn  de  leui*8  cdt^s. 

Th6ordme.  Lorsqu'un  polygone  regulier  fait  une  re- 
volution  entiöre  autour  d'un  de  ses  cöt^s,  il  engendre 
un  solide  äquivalent  au  cylindre,  qui  a  pour  hase  le 
cercle  inscrit  dans  le  polygone  regulier  et  pour  hanjenr 
le  p6rim^tre  du  polygone. 

D^signons  par  C  le  c6t6  et  par  A  l'apotheme  du  polygone  re- 
gulier que  nous  supposons  de  n  cöt^s.  D'aprds  le  th^oreme  de 
Guldin,  le  volume  F,  qu'engendre  ce  polygone  en  toumant  antour 
d'un  de  ses  c6t6s,  a  pour  mesure  la  surface  S  du  polygone  molti- 
pli6e  par  la  circoif^rence  2nA  que  d'6crit  le  centre  de  gravite. 
c'est-ä-dire  le  centre  du  polygone.    Or  on  a  la  surface  du  polygone 

5  s=  wC  X  2     I^onc  il  vient 

F  =  nC  X  ^  X  2«^  *=  nC  X  «^*  «  w^*  X  «^, 
ce  qu*il  fallait  prouver. 
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Applieatious.  R^presentant  par  R  le  rayon  du  poiygone  regulier, 
on  trouve,  pour  la  suite  des  premi^rs  polygones  r^goliers,  les  valeurs 
suivantes. 

1^.    Triangle  6quilateral,  ««3: 

c=Äy3,     R^icys, 

2»     Carr6,  n  «  4: 

c«/eV2,      R  =  icy2; 

A  =  iRy2^iC', 

K==2»ä8V2  =»  jrC». 
3®.    Pentagone  regulier,  w  =  5: 

C  =  iÄ  VlO-~2V5 ,     Ä  =  A  cVöo+ioyö; 

S  «  lÄ«  1/1Ö+2V5  ==  JC«  V25HF1ÖY5 ; 


r=»  i;rÄ3l/5+2  V5  =  iC»(5+2  V5). 
4^^.    Hexagone  r6gulier,  n  —  6: 

^  =  iJBV3  =  |Cy3; 
S-.  jÄ«y3  =  iC«y3; 

5°.    Octogone  regulier,  »  =  8: 

C--Äy2— V2,        Ä=-Jcy4+272; 
^  «  iÄy2  +  V2  =  K(l  +  V2); 
5  -  2Ä»y2  -  2C»(1  + V2); 
r«  2«jbV44-2V2  -  27rC8(34-2y2). 
6*^.    D6cagone  regulier,  n  =  10: 

C==  iÄ(y6-l),        R  «  iC(yö+l); 
^  =  iRVw+2yb  -  icV5+2y5; 

Ä  =  jÄ«  yio-2y5  =-  IC«  yö+2y5-, 

F=  47rÄ»y6  =•  4»C8(5+2y6). 
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7».    Dod6cagone  rögulier,  n=12: 

c  =  iÄ(y6-y2),    Ä  =  ic(y6+y2); 

A  =  tÄ(y6+y2)  -  iC(2+y3); 

S=3Ä*  =  3C»(2+y3); 

F»-  i«Ä»(y6+y2)  =  3»C«(2+y3)». 

8".    Pcnt6d6cagone  regulier,  «  =  15: 
C=  iÄ[l/lÖ4-2y5-y3(y5-l)],     Ä  =  iC(y3+y5+2y5); 

A  =  >Ä[y3yiö+2y5+(y5-i)]=ic'[Viö+2y5H-y3(y5-i-i)]; 

s-'r5Äi:y3(y5+i)-yio-2y5]=v*t'*[yiö+2y5+V3(yH-i)]; 
r=  {5«/e»[y5o+iöy5— y3(y5— 1)] 

=  ij»c«[yiö+2y6+y3(y6+i)]» 

G.  Dostor. 
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Litterarischer  Bericht 

ccxxvn. 


Arithmetik,  Algebra  und  reine  Analysis. 

Lehrbuch  der  politischen  Arithmetik.  Vom  Professor  Josef 
Haberl.    Wien  1875.    Wilhelm  BraumüUer. 

Wir  glauben  das  genannte  Lehrbuch  als  eine  gediegene  Leistung 
in  der  ohnehin  nicht  sehr  umfangreichen  Litteratur  der  politischen 
Arithmetik  begrüssen  zu  können.    Es  zerfällt  in  zwei  Hauptteile. 

Der  erste  Teil  umfasst  vier  Abschnitte  folgenden  Inhalts:  Im 
ersten  Abschnitte  werden  die  Grundlehren  der  Wahrscheinlichkeits- 
rechnung in  so  weit  entwickelt,  als  ihre  Kenntniss  zum  gründlichen 
Verständniss  und  zur  einfacheren  Durchführung  der  später  behandel- 
ten Aufgaben,  namentiich  jener  über  Capitals-  und  Rentenversiche- 
rungen, erforderlich  erscheint  Im  zweiten  Abschnitte  werden  die 
einfache  und  zusammengesetzte  Zinsesrechnung  nebst  verwandten  Auf- 
gaben mit  eingehender  Gründlichkeit  behandelt.  Nicht  leicht  wird 
man  in  einem  Buche  über  praktische  Arithmetik  den  eben  angeführten 
Gegenstand  der  Zinsesrechnung  so  wohl  geordnet,  so  gründlich  und 
erschöpfend  besprochen  und  dabei  doch  jede  unnütze  die  üebersicht 
und  Einsicht  erschwerende  Weitschweifigkeit  vermieden  finden,  wie 
in  dem  in  Rede  stehenden  Lehrbuche. 

Der  dritte  Abschnitt  enthält  die  verschiedenen  Arten  der  Rück- 
zahlung aufgenommener  Capitalieu,  somit  die  verschiedenen  Arten 
von  Schuldentilgungsplänen  in  gründlicher  und  eingehender  Durch- 
führung, vorbehaltiich  die  Constructionen  unverzinslicher  und  ver- 
zinslicher Lotterieanlehen,  welche  im  vierten  Abschnitte  mit  muster-» 
hafter  Deutiichkeit  besprochen  und  wobei  auch  alle  die  über  Lose 

T«ULyn.    Hefts.  3 
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Stellbaren  Fragen  bezüglich  ihres  wahren  und  ihres  Hoffnangswertes, 
ihres  Gewinnes  oder  Verlustes  erörtert  werden. 

Den  zweiten  Hauptteil  des  Werkes  widmet  der  Verfasser  jenen 
Rechnungsaufgaben,  die  sich  bei  Lebensversicherungen  ergeben  können. 
Dieser  Teil  zerfällt  in  sieben  Abschnitte  folgenden  Inhaltes :  Der  erste 
Abschnitt  enthält  die  zur  gehörigen  Auffassung  der  Aufgaben  über 
Lebensversicherungen  notwendigen  Vorbegriffe,  insbesondere  die  Er- 
läuterungen über  die  Bedeutung  und  den  Gebrauch  der  Sterblichkeits- 
tafeln und  die  Construction  der,  zur  schnelleren  Ausführung  der 
Rechnungen  erforderlichen,  sogenannten  Grundtafeln. 

In  den  folgenden  sechs  Abschnitten  erscheinen  die  einzelnen  Fälle 
der  Capitals-  und  Rentenversicherung  behandelt  und  zwar  in  nach- 
stehender Gruppirung:  1.  die  Leibrenten;  2.  die  Capitalsversichemng 
auf  den  Todesfall-,  3.  die  Capitalsversichemng  auf  den  Fall  des  Er- 
lebens (Ucberlebens- Associationen ,  gemischte  Capitalsversichcrung) ; 
die  Gegenversicherung;  4.  die  verschiedenen  Arten  der  Verbindungs- 
renten (Witwenpensionen,  Erziehungsrenten) ;  5.  einseitige  und  gegen- 
seitige Capitalsversicherung  für  den  üeberlebensfall ;  6.  Capitalsver- 
sicheruug  für  den  Fall,  dass  zwei  Personen  verschiedenen  Alters  nach 
Ablauf  einer  bestimmten  Zeit  noch  leben,  oder  für  den  Fall,  als 
während  einer  bestimmten  Zeit  eine  der  zwei  Personen  stürben, 
ferner  die  Kinderversorgung. 

Wie  schon  aus  dieser  kurzen  Inhaltsangabe  hervorgeht,  werden 
alle  in  der  Praxis  gewöhnlich  vorkommenden  Fälle  der  Capitals-  oder 
Rentenversicherung  behandelt  und  zwar  nicht  nur  der  Hauptsache 
nach,  sondern  auch  noch  mit  besonderer  Berücksichtigung  vieler  noch 
entstehenden  praktischen  Fragen  namentlich  bezüglich  des  Policen- 
Wertes,  dessen  Ermittlung  insbesondere  bei  jeder  Bilanzziehung  an- 
nmgäuglich  wird. 

Durch  die  vortreffliche  Anordnung  der  einzelnen  Teile  des  be- 
handelten Gegenstandes,  durch  die  natürliche,  deutliche  zugleich 
gründliche  und  erschöpfende  Darstellung  desselben,  hat  der  Verfasser 
—  welcher,  nebenbei  gesagt,  dadurch  ein  eingehend  betriebenes  Sta- 
dium der  besprochenen  Materien  an  den  Tag  legt  —  in  dem  in  Rede 
stehenden  Lehrbuche  ein  in  seiner  Art  ausgezeichnetes  und  sehr  nütz- 
liches Werk  geliefert 

Es  bedarf  kaum  jener  mathematischen  Vorbildung,  die  jeder  ab- 
solvirte  flealschüler  besitzt,  um  das  hier  besprochene  Werk  in  allen 
seinen  Teilen  gehörig  zu  verstehen  und  es  dürfte  sich  dasselbe  vor- 
züglich auch  eignen  als  Lehrbuch  für  den  betreffenden  Gegenstand 
an  Handels-Akademien  zu  dienen. 
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Was  aber  dem  Werke  noch  eine  besondere  praktische  Brauch- 
barkeit verleiht,  sind  die  vielen  am  Ende  beigefügten  sehr  vorteilhaft 
eingmchteteu  Tabellen,  welche  die  zur  schnelleren  Durchführung  der 
voi*schiedenen  Aufgaben  über  Zinsesziusen,  über  Capitals-  und  Renten- 
versicherung notwendigen  Daten  enthalten. 

Es  kann  hier  auch  nicht  unerwähnt  gelassen  werden,  dass  die 
Ausstattung  des  Werkes  in  Druck  und  Papier  lobende  Anerkennung 
verdiene  und  der  Verlagsbuchhandlung  alle  Ehre  mache. 

Wien,  im  November  1874. 

Dr.  J.  Zampieri,  k.  k.  Professoh 

Sur  quelques  d^veloppements  de  la  fonction  logTa;;  seconde 
lettre  k  M.  Adolphe  Quetelet,  secr6taire  perp6tuel  de  TAcademie. 
Par  M.  Angelo  Genocchi,  professeur  k  l'universit^  de  Turin. 
Extrait  des  Bulletins  de  l*Academie  Royalc  de  Belgique.  2.  s6r. 
t.  XXXVI,    n'J.  11.     nov.  1873. 

Der  Verfasser  hat  in  den  Bull.  1.  s6r.  t  XX.  2.  partie.  p.  392. 1853. 
eine  Formel  von  Binet  bewiesen,  welche  logTa;  durch  eine  conver- 
gente  Reihe  darstellt,  und  reproducirt  hier  den  Beweisgang  zur  Wider- 
legung erhaltener  Einwürfe.    Zunächst  ist,  identisch, 

^logr«  «=  zftt-f -Jü^+IZh 

wo  /l  die  Differenz  für  Jx=^l  bezeichnet,  und 

t*    «=  (x — ^)logfl; — X 

Un^     £    {—lYßiXi 
»=o 

(^'  -J        (i+i)!"— («-«^'''    ^.-^^+T).7TH^) 

o^/     ,^n    /«(«-l)-.>(«-n+l)«-K^ 


gesetzt  ist.    Hieraus  wird  nun  geschlossen,  dass 

log  Tx  =  «*+  Ün+SRn+  C 

wo  C  constant  oder  periodische  Function  von  x  sei.  Rh  verschwindet 
für  n  =  00 ,  mithin  ist  die  Reihe  Un  convergent.  C  erweist  sich  als 
unabhängig  erst  von  «,  dann  von  x^  und  ergiebt  den  Wert  ilog(27r), 
wofür  indes  die  Begründung  nicht  mitgeteilt  ist. 

8^ 
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Von  Einwürfen  der  Kritik  sind  3  genannt.  Der  erste,  die  Be- 
gründung gelte  nor  von  ganzen  Zahlen  x,  kann  wol  nur  auf  Acht- 
losigkeit beruhen,  da  die  Untersuchung  allgemein  geführt  wird.  Einen 
zweiten,  die  Eigenschaft  der  Grösse  C  sei  nicht  hinreichend  begrOndety 
hält  der  Verfasser  für  hervorgerufen  durch  ein  Misverständniss:  man 
dürfe  nicht  die  Integration  der  Differenzengleichung  mit  Summation 
verwechseln.  Dieses  Urteil  des  Verfassers  müssen  wir  geradezu  um- 
kehren: Misverständnisse  können  aus  der  Summation  nicht  entstehen, 
wol  aber,  aus  den  gebräuchlichen  Unbestimmtheiten ,  in  welchen  die 
Sätze  über  Differenzengleichungen  sich  aufgestellt  finden.  Was  aus 
der  Summation  nicht  als  strenge  Folge  hervorgeht,  ist  auch  nach 
Regeln  der  Integration  nicht  bündig  nachgewiesen.  Mag  man  die 
Unbestimmtheiten  so  lange  bestehen  lassen  als  kein  Misverständniss 
existirt;  liegt  ein  solches  vor,  so  giebt  die  Summation  die  Controle. 
Also  nicht  in  der  Identificirung,  sondern  in  der  illusorischen  Unter- 
scheidung beider  giebt  sich  der  Mangel  an  Orientirung  zu  erkennen. 
Der  dritte  Einwurf  vermisst  die  Berücksichtigung  der  doppelt-unend- 
lichen Summation,  sofern  ?»  und^  x  unabhängig  von  einander  unendlich 
gross  werden.  Zur  Widerlegung  wird  nun  eine  sehr  umständliche 
Untersuchung  über  die  Convergenz  der  Reihe  ün  geführt,  die,  da  der 
Verfasser  den  genauen  Rest  in  einer  so  leicht  zu  behandelnden  Form 
aufgestellt  hatte,  doch  gewiss  nicht  nötig  war.  Summirt  man  die 
obige  Differenzengleichung  von  x  bis  ^-|-m — 1,  so  kommt: 

x+m—l 

log r(a;+m)— log r«-(t*-fü'«)x+m--(t*-frn)x+     ^    A. 

ff 

Nun  ist  (um  einen  Beleg  anzuführen,  nach  Hoppe  Lehrb.  d.  Diffe- 
rentialrechnung und  Reihentheorie  S.  182.)  für  n  =  cx> 


«(«-!)  ...  («-n-f  1)  -  (-.l)*-i(p(a)  (^y""*" 
aj((r+l)...(fl:+n-l)  «  -^(aj)  (^^ 


also  die  zu  integrirende  Function 


\x+a  *        ß 


jc-j-a 


Das  Integral  Rn  ist  ein  Mittelwert  hiervon  zwischen  a  =»  0  und 
a  »  1-,  demnach  verschwindet  der  Rest  sichtlich,  und  es  bedarf  keines 
weitem  Beweises  der  Convergenz  der  Reihe  Jü».  Jetzt  bleibt  der 
Rest  nach  m  zu  summircu.  Durch  Substitution  von  x-\-m  für  x^ 
multiplicirt  sich  Rn  mit  dem  Froduct 

"■  ^;:(^+^+^^i)-       =^...(^+^-1) [;;^)  [~j^) 
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wir  branchen  daher  nur  diesen  Coefficiontcn  zu  summiren,  und  tiilon 

n 
das  Intervall  der  m  bei  m  =  — •    Unterhalb  dieser  Grenze  wird,  weil 

e 

die  m  ersten  Factoren  <^x-\-m^  der  letzte  <  1  ist,  das  Product 


also  von  irgend  einem  m  an  kleiner  als  das  allgemeine  Glied  einer 
convergenten  geometrischen  Reihe.  Oberhalb  der  Grenze  ist  m  un* 
endlich  gross,  daher  wird 

m) 

und  das  Product 

-*<-)fe)'""(^)"ti-.)"5*<-'(r"&)'" 

das  ist  gleichfalls  das  allgemeine  Glied  einer  convergenten  11<  ilie. 
Folglich  erhält  der,  anfänglich  unendlich  kleine  Rest,  durch  dir-  Suni- 
raation  nur  einen  endlichen  Factor  hinzu  und  bleibt  unendlich  kkiii. 
Demnach  erhellt  auch  die  Convergcuz  der  Reihe  Un  ohne  Schwierig- 
keit, und  hieraus  folgt,  dass 


C  =  lim  [  log  r(x  +  m)  -  iu+  ün)x^m  j   ^  [ 


00 

CO 


einen  endlichen  Wert  hat,  der  aber  noch  periodische  Functkni  ran 
X  sein  kann.  Dass  er  constant  ist,  kann  offenbar  aus  der  CouM'igouz 
nicht  folgen.  Der  Verfasser  verweist  in  Botreff  des  Beweises  auf 
BuU.  1.  ser.  XX.  2.  part.  p.  391.  und  XXI.  1.  part.  p.  84.  Da  er 
jedoch  am  Schluss  der  Note,  S.  10.  daraus,  dass  sich  C  für  gewisse. 
unendliche  Werte  von  x  constant  erweist,  folgern  will,  dass  U  über- 
haupt  für  or  =  oo  constant  sei,  so  kann  es  allerdings  noch  zweifel- 
haft scheinen,  ob  der  citirte  Beweis  bündiger  als  dieser  Schluss  süi, 
und  da  überdies  die  Btlndigkeit  von  der  Kritik  angefochten  war,  so 
war  gewiss  hinreichender  Grund,  darüber  nähere  Auskunft  zu  geben. 

Der  zweite  Teil  der  Schrift  enthält  historische  Bemerkuiigen. 
Insbesondere  werden  Sätze  von  Eulerschen  Integralen,  welche  ge- 
wöhnlich spätem  Autoren  zugeschrieben  werden,  auf  Euler  selbst 
zurückgeführt  H. 
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Geometrie. 

Lettre  ä  M.  Ad.  Quctelet,  secrotaire  perp^tuel  de  rAcademie, 
sur  diverses  questioiis  mathematiques.  Par  M.  Genocchi,  professear 
h  runiVersite  de  Turin.  Kxtrait  des  Bull,  de  TAc.  Roy.  de  Belgique, 
2"«  s^rie,  tome  XXXVI.  u».  8-,  acut  1873. 

Der  Hauptteil  ist  überschrieben :  Bemerkungen  über  die  abstracte 
Geometrie.  Der  Verfasser  hält  die  Frage  über  die  Beweisbarkeit 
von  Euklids  Grundsatz  durch  die  Lobatschefsky'sche  Geometrie  nicht 
für  entschieden,  weil  die  pseudosphärische  Fläche  (mit  constanter 
negativer  Krümmung,  einfachem  Connex  und  unendlicher  Ausdehnung) 
nicht  darstellbar  sei.  Er  geht  die  Realisationsversuche  durch;  doch 
stets  giebt  es  mehrfachen  Durchschnitt  der  geodätischen  Liniea. 
Hierauf  wendet  er  sich  zu  der  Frage,  wie  sich  der  Unterricht  za 
verhalten  habe,  wenn  hier  wirklich  ein  Erfahrungssatz  vorliege.  & 
beruft  sich  zunächst  auf  eine  Aeusserung  von  Helmholtz:  es  sei 
schwieriger  als  man  denkt  den  Unterschied  zwischen  TatÄacheu  und 
Sätzen  in  der  Mathematik  durch  einfache  Definition  zu  tixiren  und 
in  der  Doctrin  zur  Geltung  zu  bringen,  weil  die  Figuren  der  Geo- 
metrie nicht  der  Wirklichkeit  entsprechen,  sondern  idealisirt  sind  — 
und  bemerkt  ganz  richtig,  dass  ein  Erfahrungssatz  im  Lehrsystem 
sich  nur  durch  den  Namen  von  einem  Axiom  unt^scheideu  würde. 
Hierbei  ist  jedoch  von  beiden  Seiton  übersehen,  dass  die  Tatsachen 
der  Erfahrung  weder  selbst  Erkenntnisse,  noch  den  Erkenntnissen 
coordinjrbar,  sondern  blosse  der  Erkenntniss  bedürftige  Gegenstände 
momentanen  Bewusstseins  sind.  Will  man  also  auf  Erfahrung  recur- 
riren,  so  kann  man  nicht  etwas  Formulirtes  als  Erfahrung  snbstituiren^ 
sondern  muss  den  psychischen  Weg  von  der  erlebten  Wirklichkeit 
zur  ideellen  Erkenntniss  ans  Licht  ziehen,  dies  aber  nicht  bloss  bei 
dem  einen  Satze,  sondern  bei  den  gesammten  Elementen  der  Mathe- 
matik tun.  Der  begriffliche  Unterschied  zwischen  Tatsachen  und 
Sätzen  ist  leicht  genug  zu  fassen-,  es  fehlt  sogar  jede  Aehnlichkeit. 
Wenn  man  aber  nach  vulgärem  nachlässigem  Wortgebrauch  Sätze 
Tatsachen  nennt,  so  ist  es  nicht  nur,  wie  Helmholtz  sagt,  schwer 
eine  Grenze  zu  deiiniren,  sondern,  wie  Genocchi  findet,  geradezu  kein 
Unterschied  vorhanden.  H. 


Lehrbuch  der  descriptiven  Geometrie  von  Dr.  Bernhard  Gug- 
1er,  Professor  an  der  K.  polytechnischen  Schule  zu  Stuttgart.  Mit 
12  Kupfertafeln  in  Mappe  und  21  in  den  Text  eingedruckten  Holz- 
schnitten.   Dritte  Auflage.    Stuttgart  1874.    J.  B.  Metzler.    466  S, 

Das  Lehrbuch  handelt  ausschliesslich  von  der  Orthogonalprojec- 
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tion  auf  2  einander  rechtwinklig  schneidenden  Grundebenen.  Es 
stellt  eine  kleine  Anzahl  von  Sätzen  über  die  Beziehungen  und  die 
gegenseitige  Bestimmung  zwischen  den  darzustellenden  Figuren  und 
ihren  Projectionen  auf,  giebt  das  gebräuchliche  Verfahren  beim  Kennt- 
lichinachen  der  notwendigen  Bestimmuugsstücke  in  der  Darstellung 
an,  und  löst  dann  eine  längere  Reihe  vou  Aufgaben  in  synthc^tisch 
aufsteigender  Folge,  erst  bezüglich  auf  geradlinig  eben  begrenzte, 
daun  auf  krumme  Figuren.  Der  einfachen  Natur  des  Gegenstandes 
entspricht  auch  in  der  Tat  eine  einfache  und  leicht  verständliche 
Darlegung.    Wir  empfehlen  das  Buch  als  seiner  Aufgabe  genügend. 

H. 


Die  Elemente  der  kinematischen  Curvenlehre.  Ein  Leitfaden  für 
den  Schulunterricht.  Von  Dr.  Heinrich  Grosse.  Berlin,  1874. 
Ernst  Wasmuth.     32  S. 

Die  Curvenlehre  auf  kinematische  Grundlage  zu  stellen,  ist  ohne 
Zweifel  der  Natur  der  Sache  vollkommen  gemäss;  auch  ist  es  nicht 
schwer,  und  würde  keine  grosse  Umständlichkeit  erfordern,  hierin 
ganz  elementar  "zu  beginnen  und  ohne  Ansprüche  an  weitere  Vor- 
kenntnisse, ohne  Stützung  auf  fremde  Theorien,  eine  in  voller  All- 
gemeinheit genügende  und  doch  leicht  fassliche  Doctrin  zu  entwickeln. 
Dies  ist  nun  in  der  vorliegenden  Bearbeitung  nicht  ^geschehen ,  und 
zwar  ohne  Erklärung,  dass  und  warum  sie  es  nicht  tut.  Sie  zeichnet 
sich  mit  kühnstem  Auftreten  in  Verschweigung  dessen,  was  zum  Ver- 
ständniss  notwendig  ist,  aus,  während  sie  im  Grunde  so  gut  wie  alles 
aus  fremder  Theorie  entlehnt.  Um  so  mehr  ist  es  wol  im  Berichte 
geboten,  das  Verschwiegene  ans  Licht  zu  ziehen.  Zunächst  ist  mit 
keinem  Worte  gesagt,  dass  das  Buch  nur  von  ,e  b  e  n  e  n  Figuren  und 
Bewegungen  handelt.  Der  Betrachtung  räumlicher  Gebilde  wird  sogar 
im  voraus  der  Weg  versperrt  dnrch  Aufstellungen,  welche  im  allge- 
meinen unwahr  sind  und  in  der  Ebene  nur  gerade  zutreifen,  z  B. 
durch  die  Definition  der  Evolute  als  Ort  des  Krümmungsmittelpunkts, 
durch  den  Satz,  dass  die  Bewegung  eines  starren  Systems  durch  die 
einer  Geraden  bestimmt  sei,  u.  a.  Ferner  steht  in  der  Einleitung: 
der  Bewegungslehre  seien  die  Begriffe  der  Geschwindigkeit  und  Be- 
schleunigung entnommen.  Gleichwol  wird  schon  in  §.  1.  die  Zerlegung 
in  Componenten  als  bekannt  vorausgesetzt,  und  weiterhin  erscheint 
überhaupt  die  ganze  kinematische  Theorie  als  selbstverständliche 
Grundlage  aller  Deduction.  Da  fragt  man  doch  billig,  wie  und  wo 
diese  Vorbedingungen  gegeben  werden,  worin  sie  bestehen,  und  was 
der  Gegenstand  des  Vortrags  ihnen  gegenüber  noch  neues  bietet? 
Femer  ist  nur  beiläufig  im  Vorwort  von  Ausschliessung  der  Infinite- 
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simalrechnung  die  Rede.  Hierzu  muss  bemerkt  werden:  letztere  lä^t 
sich  in  der  Lehre  von  der  stetigen  Bewegung  (zu  unterscheiden  von 
der  Kinematik  der  endlichen  Transposition)  ehrlicher  Weise  nicht 
ausschliessen.  Der  Begriff  der  Geschwindigkeit  ist  identisch  mit  dem 
Differentialquotienten ;  jenachdem  eins  von  beiden  verstanden  wird 
oder  nicht,  gilt  das  gleiche  vom  andern.  Hier  nun  vertritt  ersterer 
den  letztem;  die  Beziehung  aber  zwischen  der  momentanen  Lage  und 
der  Geschwindigkeit  fehlt  in  allen  Aufstellungen.  In  diesem  wesent- 
lichen, zu  aller  Anwendung  notwendigen  Punkte  ist  die  Boctrin 
mangelhaft  und  lässt  den  Schüler  im  Stich,  der  natürlich  nicht  merken 
kann,  wie  sehr  er  in  Unkenntniss  erhalten  wird.  Dass  bei  der  An- 
wendung, wie  sie  hier  ausschliesslich  auf  Kegelschnitte  und  Cykloiden 
nachfolgt,  die  Blosse  nicht  zum  Vorschein  kommt,  ist  sehr  begi-eiflich, 
da  bei  geradliniger  und  Kreisbewegung  jene  Beziehung  einfach  genug 
ist,  um  unvermerkt  über  sie  hinwegzukommen.  Nach  allem  lässt  sich 
über  die  Bearbeitung  kein  anderes  Urteil  fölleu,  als  dass  sie  auf  Täu- 
schung der  Schüler  berechnet  ist.  ,H. 


Mechanik. 

lieber  Schwingungen  verbundener  Pendel.  Von  W.  Dumas. 
Separatabdruck  aus  der  Festschrift  zur  dritten  Säcularfeier  des  Gym- 
nasiums zum  grauen  Kloster.    Berlin,  1874.    Weidmann.    16  S. 

Der  Inhalt  der  Schrift  ist  die  durchgeführte  Berechnung  der 
Schwingungen  eines  Systems  in  derselben  Verticalebene  drehbarer 
Pendel,  bestehend  aus  einem  Hauptpendel  mit  fester  Axe  und  be- 
liebig vielen  Nebenpendeln,  deren  parallele  Axen  am  Hauptpendel 
fest  sind,  unter  Voraussetzung  kleiner  Amplituden.  Das  Alembert- 
sche  Priucip  giebt  die  Diiferentialgloichungen  der  Bewegungen;  durch 
Vernachlässigung  der  höhern  Potenzen  und  Producte  der  Ablenkungen 
lassen  sich  dieselben  linear  herstellen.  Ihnen  wird  zunächst  durch 
Annahme  einer  gemeinsamen,  gleichzeitig  beginnenden  Periode  mit 
verschiedener  Maximalabi enkuug  (Amplitude)  genügt,  einer  Periode 
die  der  einfachen  Pendellänge  A  entspricht.  Nach  Elimination  der 
Amplituden  bleibt  zur  Bestimmung  von  X  eine  Gleichung  der  Form 

welche  lauter  positive  und  im  allgemeinen  ungleiche  Wurzeln  hat 
Nur  wenn  unter  den  einfachen  Pendellängen  Zj,  Zg,...  welche  den 
Nebenpendein  entsprechen,  gleiche  vorhanden  sind,  ergeben  sich  gleiche 
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Wurzeln,  die  indes  von  Anfang  weggehen,  wenn  man  die  Gleichung 
nach  Verschmelzung  entwickelt.  Es  giebt  demnach  ftlr  n  Nobcii- 
pendel  n-f-1  einfache  Schwingungen,  jede  mit  resultirender  eigeuer 
Periode  und  Amplitude  und  mit  willkürlicher  eigener  Anfangsi^eit. 
Die  Amplituden  haben  nur  einen  willkürlichen  gemeinsamen  Factor, 
Die  Superposition  der  so  erhaltenen  einfachen  Schwingungen  ergicbt 
die  allgemeinste  mögliche  Bewegung,  wie  sich  zeigt,  indem  mau  sio 
mit  einem  beliebig  gegebenem  Anfangsznstand  identificirt,  und  die 
Willkürlichen  daraus  bestimmt. 

Hierauf  folgen  eine  Anzahl  Beobachtungen  und  Anwenduugeu. 
Es  wird  die  Möglichkeit  periodischer  Schwingungen  von  kleiner  Am- 
plitude für  ein  Pendelsystem  besprochen  für  eine  feste  Axe  unterhalb 
des  Schwerpunkts;  dann  die  Aufgabe  gelöst  eine  bestimmte  Schwin- 
gungsform durch  gesuchte  Anfangsbewegung  nebst  Anordnung  der 
Massen  und  Längen  zu  erzeugen.  Eingehender  werden  dann  diu 
2  Fälle  behandelt,  wo  nur  1  Nebenpendel  vorhanden  ist,  und  wo 
beliebig  viele  Nebenpendel  von  kleiner  Gesammtmasse  im  VerhöJtuiss 
zur  Masse  des  Hauptpendels  gleiche  Schwingungsdauer  haben.  Bei 
solcher  Ungleichheit  der  Massen  ist  im  ersten  Falle  die  Perioden- 
lange  nahezu  umgekehrt  proportional  der  Quadratwurzel  aus  der 
Masse  des  Nebenpcndels  und  dem  Abstände  beider  Axen.  Zum  Si-tilnBS 
wird  noch  die  Vorrichtung  beschrieben  zur  Herstellung  des  FuUcs, 
wo  die  Masse  des  Hauptpendels  null  ist  Die  experimentelle  Bestä- 
tigung  mehrerer  Resultate  hat  der  Verfasser  in  der  Berliner  physi- 
kalischen Gesellschaft  au  einem  Secunden  schwingenden  Hauptpen  de] 
mit  3  Nebenpendeln  gezeigt.  U- 


Optik. 

Neuere  Untersuchungen  über  die  Identität  von  Licht  und  strah- 
lender Wärme.  Von  R.  Franz.  Separatabdruck  aus  der  Festschrift 
zur  dritten  Säcularfeier  des  Berlinischen  Gymnasiums  zum  grauen 
Kloster.    Beriin,  1874.    Weidmann.    14  S. 

Die  Schrift  charakterisirt  den  Standpunkt  der  Frage,  ob  Licht 
und  strahlende  Wärme  sich  auf  dieselben  Bewegungen  desaclbcu 
Aethers  zurückführen  lassen,  indem  sie  die  Resultate  der  bishedgen 
Untersuchungen  kurz  zusammenstellt,  in  Betreff  der  UnterauchuDgcn 
selbst  aber  die  Abhandlungen  einzeln  nachweist,  in  denen  sie  be- 
schrieben sind.  Die  bedeutendsten  Fortschritte  sind  hiemach  geiruiclit 
im  Nachweis  der  übereinstimmenden  Natur  beider  Bewegungen :  jodes 
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objective  Lichtphänomcii  entspricht  aneh  einem  glolchartigen  Wärm*^ 
Phänomen;  ein  entgegengesetzter  Fall  ist  in  keinem  Punkte  ontdeokt 
Alle  diese  Phänomene  sind  jedoch  die  allgemciiieu  Wirkangon  lict 
Erregung  eines  I  elastischen  Mediums  und  können  aus  yers^rhiedeiieu 
Annahmen  übereinstimmend  hervorgehen.  Was  anfänglich  der  Idt^u- 
*ität  am  meisten  entgegenstand,  war  die  Absürjition  der  Licht-  und 
Wärmestrahlen  unter  verschiedenen  Bedingungen.  Diese  Abweichno^ 
kam  nun  in  erster  Linie  auf  Rf^chnuu^  der  veri^t.hiedeiien  Brechbar- 
keit der  verglichenen  Strahlen ;  denn  die  gri^site  Intensität  des  Wirme- 
spectnims  fällt  noch  jenseit  des  Rot,  ein  Umstand  der  zugleich  dip 
ünempfindlichkeit  der  Netzhaut  gegen  (iie  dnnkehi  WilrniPstraLlen 
erklärt.  Nachdem  es  jedoch  gelungen  war,  die  ausserhalb  des  Lieh»- 
spectrums  fallenden  Wärmestrahlen  gctrount  tw  ahsorbrren,  mus^te 
es  sich  fragen ,  ob  die  Licht-  und  Wilruiofttrahleu  von  gleicher  Ge- 
schwindigkeit ungleich  absorbirt  werden.  OtFetiljur  st^dit  auch,  wetm 
dies  der  Fall  ist,  die  Annahme  frei,  d;i!>s  sifh  die  gloiehzeitig  fort- 
schreitende Vibration  in  Elemente  zerlegt,  die  unter  verschiedeDt^o 
Bedingungen  auf  die  Materie  wirken.  Doch  ist  hierüber  kein  ent- 
scheidender Versuch  angeführt.  IL 

Das  Spectroskop  und  seine  Anwendniigoit,  Jline  übersieb tliche 
Darstellung  des  gesammten  Gebietes  der  Spectralanalyse.  Von  J.  N. 
Lockyer,  F.  R  S.  Eingeführt  und  bevorwortet  durch  Dr.  B.  Schel- 
len. Mit  62  Figuren  und  1  farbigen  Spectraltafel.  Braunschweig, 
1874.    George  Westermann.    136  S. 

Die  Schrift  entwickelt  in  einem  äusserst  leiclit  versEändlichcii 
Vortrag  ohne  Voraussetzung  irgend  welcher  mathematischen  oder 
physikalischen  Vorkenntnisse  erst  die  Gesetze  der  wenigen  in  Betracht 
kommenden  Erscheinungen,  wobei  die  Theorie  des  Lichtt^s  gan?.  aas 
dem  Spiele  bleibt,  dann  die  Einrichtung  und  den  Gelirauch  der  Spek- 
troskope, sehr  einfach  und  deutlich  vor  Augen  gestellt  durch  die 
eingedruckten  Holzschnitte,  und  teilt  die  haupf^ltehlicJisten  Entdeckun- 
gen mittelst  der  Spectralanalyse  mit.  Sie  eignet  sich  vorzüglich  im 
Verbreitung  der  Kenntniss  von  diesen  Entdeckungen  in  einem  weite* 
ren,  wissbegierigen  Publicum,  und  empfiehlt  sich  durch  vortreffliche 
Ausstattung.  IL 

Die  Farbenlehre  im  Hinblick  auf  Kunst  und  Kunstgewerbe.  Von 
Dr.  Wilh.  V.  Bezold,  ord.  Professor  der  Physik  am  Poljtecbnicui» 
in  München.  Mit  63  Figuren  und  9  Tafeln,  Braunsebwcig  ^  1B74> 
George  Westermann.    296  S. 

Wenn  gleich  erst  das  letzte  der  5  Capitel  ausdrücklich  der  Kunst 
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uud  zwar  besonders  der  omamentaleu  Kunst  und  der  Malerei,  ge- 
widmet ist,  80  ist  doch  auch  in  den  4  ersten,  welche  die  wissenschaft- 
liche Ausbildung  bezwecken,  der  künstlerisch  gewerbliche  Gesichts- 
punkt durchwog  entschieden  massgebend.  Dieser  Umstand  ist  jedoch 
weit  entfernt  dem  theoretischen  Inhalt  Einseitigkeit  aufzuerlegen,  viel- 
mehr hat  er,  im  Gegensatz  zu  andern  ebenso  populären  Bearbeitungen, 
welche  dem  Dilettantismus  zu  Liebe  oberflächlicher  zuwerke  gehen, 
die  Folge,  dass  zur  ernsten  Gründlichkeit  Aulass  uud  deutliche  Eecht- 
fertigunj?  gegeben  war.  In  der  Tat  zeichnet  sich  die  Schrift  durch 
vielseitige,  eingehende  Berücksichtigung  der  mitwirkenden  Elemente 
und  durch  richtige  Scheidung  der  Begriffe  bei  Einfachheit  und  leicht 
verständlichem  Vortrag  aus.  Hierin  kamen  ihr  die  Untersuchungen 
von  Helmholtz  uud  die  vollständige  Bearbeitung  des  gleichen  Gegen- 
stands von  Brücke  zustatten,  auf  welclie  letztere  der  Verfasser  nur 
darum  einen  neuen  Versuch  folgen  lassen  will,  weil  sie  nur  wenig 
Verbreitung  gefunden  habe.  W^enn  derselbe,  vielleicht  gerade  hierin^ 
ein  Vorurteil  der  Künstler  gegen  die  Theorie  annehmen  zu  müssen 
glaubt,  so  kann  man  gewiss  auch  das  ebenso  häufige  entgegengesetzte 
Vorurteil,  welches  von  der  Theorie  zu -viel  erwartit,  hinzurechnen. 
Auch  die  Entti  uschung  in  letztorm  Sinne  liegt  bei  der  hier  befolgten 
Methode  fern,  wo  die  theoretische  Bildung  in  der  genauen  Bechen- 
schaft  über  wirkliche,  praktisch  vorliegende  Verhältnisse  gesucht  wird. 
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xxn. 

Der  Transformationsfactor, 

Von 

Herrn  Mas  Qreiner^ 

A^iwtenlGn  der  Kieisgeirt^i beschäle  zw  Rcgeniburg. 


Die  allgemeinste  Gldchnng  eines  Kegel scbnitteB,  bezogen  anf  eia 
rechtwinkliges  CoordiuatcnsyBtem ,  ist  von  der  Form: 

ooo X»+  «„  F»+  2ß^,  X  r+  2a,s ^+  2«i,  F+ö^  ^  0 

"Will  man  die  Gleit-hiiug  des  Kegelschnittes  auf  irgend  ein  anderes 
rücbtTTinkliges  Coordinatensystem  bpzipheij,  das  mit  dem  ursprüng- 
lichen  in  einer  Ebene  Hegtj  so  hat  man  die  Substitutionen: 

X=  oraj  +  cf^y+ff, 

zu  machen^  wobei  bekanntlich  zwischen  den  Transformationsgrößsen 

or,  ß^  Ol,  ßi  die  Beziebungen : 

stattfinden  müseen. 

Durch  diese  drei  Bedingungsgleicbungen  bleibt  aber  noch  die 
Wahl  von  drei  der  sechs  Traiisforirmtiünsgrösscn  witlkürlicb^  and  es 
können  dieselben  insbesonders  so  gewählt  werden,  Uass  die  transfor- 
mirte  Gieichnug  des  Kegel scbuittes  die  Form: 

K'^^'\^hy^^  ^  =  0  annimnut 
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Diese  Gleichung  ist  aber  nun  auf  ein  Coordinatensystem  bezogen, 
das  bekanntlich  mit  den  Hauptaxen  des  Kegelschnittes  zasammen- 
fällt  und  zum  Anfangspunkte  den  Mittelpunkt  des  Kegelschnittes  hat 

Da  aber  die  auf  die  Hauptaxen  bezogene  Gleichung  einer  Ellipse 
oder  Hyperbel  die  Form: 

hat,  worin  a  und  b  die  Längen  der  Halbaxen  des  Kegelschnittes  be- 
deuten, so  lässt  sich  immer  eine  Grösse  h  so  bestimmen,  dass: 

K«^+Ky^—Q  =  A:(i»a;*±aV-  «***)  =  0  wird. 

Die  Grösse  h  lässt  sich,  wie  in  Nachstehendem  gezeigt  wird, 
durch  die  Coefiicienten  der  gegebenen  Kegelschnittsgleichung  unzwei- 
deutig ausdrücken  und  kann  kurzweg  der  Transformationsfactor  ge- 
nannt werden. 

Führt  man  nämlich  die  oben  angedeuteten  Substitutionen  ans; 
so  ergibt  sich  die  Gleichung: 

aoo(o«+«ir|-a«)*+aii(i3a4-ftH-W*+2aoi(cH-«ir|-««^ 
+2ao,(«a^^-«xH-««)+2al«(^x+/S,H-ft)+a„=fc(ÄV±ay-a»6«)  =  0 

Durch  Gleichsetzung  der  Coefficienten  gleich  hoher  Potenzen  Ton  x 
und  y  folgt  sodann: 

aoo«*+«u^*+2aoia^  =  hh^  (1) 

ooo  V+«iife*+2aoi«ift  =  ±  ha^  (2) 

aoo««i+«ii/JA+«oi(«ft+«iW  =  Ö  (^) 

«oo««sr+aii/^ft+aoi(«/^sr  +  «i/^)+^«+«i«/'  =  0  (4) 

aooÄiÄi+Oii/'ift+aoiKfc+ttaW+aoatti+öuft  =ö  (5) 

aoo««*+«iift'+2aoitr,fc+2ao,cr8+2o,,A+a„  =-Ä:a«i«  (6) 

Nun  sind  aber  a^  und  ß^  die  Coordinaten  des  Anfangspunktes  des 
ursprünglichen  Goordinatensystemes  und  somit  die  Coordinaten  des 
Kegelschnittmittelpunktes;  weshalb  die  Gleichungen: 

aoo««+flotft+aos  =  0 
bestehen  müssen,  woraus  folgt: 

Demnach  geht  Gleichung  (6)  über  in: 
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oder  in: 


«00  «Ol  ^8 
«10  «11  «12 
«80   «11   «M 


«00      «Ol 
«10      «11 


=  -  ka^b^ 


Ans  den  Gleichungen  (1)  und  (3): 

«  («00«+«OlW+/'  («01«+«llW  =  *** 
«1  («00  « +  «01 /^)  +  ft  («Ol  «+«11 /^)  =  ö 

folgt  unter  Berücksichtigung  der  Bedingungsgleichungon: 

««i+(5A  «  0 
«oo«+«oi?  '^^  «***    '»'^d    aoi«+«ii/'  =  /^*** 
und  demnach 

«oi«+«ii/*      ? 
oder: 


«       «00— «11  ±  V(«bo--«ii)^+^i' 


Und  weil  g  —  —  ^  ist,  so  folgt 

r  «1 


folgt: 
oder,  da 


Ans  Gleichung  (1): 
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(7) 


p-  —  «00  (^j  +2aoi  (|)  +  «11  —  «oo+aoo  ^  ±  V(«oo  -  «ii)*  +  ^i* 


«»»+/»» -1 


ist,  hat  man: 

kb^  =  «oo±i3*VK;^«ii)*+4V 
Ebenso  folgt  aus  Gleichung  (3): 

±*a«  =  «ooT  i^i*V(öoo  -  «ii)*+4«^* 


22« 


Digitized  by 


Google 


340  Greiner:  Der  Trans/ormationsfactor. 

Mit  Zuhilfenahme  der  Gleichungen: 

aa+/3««l     und    «i*+/?i*  — 1 
folgt: 


pi=l  +  ^     und 


ßi' 


'+& 


oder,  wenn  man  der  Kürze  halber:  V («oo  — «ii)*+4iioi*  -=  w    setzt, 
so  ergibt  sich: 

1  tr±^Ooo-i«n) 


ß' 


2aoi» 


ß? 


ir-H(flgg--aii) 


2o, 


Ol 


2aM« 


Somit  ist: 

^   ""  tt»(tr±(floo— Oll))  "*  «'(«^TC^oo  — «u)) 

und  femer  ist: 


(«00— ffii)  +  «^ 
Durch  Multiplication  dieser  beiden  Gleichungen  folgt  sodann: 


(9) 


Setzt  man  nun  der  Kürze  halber: 

«00    "Ol    «0« 
«10   «11   «IS 

«80  ««  «« 


«00      «Ol 
«10      «11 


(10) 


und: 

so  hat  man: 


«00      «Ol 


-»  J 


10      "11 


und  femer  hat  man  nach  Gleichung  (7): 

*«««« — ^ 

so  dass  durch  Division  beider  Gleichungen  folgt: 
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oder: 


ife-T 


"00 
«10 


f'll 


«00  ^01  ^osr 

«10    «11    «1« 
«tO   ««1    «« 


(11) 


Somit  ist  der  Wert  des  Transformationsfactors  ausgedrückt  darch 
die  Coefficienten  der  Kegelsclmittsgleichnng ;  für  die  Ellipse  ist  das 
obere,  für  die  Hyperbel  das  antere  Yorzeicben  zn  nehmen. 

Da  nun  die  Grösse  k  bekannt  ist,  so  folgt  für  das  Prodact  der 
Halbaxenqaadrate  einer  Ellipse: 


aH^ . 


Weil  aber  der  Inhalt  einer  Ellipse  gleich  ahn  ist,  so  ergibt  sich  für 
das  Quadrat  des  Inhaltes  einer  Ellipse,  deren  Gleichung: 


«oo«+«iiy*+2«oia;y+2»o««+2aisry  +  ^M  =  0  ist: 


J«=«« 


Femer  folgt  durch  Addition  der  Oleichungen  (8)  und  (9): 
«^«*±***»  +  («oo+«n) 


«00    ^01    ^0« 

% 

«10    «11    «1« 

: 

«00      «»Ol 

«'so    «11    «« 

«10     flji 

(12) 


oder: 


«00    «Ol    «OST 


«00       «Ol 


«10 


"11  i 


(13) 


fl*±**  =  — («O0+«ll)      "10   "11    "« 
««0    «21    «M 

Wollte  man  nun  die  Eegelschnittsgleichung: 

/(a?,y)  «  «oo«*+«iiy*+2«oi«y+2/io,a;4-2fl„y+«„  -pO 

in  die  Gleichung  bezüglich  der  Hauptaxen  des  Kegelschnittes  über- 
führen, so  hätte  diese  Gleichung  zu  Coefficienten  der  Variabeln  x^ 
und  y^  die  k  fachen  Halbaxenquadrate,  und  somit  muss  die  Gleichung: 

jfc/(«»y)  —  A)o«*+^iiy*+2:i4^i«y +2^a«+2^8y+^  —  0 

nach  der  Transformation  gerade  die  Halhaxenquadrate  zu  Coefficienten 
der  Variablen  x^  und  y*  haben. 

Diese  Form  der  Eegelschnittsgleichung,  welche  aus  der  gegebenen 
nur  durch  Multiplication  mit  dem  Factor  r  hervorgeht,  kann,  ähnlich 
wie  in  der  Theorie  der  geraden  Linie,  die  Nor  mal  form  der  Eegel- 
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Schnittsgleichung   genannt  werden   und   lässt   sich  in    vielen    Fälleii 
äusserst  zweckmässig  anwenden. 


"00 


Da  nach  Vorigem: 

ferner  allgemein: 
ist,  so  folgt: 


und     a^  +  6*  = 


—         h 


aH^  =  ± 


-^  -^i  I 


n^±b^^±{A^  +  A^,) 


(U) 


Ist  also  die  Kegelschnittsgleichuug  durcli  Multiplicatiün  mit  dem  Factor 

7  auf  die  Normalform  gebracht,    m    stullt   ditjonige    Determinante, 

deren  Verschwinden  ein  Linienpaar  bndingeii  würde,  den  Wert  oi^b^ 
und  die  Summe  der  Coefficientcn  von  3-^  und  yl^  den  Wert  von 
a*  ±  h^  dar. 

Die  Kegelschnittsgleichung  in  drr  Normal  form  gestattet  also  mit 
Hülfe  der  Formeln  (14)  direct  aus  ihr  die  Werte  für  die  Grössen 
«-6*  und  a^  +  Ä^  abzulesen. 

Mit  Hülfe  des  Vorangehenden  lässt  sich  nun  au^h  sehr  eiiifftt'h 
zeigen,  dass  man  zur  Kegelschnittsgleiclmng  iu  der  Normal  form  mir 
das  Product  der  Halbaxenquadrale  zvl  addiren  hat,  um  die  GleiLhnng 
des  Asymptotenpaares  des  durch  die  Gleichung  dargcgtellten  Kegel- 
schnittes zu  erhalten. 
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xxm. 

Die  orthoptische  Linie  eines  Kegelschnittes. 

Von 
Mas  Greiner. 


Der  geometrische  Ort  aller  Punkte  der  Ebene,  von  welchem  aas 
ein  gegebener  Kegelschnitt  unter  rechten  Winkeln  gesehen  wird,  heisst 
die  orthoptische  Linie  dieses  Kegelschnittes. 

Es  hat  somit  jeder  Punkt  der  orthoptischen  Linie  die  Eigenschaft, 
dass  die  Tangenten,  die  von  ihm  aus  an  den  Kegelschnitt  gezogen 
werden  können,  zu  einander  senkrecht  stehen;  so  dass  «Jso  die 
orthoptische  Linie  auch  als  der  geometrische  Ort  der  Schnittpunkte 
der  zu  einander  senkrechten  Tangentenpaare  des  Kegelschnittes  de- 
finirt  werden  kann. 

Sei  nun: 

die  Gleichung  eines  Kegelschnittes  in  homogenen  Coordinaten,  so  sind 
die  Gleichungen  der  Tangenten  irgend  zweier  Punkte  mit  den  Coor- 
dinaten xqPqZq  und  x^piz^i 

«/'(«o)+y/'(y«)+«/'(^)  =  0  (1) 

«/'('Ki)+ y/'(y.)+«/' W  =  0  (2) 

woza  aber  noch  die  Gleichungen  treten  mflssen: 

<rof'(xo)+Vcf'U/o)  +»o/"W  =  0  (3) 

xt/'ixt)-hyif'(lfi)+hf'('i)^0  (4) 

weil  die  Punkte  (0)  nnd  (1)  dem  Kegelschnitte  angehören. 
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Sollen  aber  die  beiden  Taugeuten  der  Punkte^  (0)  and  (1)  des 
Kegelschnittes  zu  einander  senkrecht  stehen,  so  muss  noch  die  Be- 
dingungsgleichung : 


fMf'(^i)+f'(yo)f'(yi)  =  o 


(5) 


stattfinden. 


Eliminirt  man  nuu  aus  den  fünf  Gleichungen  die  Grössen  ^o?  ^oi 
zq  und  a^i,  ^1,  %,  so  erhält  man  als  Resultat  der  Elimination  die 
Gleichung  der  gesuchten  Ortscurve. 

Setzt  man  nun  der  Kürze  halber: 

so  geht  Gleichung  (5)  über  in: 

Eliminirt  man  nun  ans   dieser  Gleichung  und  aus  den  Gleichungen 
(1)  und  (3)  die  Grössen  a«©,  yo?  «6  so  folgt: 


f'M     f\y)    /'W 
f'M   /'(yo)    n^) 


=  0 


oder,  indem  man  diese  Determinante  nach  der  letzten  Horizontalreihe 
entwickelt: 

Eliminirt  man  nun  aus  dieser  Gleichung  und  den  Gleichungen  (1) 
und  (5)  die  Grössen /'(aro),  /*'(yo)i /'Wj  so  hat  man: 

v/'(y)-K/'W     VW-v/'(a:)     iif  {x) -^ Xf  {y)  \ 

X  y  a  —  0 

f'M  f(yi)  0 

Aus  dieser  Gleichung  folgt  aber: 

Addirt  und  subtrahirt  man  im  Factor  von  f\r^  die  Grösse  Xr/'ix) 
und  im  Factor  von  f'{yi)  die  Grösse  ^  y/'(y),  so  geht  obige  Gleichung 
unter  Berücksichtigung  der  Gleichheit: 
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über  in: 

(7) 

/'(a-i)[2V-/'W(A:^+W+v«)]+/'(y,)[2a/--/'(y){A^^y4-v«)]==0 

Multiplicirt  mau  die  Gleichungen  (6)  der  Reihe  uach  mit  x,  y,  z  und 
addirt  dieselben,  so  folgt: 

kx+iiy+vz  =  l/'wr(fl?i)+4/'(y)y'(yi) 

und  somit  wird  aus  Gleichung  (7): 

+/'(yi)[4f*/-/'(y)  (/'W/^'(^i)+/(y)/'(yt))]  =  0 

Substituirt  man  in  diese  Gleichung  die  Werte  von  k  und  fi,  so  er- 
hält man: 

Diese  Gleichung  enthält  nunmehr  die  Coordinaten  des  Punktes 
(1);  würde  man  nun  aus  den  obigen  fUnf  Gleichungen  ebenso  die 
Coordinaten  des  Punktes  (0)  eliminiren,  so  müsste  man  selbstverständ- 
lich auf  dieselbe  Endgleichung  (8)  zurückkommen,  und  somit  folgt, 
dass  die  Wurzeln  der  quadratischen  Gleichung  (8)  nichts  anders  als 
die  Grössen: 


sind.    Demnach  ist: 


/'(yo)7'(yi)~4floo/-/'W* 

Da  aber  zufolge  der  Gleichung  (5)  f'(xQ)f'(x^)+f'(yo)f'(yj)  =  0  ist, 
so  folgt: 

^oiif-ny)'     _. 

4ooo/-/'(aj)>^ 
oder: 

(«oo+«ii)/(',y)~[i/(^)*+i/(y')]  =  0  (9) 

Diese  Gleichung  stellt  also  den  Ort  der  Schnittpunkte  allor  recht- 
winkligen Tangenten  des  Kegelschnittes  dar  und  ist  somit  die  Glei- 
chung der  orthoptischen  Ljnie.  Ordnet  man  die  Glieder  derselben 
nach  Potenzen  von  x  und  y  so  folgt: 
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«00  «11 


tf 00  ffai  +  Qu  Qta  ~  %a*  ~  ^la^ 


=  0 


Da  aber  die  Coefficienten  ^lo^iin^ij'ot  ^^^  ^«*''"""^?i? nichts 

«00  "ll       ^'Ol  «00  "l  1  '^  "oi 

anders  als  die  Coordinaten  a  und  ß  doB  EegelBchDittmittDlpiiiiktcä 
sind,  so  folgt  aus  obiger  Gleichung,  dasB  die  ürthoptiache  Lmie  eines 
Kegelschnittes  ein  mit  ihm  concentriseher  Kreis  Ist,  Sei  nun  R  sein 
Radius,  so  wäre  seine  Gleichung: 


(a;-a)«+(y-l9j^-i2^  =  0 


und  somit  ist: 


cflJ^ß%^R%  ^ 


«00  «M+  «II  Q ia  —  ^^0»^ — «la^ 


"(M^U^ÖOl 


woraus  folgt: 


J2«  =  — (rioo+«ii) 


^00 

«Ol 

«08 

''10 

'hl 

«IIa 

flao 

«ii 

«aa 

«i 


00 


«i 


Ol 


«10        «11 


Aus  dem  über  den  Transformations factor  Erwäiinten  geht  benor, 
dass  zufolge  der  Gleichung  (13): 


Ä«  ^  „^  ±  /,a 


ist. 


d.  h.  Die  orthoptische  Linie  einer  Ellipse  hl  ein  mit  ihm  concentri- 
seher Kreis,  dessen  Radienquadrat  gleidi  der  Quadratsunmie  der  Halb- 
axe  ist.    Und: 

Die  orthoptische  Linie  einer  Hyperbel  ist  ein  mit  ihr  concentri- 
seher Kreis,  dessen  Radienquadrat  gleich  der  Differenz  der  HalbaxoQ- 
quadrate  ist. 

Für  die  Parabel  ist  bekanntlich  «üo«n^«üi*  =  ^\  aomit  ist  der 
Radius  ihres  orthoptischen  Kreises  unendlich  gross ,  also  ihro  orthopti- 
sche Linie  eine  Gerade,  die,  wie  leicht  zu  beweisen  ist,  senkredit 
auf  ihrer  Hauptaxe  steht  und  mit  ihrer  Leitlinie  znsammenMt 

Besonders  interessante  Sätze  ergeben  sieh  aber,  wenn  man  sich 
die  Gleichung  des  Kegelschnittes  in  homogenen  LiniencoordiiiatnG 
gegeben  denkt 

Sei  nämlich: 
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die  Gleichung  des  KegelscUnitleSj  so  müssen,  wenn  t4^J,  vq^  ir^  und  u^^ 
V],  w^  die  Coordinateii  zweier  Tangotitcn  dt's  Kegelschnittes  sind,  die 
Gleichongen  bestehen: 

Die  Gleichungen  der  beiden  Tangenten  sind  aber: 

iiji;c+t»j^4"K'|» -==  0  (4) 

Und  die  Bedingung,  das»  dieselben  auf  einander  Benkrecht  atchon,  Ist: 

i*„t*^+VyVi  =0  (5) 

Aus  diesen  fünf  Gleicbungen  sind  nun  die  Grössen  %,  f^^^  w^^  it^,  v^^ 
w^  zu  eliminiren,  um  die  Gleichung  der  orthoptischen  Linie  zu  er- 
halten. 

Durch  Eliminatiou   der  Gross eu  u^^  v^^  w^  aus  den  Gleichungen 
(2),  (4)  und  (5)  folgt: 

^F\w,)  kn^)  iJ^'c«-i) 

AB  y  jgr  =*  0 

Wn  %  0 

und  hieraus  ergift  sieh,  wenn  mau  entwickelt  und  imth  iij,  i\^  wt, 
ordnet: 

Setzt  man  fttr  die  Coeflicienten  «j,  f?i,  «r^  der  Küi^e  halber  die  örösaen 
A,  B,  C,  so  folgt  fttr  obige  Gleicbnng: 

Eliminirt  man  nun  aus  dieser  Gleichung  und  den  Gleiohungeu  (4) 
und  (5)  die  Grössen  u,,  f?j,  tr^^  so  hat  man: 


ABC 


^0 


Entwickelt  man  diese  Determinante,  setzt  die  Werte  von  A  B,  C 
ein  und  ordnet  die  Gleichung  nach  Potenzen  von  %  und  t-o,  so  folgt, 
nachdem  man  die  gan^e  Gleichung  mit  f\^  dividirt  hat; 
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\»0/  ^0 


Würde  man  aus  den  fünf  Gleichungen  statt  der  Grössen  »19  ^9  <^i 
die  Grössen  %,  vq,  t^o  eliminircn,  so  erhielte  man  ganz  dieselbe  End- 
gleichung in  (  );  folglich  sind  die  Wurzeln  obiger  quadratischen 
Gleichung  die  Grössen: 


^    und    ^^ 
«0              «1 

somit  ist: 

«P  «h 

ejga;8~2co2aJ«+eoo»* 

«iay^--2e,2y«+«n«* 

Da  aber  zufolge  Gleichung  (5)  li^t^+t^o^i  =  ^  is^s  so  folgt  ans  der 
letzten  Gleichung: 


«i2y*— 26,2ya+c„«« 


Folglich  ist  die  Gleichung  der  orthoptischen  Linie,  ausgedrückt  durch 
durch  gewöhnliche  Goordinaten: 

aus  welcher  ebenfalls  ersichtlich  ist,  dass  dieselbe  ein  mit  dem  Kegel* 
schnitte  concentrischer  Kreis  ist  # 

Für  den  Kegelschnitt,  dessen  Gleichung: 

0{u^v^w)  —s  eoot**+eiir'+€22«'*+2%tt»+2£oj|t»M?  +  2«i8»ic  =0 

ist  ergibt  sich  ganz  analog  dem  Obigem  die  Gleichung  der  orthopti- 
schen Linie  als: 

und   somit  ist  die  Gleichung  der  orthoptischen  Linie,   welche  dem 
Kegelschnitte  von  der  Gleichung: 

-P(tt,  v,w) — 10  {u,  ü,  w)  =  0  zugehört : 

Alle  Kegelschnitte,  deren  Gleichungen  die  Form: 
F{u,  V,  ir)  —  A  <P  (m,  ü,  to)  «=  0 

haben,  sind  aber  bekanntlich  einem  und  demselben  Vierseit  einbe- 
schrieben, und  somit  ergibt  sich  der  Satz: 
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Die  orthoptischen  Linien  aller  Kegelschnitte,  die  einem  und  dem- 
seihen  Yierseit  einbeschrieben  sind,  gehen  sämmtlich  durch  zwei  feste 
Punkte.  Da  abe;*  diese  beiden  festen  Punkte  nur  eine  einzige  Ge- 
rade bestimmen,  so  gibt  es  unter  den  sämmtlichen  Kegelschnitten, 
die  einem  gegebenen  Vierseit  einbeschrieben  sind,  nur  eine  einzige 
Parabel,  deren  Leitlinie  eben  die  Verbindungslinie  dieser  beiden  festen 
Punkte  ist 

Unter  den,  einem  Yierseit  einbeschriebenen,  Kegelschnitten  gibt 
es  aber  insbesondere  drei,  die  sich  auf  Punktepaare  reduciren-,  näm- 
lich auf  die  beiden  Gegeneckenpaare  und  auf  das  Schnittpunktepaar 
der  Gegenseiten  des  Yierseits.  Die  orthoptischen  Linien  dieser  Kegel- 
schnitte sind  di^enigen  Kreise,  die  man  über  den  Diagonalen  des 
Yierseits,  als  Durchmesser  genommen,  beschreiben  kann.  Somit  folgt 
der  Satz: 

Die  über  den  drei  Diagonalen  eines  volistftndigen  Yierseits  als 
Durchmesser  beschriebenen  Kreise  haben  eine  und  dieselbe  gemein- 
schaftliche Sehne. 

Daraus  folgt  unmittelbar: 

Die  Mitten  der  drei  Diagonalen  eines  vollständigen  Yierseits  ge- 
hören einer  und  derselben  Geraden  an. 

£s  ist  leicht  zu  zeigen,  dass  diese  Gerade  der  Ort  der  Mittel- 
punkte aller  dem  Yierseit  einbeschriebpnen  Kegelschnitte  und  somit 
die  Axe  der  einzigen  unter  diesen  Kegelschnitten  befindlichen  Para- 
bel ist. 

Denn  bekanntlich  ist  die  Gleichung  des  Mittelpunktes  eines  Kegel- 
schnittes, der  durch  die  Gleichung: 

F(t4,t?,w)— A  <P(w,t;,w)  -=»  0 
dargesteUt  wird: 

oder: 

woraus  sofort  ersichtlich  ist,  dass  die  Mittelpunkte  aller  einem  Yier- 
seit einbeschriebenen  Kegelschnitte  einer  Geraden  angehören. 

Da  aber  die  Mitten  der  drei  Diagonalen,  welche  als  die  Mittel- 
punkte jener  Kegelschnitte,  die  sich  auf  Punktepaare  reduciren,  an- 
gesehen werden  können,  einer  Geraden  angehören,  so  muss  diese  auch 
die  Mittelpunkte  der  übrigen  dem  Yierseit  einbeschriebenen  Kegel- 
schnitte enthalten.  Ihr  unendlich  femer  Punkt  ist  alsdann  der  Mit- 
telpunkt  der  einzigen  unter  den  Kegelschnitten  befindlichen  Parabel. 
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XXIV. 
Untersachmigen  über  algebraische  Olelelitingen, 

Von 
Alfred  SiebeL 

FortsetBung  Ton  N>  OL 


ArUkel  m.  (§  10 -|  13.) 

Hienni  1  T%teh 

Berechnung   der  reellen   Wurzeln. 

Einleitung. 

Wir  beschäftigen  'uns  im  Folgenden  mit  der  Bestimmtiiig  der 
reellen  Wurzeln  auf  analytischem  Wege,  Dieselbe  lehnt  sich  an  eio- 
fache  geometrische  Constructionen  an  (§  2.,  Aufg.  III.,  §  3.,  Erit  0. 
u.  Krit  in.).  Wir  können  uns  Schritt  für  Schritt  ein  Bild  ron  dcji 
Rechenoperationen  machen,  worin  ein  nicht  unwesentlicher  Voirteil 
besteht 

Wenn  wir  hier  geometrische  Lösungen  mit  unterlaufen  iMoai 
und  auf  Figuren  Terweisen,  so  geschieht  es  einerseits  um  diesen  Za- 
sammenhang  vor  Augen  zu  haben,  ohne  ihn  erst  ans  dem  Früheres 
heraussuchen  zu  müssen,  andrerseits  um  uns  kürzer  fassen  zjx  können. 

Zugleich  geht  daraus  hervor,  wie  die  analytische  Methode  dordi 
geometrische  Hülüsmittel  unterstützt  werden  kann,  abgesehen  von  d^ 
geometrischen  Auflösung  in  Artikel  I. 
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§  10. 

Wir  Btelleu  uns  zunäclist  das  für  die  TrennuBg  der  reellen  War- 

leiu  wichtige 

Problim  L    Auf  der  (         '   [    Seite  eiues   bßliebiflr    a^- 
(  neg.  1  &   B 

I      za  bestimmeDf 
in  welchem  böchstena  eine  Wurzel  «<?  von /fa-)  =^  0  liegt 

Gtünietri^che  Auflösung. 
(YergL  §  3.,  Krit  II,  u.  §  8.,  10). 

1)  Löse  S  2,^  Äufg.  I.  für  ö^a-,, 

2)  Conatniire  laut  Fig,  I.  der  Reihe  nach  HK^  C\  O,  |J  and  be- 
stimme einen  Curvenpnnkt  F  auf  der    IM  Seite  Ton  F  so,  daas 

die  Tangenteu  in   T  (aiehe  §  ä,  Anmerkung  1))  die  Ordinate  ^P 

Hiebt  UDterhalb  f3  scbneidet  **). 

X  ^  Abscißse  von  T, 
In  Fig.  L  ist 

i(^_ Ä)r  +  («^ -  «)  JLr{«-Ä)^"l  ^ 8(a?,) 

Pividiren  wir  dnrcb  k(w^  —  hy^  sabstituiren 

X  —  Ä 
«=  — -^f 

flCj  —  Ä 


*)  Zur   küreereu  Äuadnuikiwdse  kOnnen  wir  iolcb«  iDterrftUe  lymboliith 

besef  ebnen,     (Siebe  z.  B.  Modi  f.  Verf.). 

*•)  D*r  Reomotriflcb©  Ort  der  Berührungspunkte  der  Ton  P  an  das  SjRleia 
|r=:  A(i"Ay,  ;i  rai-mbcl,  geasogi^nen  Tangenten  iit  nicb  |  S.,  IL  eine  glcieh- 
eoitige  Hyporb«!. 
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sowie 

so  ergibt  sich  folgende 

Algebraische  Lösung, 

1)  Löse  §  2^  Aufg.  I.  fttr  c^aji. 

2)  Berechne  h^  e  —  a^ 

ffM tf(x^) 


s  ^  1  so,  dass 


(2) 


schliesslich: 

35  —  «(ä^— Ä)  +  Ä^c  (3) 

Die  LöBong  von  (2)  ersiehe  aas  §  12. 

n.  VI       TT      A  .  (  unteren  \     ^ 

ProMem  II.    Ans  einer   {     ,  )    Grenze    x,    einer 

l  oberen    )  * 

Wurzel  w  eine  {       ^        >  Grenze  x  derselben  zu  berech- 
l  untere ) 

nen*). 

Au/lt'sung. 

Löse  wiederholt  Problem  L ,  das  gefundene  «  jedesmal  als  neues 
Xi  betrachtend,  so  lange  bis  f(x)  das  entgegengesetzte  Vorzeichen  von 
f(xi)  erhält.  Dieser  Fall  tritt  stets  ein,  wenn  ?r  keine  mehrfeu^e 
Wurzel  ist  (§  8.,  HI.,  1)). 

Wir  brauchen  nur 

z  =  einem  Näherungswert  von  (2)  (1) 

zu  nehmen. 


M  Oder  was  dasselbe:    Ein  Intervall  \   j       ^\  i   x«  bostiroinen,  welch« 

gennn  eine  Wurzel  enthalt.     Es  mfirbto  sich  ompfohlcn  polchr    Intorvnllc  sym- 
bolisch dnrch  (x^wx)  resp.  (xioX|)  7a  bezeichnen. 
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Für  diejenigen  a^,  für  welche  ;)<1  (8(a;i)  >  0)  i  genügt  nach 
§  8.,  m.,  2),  indem  wir  in  §  9.,  I.  (5)  statt  x,  x\  «i:«  — A,  äu'  — Ä, 
x^ — h  und  statt 


femer 


9>M:(^-h)  +  ^^, 


^^^  +  2r{r'-l)    ^P  ^^®  ^^®"^ 


setzen,  der  Wert: 

Ist  p  >  1  {i(x^)  <0) ,  so  genügt  z  -  ^  (3) 

Liegt  xi  der  Wurzel  hinreichend  nahe,  so  hat  man  Prahlern  L 
nur  einmal  aufzulösen. 

Ist  w  eine  mehrfache  Wurzel,  so  findet  eine  fortwährende  An- 
näherung auf  der   |    ^'  J    Seite  statt 

Wie  in  diesem  Fall  die  Wurzel  getrennt  werden  kann  von  der 

nächst   !      ^       i.g  ^       I  lücht  mit  ihr  zusammenfallenden  Wurzel, 

geht  aus  der  Schlusshemerkung  in  Artikel  I.  hervor. 

Ist  X  =  F(a5j)  eine  Lösung  von  Problem  L  in  der  angegebenen 
Weise  und  schliessen  wir  den  Fall  aus,  dass  w  eine  mehrfache  Wurzel 
ist,  so  genügt  dem  Problem  die  rfach  iterirte  Function 

x  =  FiF(F(...(x^). ..))), 

12    8         r      r         128 

wo  r  endlich  ist,  =  1  oder  =  2  ...  etc. 

Beispiel  L 
(§  2.,  Beispiel  Ha.,  (3)). 

a.6+6a!6+9a^— 5aj»— 15aj2+0aj+5  -  0. 

Die  kleinste  positive  Wurzel  w  zu  trennen.     Hier  ist  a^  =  ü  eine 
untere  Grenze  von  w^  eine  obere  wird  gesucht. 

Wir  lösen  §  2.,  Aufg.  I.  für  «i  =  0,  c  =  0  und  A  =  1  und  finden 
wie  in  §  2.: 

a-0,1;     r  =  6;    l -=»  gQ»     ä«  — 0,1. 
T«ULTn.  18 


1 
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\ 


Wmti^T  ist 


60  (0,1  r 


5;    ^  =  (5  —  1)0,1-0,4, 


Da  /(0,4)  =  2,576  >■  0,  so  Hegt  zwischen  0  und  0,4  keine  Wuml, 
wir  fahren  also  fort; 


2)  für  a^  :-  0,4; 

1/(0,4) 


1 


^  -  mm^  -  gj^. 2,576. 64  =^  2,74  ...;     g>,[^j  ^  1  <p; 
«  -  I  -  1,2;    a?  =-  1,2(0,5} -0,1  -  0,5 

Es  ist  wieder  ^(0,5)  =^  1,391  >  0  also 

3)  für  xj  =^0,5: 

»  —  1,14 i    x  =  1,14.0,6  -  0,1  ^  0,584  . . .  j  7(0,58)  =  0,43. 

4)  ffira-i  -=0,58: 

'*^6Ö"(0;^'    logp^0,860...-2;    log  qPß  1,06  <  logfi 

Ä  =-  1,06;    x^  1,06 .0,68 -- 0,1  =  0,6208;   /(0,G2)  =  ^  0,021  .,  - 

Die  Wtirzel  liegt  also  zwischen 

0,588    und    0,62. 

Zur    geometrischen    Interpretation   verweisen   wir    auf    Artikel    L, 
Fig,  IV  a. 

Wir  können  in  dieser  Weise  fortfahren  und  die  tthrigen  Wurzeln 
trennen,  unter  Beibehaltung  von  c  =  0  und  auch  der  Werte  a,  r,  f, 
h  bei  der  Trennung  der  3,  5  . . .  Wurzel  (in  pos.  Sinne),  während  der- 
jenigen der  2,  4  ...  Wurzel  ein  anderes  I  (hier  l<;0)  zu  Grunde 

gelegt  werden  muss  (r  kann  durchweg  -^  n  beibehalten  werden). 

Im  vorliegenden  Beispiel  kann  sich  die  Methode  an  die  Fig.  ITa 
und  Fig.  IVb  des  Artikel  I.  im  Geiste  anlehnen. 

Es  kann  indes  hierbei  der  Fall  eintreten,  dass  die  Trennuii^J 
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sehr  langsam  von  Statten  geht  Um  diesem  Uobehtande  zu  bogegneo^ 
lassen  wir  c  nachrücken,  d.  h.  wir  setzen  z-  B,  die  Trennung  der 
Wurzeln,  die  >1,  >10,  >100  ...  sind,  bezüglich 

c  =  l;    10;     100. 

Mit  Vorteil  können  wir  uns  des  Fourier 'sehen  Kriterium'i  be- 
dienen *). 

Beispiel  IL 
fix)  ==  xl+x^—ßx^—bx^+lOx^+ßs^—Ax'-l  =  0  {1) 

Die  Äj  =  —  2  auf  der  pos.  Seite  benachbarte  Wurzel  zu  trennen. 


*)  Anmerkung  I.  Haben  wir  in  einem  Inlervall  m  reelle  Warzdn  er- 
mittelt  und  gehen  in  demselben  z  Zeichen  -  Wechsel  „verloren^,  so  entaprieht 
die  Differenz  d  =  z  —  m  (=:  paar  oder  0)  eben  so  vielen  eomplexen  Wurzeln, 
(Dio  in  einem  anderen ,  ganz  ausserhalb  des  ersteren  hegenden  Intervall  ei^ 
niittelte  Differenz  (fj  =:«,  —  »/ij    entspricht   rf,  weiteren    imaginftren  Wiirzoln). 

Anmerkung  IL  Um  einen  Vergleich  des  vorliegenden  Vorfahrcns  mit 
denen  von  Lagrange  und  Sturm  anzustellen,  bezeichnen  wir  di«  succeesire 
erhaltenen  Werte  x   —  welche  wir  als  neue  x^  bctrachlen  —  mit 

«110  «m  a^iia«--^**-  ai,»^+i  ■■- 
Es  liegt  dann  zwischen  je  2  aufeinander  folgenden  Werten  z,  B.  xi^,   und 
xi,r+l  keine  oder  eine  Wurzel,  je  nachdem /(ji,i)  und /(xi,r+i)  gleiche  od. 
entgegs.  Vorzeichen  haben. 

Die  Methode  von  Lagrange,  verbessert  durch  G ft u c h y ,  bestimmt  die 
Reihe  der  x,  so,  dass 

ici,r4-i  —  aJi.f  =  f  =»  conitant. 

Die  von  Sturm  gibt  die  Anzahl  der  reellen  Wurzeln  m  einen  beliebigen 
Intervall  (»i  x')  als  Zahl  der  Zeichen  Wechsel  einer  gewissen  Eeihc,  während 
wir  in  (xi,oa:i,f)  —  dessen  Endglied  vom  Anfangaglieil  abbÄiigig  ist  *—  eben- 
falls die  Anzahl  der  reellen  Wurzeln  als  Zahl  der  Wechsel  einer  Reihe  fiaden. 
Wahrend  aber  bei  Sturm  die  Wurzeln  erst  getrennt  werden  mthssen,  iind  die- 
selben  hier  bereits  getrennt. 

Wir  können  indes  auch  gleichzeitig  von  Xi  aus  eine  Reihe 

a^i»09     %»!>     ^»2  •••  ^hr 
und  Ton  x^^Xj  aus  in  ahnlicher  Weise  in  negativem  Sinne 

«1.«  ...  «1^,     x^'\    a^^^ 
bilden. 

Als  Bspl.  hierzu  empfehlen  wir  obige  Gig.  Air  jr^  =0  und  i'  ^  1  zu  be- 
handeln (Art  L,  Fig.  IV  a). 

20 
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Es  ist  Aa-,)  =  — 1<0,  §  2.,  Aufg.  I.,  FaU  b)  zu  lösen.  Wir 
fiuden  als  zulässig  c  3=  —  2  uud  da  die  nach  —2  transformirte  Glei- 
chung 

a;^--13a;«+66a;ö—165a;*+210a;3— 126^2+28«— 1  =  0       (2) 

lautet  (dieselbe  Gig.  wie  in  §  2.,  BspL  IIa  (1)),  so  weiter: 

A  =  l,     ;,  =  6,     r=6,      a  =  0,l,     f  =  -  ^  (0,1)*. 
Ferner 

a  =.  1,49 ;    x  =  1,49.0,1—2—0,1  =  -  2-|-0,049. 

Da  /*(— 2)  und  /(— 2+0,049)  entgs.  Vorzeichen  haben,  so  liegt 
also  zwischen 

—  2    und    —2+0,049 

eine  und  nur  eine  Wurzel  von  (1). 

Wir  haben  also  die  Wurzel  getrennt  durch  einmalige  Lösung 
des  Problems  I. 

Betrachten  wir  (2)  als  ursprünglich  gegeben  und  suchen  me 
obere  Grenze  der  kleinsten  pos.  Wurzel,  so  finden  wir,  x^^^O  und 
c  =  0  gesetzt,  X  »  0,049.    (Die  Operationen  sind  dieselben). 

Beispiel  III, 

p--n-+(?)-"-o+- 

Die  kleinste  positive  Wurzel  zu  trennen.  Wir  setzen  «,  » 0 
und  c  =  0  und  lösen  §  2.,  Aufg.  I.,  Fall  a),  da  ^(0>  —  -j-  1  >  0; 
r  =  22;  femer: 

/22\  /22\  /22\  /22\ 

*)  Die  Wurzeln  sind  s&rorotlich  pos.  reell  und  sswar  der  Grösse  nach 
(2sin2)8,    (2sin3.2)«,    (2sin5.2)»  ...  (2sin43.2)«. 
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\iO;l  V12;  U;  liej 

*       C2^\      '    *       /'24\"   • 
\18/  V20; 

Wählen  wir  a  =  0,1,  so  ist  der  kleinste  dieser  Werte 

S)     (?) 

*^'''"'  =  /24  \  "'*  =  /24\  "***  =  '  ^*  =  ^  genommen), 

U)     (4) 

»/(O)       \  2  M        100 


(^)"' 


2  -=  4e  ="  2,17  .. .  >  cp22(l,(m)  =  ],H8 


Ä«l,06;    a;=»(»—l)a  =  0,006;   /(a^)<  0. 

Es  liegt  also  zwischen  0  and  0,006  eine  und  imr  eine  Wurzel. 
(Dieselbe  ist  «0,00487  ...,  die  folgende  0,C4371  ..,). 

Die  Trennung  ist  also  wieder  beim  ersten  Schritt  erfolgt. 

Moddficirtea   Verfahren» 

Bei  der  Trennung  in  pos.  Sinne  können  wir  uns  eine«  Terfahrens 
bedienen,  wonach  die  Bedingung  Problem  I.  (2)  dadiinh  erfüllt  wird, 
dass  wir  nicht  zuerst  a  wählen  und  dann  z  bestimmen,  souderu  um- 
gekehrt. 

Wir  wollen  dies  an  einem 

Beispiel 
erläutern.    Es  sei  §  2.,  Beispiel  III.: 

ic«— 6ic*+9aJ*+5ic8--15a;2-|-0.a;+5  =^  0. 
Die  kleinste  pos.  Wurzel  von  o:,  =  0  aus  zu  trennen. 
Für  c  =  0,  «1  =  0  finden  wir;  r  =  6,  ferner 

15 

AH-|,,2  =  dem  kleinsten  der  Werte  1,     g-«*,    4  a*- 
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•  15 

Ist  a<  Vl^  =  0,62996  nnd  <  gg  =  0,4166...,  so  ist 

f  =  4a», 

1/(0)       20 . 

obige  Bedingung  algebr.  Lösung  (2):   a^V      \  .^      Wir    kömicn 
also  sagen: 

Zwischen  0  und  x  =^  a{z — 1)  liegt  iiöcliBtens  eine  Wurzclj  wDim 

s     

«>  1  und  a  < 0,4166...  und  <1/ — y\  ist 
Wählen  wir  z.  B. 

1)  «  =  2,      so  erhalten  wir  ä  =  0,41 6G .  1     =  0,4166 

2)  «  -=  3,       -        -  -    a?  «  0,21)9    ,  2     =  0,418 

3)  «  =  2,5,    -        -  -    a;  =  0,315    .  1^  =  0,472 

Der  letzte  Wert  ist  also  der  vorteilhafttTe, 

Transformiren  wir  die  Gleichung  nach  einem  t"  ^  ^i  ßtwa  ==  0,47i 

behandeln  die  neue  in  derselben  Weise  u.  e.  w.,  so  iiiuss  die  kleiuite 
pos.  Wurzel  getrennt  erscheinen  und  so  nach  und  nach  jedo*). 

Auch  hierbei  können  wir  mit  Vorteil  das  Fourler'ßcho  Krite- 
rium anwenden  (Anmerk.  I.  nach  Bspl.  I.). 

Als  Beispiel  empfehlen  wir  die  kleinste  p{js,  Wurzel  der  obigen 
Gleichung  vom  22.  Grade  zu  trennen. 


§  11. 

Nachdem  wir  im  Vorigen  gezeigt,  wir  dio  rorllün  Wurzeln  ge- 
trennt werden  können,  bleibt  uns  noch  übrig  atuugeben,  wie  man 
sich  einer  beliebigen  Wurzel  von  einer  oberen  oder  unteren  Grenze 
derselben  aus  annähern  kann. 

Problem  I.     Auf  der   \         *  }   Seite  eines  beliebig  ge- 
l  neg.  ) 


•)  Dies  Verfahren  ist  gleich  dem  folgenden: 

Bestimme    —    wir  verweisen   auf  Problem    !►*)    —  :     (0^47  i^'  x)  ip    f^ 

'S 

c  =  0,47;  setze  x  =  Xj    und   bestimme  (x,  lo  ^)u?  für  c-^i^    u.  i^  f- 

? 
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Rebeaen  Wortes  a-,   ein  Intervall    I  >     zu    boatimmen, 

in  welcliem  keine  Wurzel  vou/{a-)— 0  liegt. 

Geometrische   Auflösung, 
(VergU  i  2.,  Aufg.  HI.,  §  3.,  Krit  m.)- 

1)  Löse  S  K  Aufg.  IL  ftlr  ü  ^  ^^. 

2)  Conatmiro  laut  Fig.  IL  nacheinander  ffJT,  C%  O,  ^,  die 
Tangenten  in  /•  und  |5  an  iT  rosp.  Ä  nach  i  3.,  Anmerkung,  und 
bezüglich 

Es  ist  für  ein  solches  ^ : 

wo  a  =  8'(^,)    und     ß  -  S{^i)— ^,  g'(flfi), 
cMier 

(.»+«(.i)'+.(^4j)--j5o. 

Dies  gicbt  folgende 

1.     Algehraisühe  Auflösung, 

1)  Wie  von 

2)  Berechne  nacheinander  f{3^i)\    fM;    h^e—ai; 

ff  =  F'(^,) ^ ir (^i)i   ^(xi)  ^1(^1- hy ;  g(^,)  -  F{x^)  - irK) ; 


*)  Symbolisch   können   wir  dieüo  loicrTiilk  durch  {xij)w  beaflgL  w(xx^') 
be^oiehnen.     (Vt-rgU  §  10.  ProbkoQ  1.*)  und  Problem  U.*)). 
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3)      -^rW«— «''H-a^-l^g 

nnd  zwar 

a)  wenn  x^x^  sein  soll: 

y 


•  «1  Ä  * 

sowie 


r  —  l 


1.  falls  «  >  0  und  y  >  0  (also  «  >  0) :  0  <  ä  < 


r 


2.,,       >       „      <(«    «>0''e"°'-{r^e  }>=•<« 
3.    „        <        „       >     (  „    g<0):  «>1. 

(Der  Fall  « <<  0  und  y  <[  0  kann  nicht  eintreten), 
b)  wenn  «  <  «i  verlangt  wird : 


ajj  —  h 
sowie 

1.  falls  «  >  0  und  y  >  0  (also  «  >  0) :  ^^  <  «  <  1 

2.  sonst  a  =  — ^  «=  -. 

c  —  h       a 

Schliesslich  finden  wir: 
4)    a;  «  Ä  +  ^  ^  c. 
Die  Lösnng  von  3)  kann  nach  §  12.  erfolgen. 


(§  2.,  Bspl.  IL  a,  (3)). 
/(jr)  -=  aj«+6»6+9aj*— 5a;8— 15aj«4.0.aj+5  —  0. 

Auf  beiden  Seiten  von  x^  =  0,8  ein  Intervall  zu  berechnen, 
welches  keine  Wurzel  enthält. 

1)  Da  /(0,8)  =  — 1,245 . . .  <  0,  so  ist  zunächst  §  2.,  Aufg.  ü. 
für  c<Z.x^  zu  lösen.  Es  sei  <;  »  0,  so  können  wir  die  §  2.  gefun- 
denen Werte  benutzen: 

X  «=  1,    a  =  0,1 ,    r  =  6    und     '  "*  gn* 

2)  /(0,8) 1,245376...-,   /' (0,8)  = —0,9139...;    Ä^ 0,1; 

-^(0,8)  -  3,54294. 
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«  =  3^817;  F(0,8)- 0,531441;  8(0,8) -0,552197;  ß 2,29434 

2,29434  ,  ^^       2,65016  (2,65016)» 

y^Siööin+O'l"  3:55817'    «°  (3,55817)*'    log«  =  0,80899-2 

Es  sei  zunächst  x'^  x^  verlangt. 

Hier  liegt  der  Fall  a)  1,  vor,  sodass  »  <  ^^g  =  0,827 ...  und 
< «=  0,833 . . . ,  aber  >>  0  sein  muss. 

T 

Wir  finden  nach  §  12.  log  i^«  0,789  «  0,80968—2  >  log*?,  also 

«  =  0,789;    ^=-^^'^  +  ^1^^^^^^'^  log (a:+0,l)=  0,97496^1; 

«+0,1  =  0,944-,    X  «  0,844. 

Zwischen  0,8  und  0,844  hat  die  Gleichung  mithin  keine  Wurzel. 

Berechnen  wir  jetzt  ein  solches  Intervall  auf  der  negativen  Seite 
von  iCj  =»  0,8. 

Es  liegt  Fall  b)  1.  vor,  also  muss  0,833...<i5<  1  sein.    Da 
^e  0,872  =  0,80981—2  >  \ogq,  so  ist  ;»  =  0,87200,827)  statthaft; 

0^  « -  0,1  +  3^55^17 :o,872 '      lo«(«'+^'«  =  0,93152-1 ; 
aj+0,l  =  0,854...;    «  =  0,754... 

Zwischen  0,754...  und  0,8  hat  die  Gleichung  also  ebenfalls  keine 
Wurzel. 

2.    Algebraische  Losung, 

Diese  Lösung  ist  einfacher  als  die  vorige,  die  Annäherung  an 
die  Wurzel  aber  eine  langsamere. 

1)  Löse  bezüglich  \         *       j  in  §  2.  für    c  ^  «j ,    mit   dem 

Unterschiede,  dass  an  die  Stelle  von  x±n,2:x±«,i  tritt,  sodass  geom. 
interpretirt  die  Curve  y^=%{x)  von  der  Abscisse  c  an  beständig 
aufsteigt. 

2)  Berechne  nacheinander: 


»/(''i) 


-;  abeztlglich^  Vi— jp  (oder  =  Vi— ;>); 


a5  =  aj  (iCj  —  A) -(- Ä  Z^  c. 
(Es  ist  X  bestimmt  durch  F{x)  ^  %{x^  resp.  F{x)  ^  8(a:i)). 
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Beispiel  L 

In  §  10.,  Bspl.  I.  fanden  wir  eine  Wurzel  w  zwischen  0,58  und 
0,62.  Es  ist  /(0,6)  =  0,2.. .  > 0,  dagegen /(0,62)  <  0;  w  li^  also 
zwischen  0,6  und  0,62. 

Bestimmen  wir  o;  so,  dass  0,6  <;a5  <  w« 0,62).  Wir  finden 
als  zulässig  (nach  §  2.,  Bspl.  II.  b.): 

c  =  0;     A«l;    a  =  0,1;    r  =  3;     !  =  — 0,02; 
also 

Ä-     Ol.     „»-^'^•^»?-.        ^.    .-V347. 
Ä^-0,1,     p ^^y- ^3;    «--7—» 

X  =  0,1  (VäS?  — 1)  =  0,6027. 
Die  Wurzel  t*  ist  =»  0,618... 

Beispiel  IL 

Eine  untere  Grenze  x  der  positiven  Wurzeln  der  vorigen  Glei- 
chung* zu  berechnen. 

Mittelst  der  obigen  Werte  finden  wir 

—  0,02./(0)  \ '/ 

P  = Jo,i)3       =-100;      i^  =  VlOl;      X  -  0,1(1/101-1)  = 

X  =  0,3657. 

Die  Wurzel  selbst  ist  0,618... 

^  ^«       «w      A  (  unteren  )    ^ 

Problem  II.    Aus  einer   <     ,  }    Grenze    x^     einer 

(  oberen    )  * 

Wurzel  w  einen  Näherungswert  x  auf  der  \  }    Seite 

**  l  pos.  ) 

zu  bestimmen. 

Löse  wiederholt  Problem  I.,  das  gefundene  x  jedesmal  als  neues 
x^  betrachtend. 

In  Betreff  der  Wahl  von  c,  r,  ...  gilt  Analoges  wie  in  §  10., 
Problem  II.  nach  Bspl.  I.  bemerkt. 

Bei  der  Annäherung  von  einer  oberen*)  Grenze  aus  können  wir 
uns  des  sehr  einfachen  Näherungswertes: 


*)   Eine   untere    Grenze   einer   Warzel   w   kann   darch    die    Sabstitatioa 

ap  =  -  in  eine  obere  Grenze  von  -  verwandelt  werden. 

X  w 
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bedienen,  worin  die  Constanten  nach  der  2.  algebr.  Lösung  von  Pro- 
blem L  (l/(a^)>0)  zu  berechnen  sind;  F\x{)  =^  kr(x^  —  hy-^\ 
h  =  c — a. 

(Yergl.  diesen  Wert  mit  dem  sogenannten  Eul  er 'sehen  „Nähe- 
rungswert", §  3.  Anmerkung,  2.) 

Wir  wiederholen,  dass  x^  beliebig  ist,  während  die  Eul  er' sehe 
Formel  voraussetzt,  dass  x^  bereits  ein  Näherungswert  ist. 

Ist  X  «=  F(xi)  eine  Lösung  des  Problems  I.  dieses  §  in  der  an- 
gegebenen Weise,  so  kann  die  Wurzel  w  dargestellt  werden  durch 
die  in's  Unendliche  fortiterirte  Function 

aj  =  ^(F(/^(....(xi). ...))). 

12      8  r=ao         8  2  1 

Je  grösser  r,  desto  kleiner  w — x, 

§  12. 
L     Nach  §  10.,  Problem  11.   lässt   sich  die   Trennung   der 
reellen  Wurzeln,  d.  h.  die  Bestimmung  einer  I      tp       1   Crrenze 
aus  einer  \  Qh^Yen  I  ^^^  ^^  wiederholte  Auflösung  der  Formel: 

9>riz)  ==  (r—  1)«»-— r.a«'-l+  1  ^  p  (1) 

wo  r  eine  ganze  Zahl  und  pOO)  varürt;  oder  auch  von 

logyr(«)^logi)  (2) 

zurückführen  (a  >  0). 

Es  ist,  zur  Abkürzung  statt  <pr(z):g>(is)  gesetzt: 

g,"(3)  =  r(r-l){(r-l)«-(r-2)}a--3, 

d\ogq>(z)       q)\z) 

dz        '^    ^  ' 

log  10.  9(0) 

cr»logy(g) 
dz*        ^ 
_  ^(*— 1)  [(r  —  l)z^-^^  —  2(r  —  l)zr  +  rz^-^  —  (r  —  l)z+(r-'2)']z''-^ 

log  10  ^^  ^ 
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Diese  Differentialquotienten  lassen  den  Vorlauf  der  Curven: 

y=  (fr  (z)     und     y  =  l0gg)r »  , 

bezogen  auf  reehtw.  Achsen,  erkennen. 

Eine   vollständige  Disoussion  würde  uns  zu  weit  führen.    Wir 

bemerken  nur,  dass  die  Function  im  Zählw  von  — f%        gleich  0 

gesetzt  ausser  der  2  fachen  Wurzel  a  «=  1  keine  positive  Wurzel  be- 
sitzt (Ist  r  ungrade  so  auch  keine  negative,  ist  r  grade  so  eine 
solche). 

In  Fig.  III.  haben  wir  die  obigen  Functionen  für  r  »  6  graphisch 
dargestellt.  Wir  heben  hervor,  dass  die  erste  Curve  in  W  einea 
Wendepunkt,  die  zweite  in  der  Geraden  «  »  1  eine  Asymptote  hat 
(für  beide  Zweige). 

U.  Die  Annäherung  an  die  reellen  Wurzeln  nach  §  IL, 
Problem  II.  besteht  in  der  Lösung  von: 

*r(a)«-a''4-«''-^  J«  (1) 

wo  r  =  gz.  Zahl  für  verschiedene  Werte  von  q\  oder  auch  von: 

±  log  ±^rz^±  log  ±  q. 

Zur  Beurteilung  des  Verlaufs  der  Functionen  resp.  der  Curven: 

y  «  tf;r(»)    und    y  —  +  log  +  T^r(Ä) 
haben  wir: 

V(a)«((r-l)~r;*)a»'-2, 
,(;"(«)  =  (r  — l)((r— 2)--r«)«»'-8, 
dlogflfz V(«^)  _ 

d»  ,®        -rx 

log  10. 1p  (a) 
r/^logtpg_  1         [r»g»— a(r  — l)ra  +  r(r-~l)]g2r-4 

'"''     "     HoglO  ^*'^* 

Der  Ausdruck  in  der  Klammer  ist  stets  positiv,  also  der  letzte  Diffe- 
rentialquotient negativ  für  0  <  a  <C  1 1  entsprechend  tp(»)  >  0;  da- 

^«}  —  log—  il/sl 
gegen  ist  für  t/;(a)< 0 : - -— ^fa" -^^  >  ^^ 

In  Fig.  IV.  sind  obige  Functionen  für  r  «=  6  zur  Darstellung  ge- 
bracht. Die  ersterc  Curve  hat  in  W  einen  Wendepunkt;  die  loga- 
rithmische in  den  Geraden  a;  =  0  und  x»  1  Asymptoten;  sie  besteht 
aus  drei  unendlichen  Zweigen. 
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III.  Aus  I.  und  II.  ist  ersichtlich,  dass  im  Fälle  eine  uumerischo 
Gleichung  vorliegt,  z  (§  10.,  Problem  L,  und  §  U,,  Pmblem  I.,  1,  Al- 
gebr.  Lösung  3))  leicht  durch  Probirou  gefundeu  werden  kaim. 

Durch  Anwendung  der  Regula  falsi  oder  der  E  u  1  e  r  *  iclicu  Nähe- 
rungsmethode  lässt  sich  z  berechnen  oder  darstelleu. 

Wie  sich  die  Trennung  auf  die  Lösung  von  Gleichungen  1.  und 
2.  Grades  zurückführen  lässt  —  die  Annäherung  linear  oder  durch 
die  Bestimmung  der  positiven  Wurzeln  reiner  Gleichungen  .c*"  —  a, 

wo   r^n,  bewirkt  werden  kann:  haben  wir  bezüglich  in  §  10.,  Pro- 
blem n.,  §  11.,  Problem  II.  und  Problem  I.,  2.  algebr.  Lösung,  gezeigt. 

Wir  verweisen  auch  auf  das  ^modificirto  Verfahren'^  in  §  10.  zur 
Trennung  in  pos.  Sinne. 


Andere  Darstellungen  von  z  ergeben  sich  geom.,  wciiii  wir  bejichtcii, 
die  Wnrzeln  von  fpr(z)  =  p  Abscisscn  der  Beruh rungsp an ku'  der  Tangenten 
von  Punkt  (1,  1 — p)  an  die  Curve  y  ■=  x^y  also  nadi  §  e,  IL  die  Ab^dssen 
der  Durcbscbnitte  der  Curve  K  und  $t^  dargestellt  durch;  « 

y  =  »     und     y  = -—^ — 

(r — \)x-r 

sind    und    auf    dieses    System    die    Kriterien    §  6.,   K    tinweiHlcn,    inrlcm    wir 
8'2  II  X'X  wfthlen  oder  durch  0  gehen  lassen  oder  auch  die  Kriterien  §  6.»  5. 
Auf  letztere  Weise  finden  wir  z.  B.  das  «  in  §   lO.t  Problem  II.  (S)i   als 
Näherungswert. 

Auch  können  wir  nach  Gauss  mit  Htllfe  von  Tafeln  für  Loga- 
rithmen von  Summen  und  Differenzen  oder  auch  dor  log.  trig.  Tafeln 
(Beit^ge  z.  Theorie  d.  algobr.  Gig.  n.  Abth.,  Göttiugen,  Dicterich'sahe 
Bachhandlung,  1849.)  Ji  berechnen. 

Am  rationellsten  möchte  die  Trennung  ued  Annäherung  an  die 
reellen  Wurzeln  numerischer  Gleichungen  sich  bewirken  lassen  mit- 
telst Tabellen  flber  die  Functionen  in  I.  und  II.,  indem  wir  dann  z 
nur  abzulesen  brauchen. 

Im  folgenden  Artikel  werden  wir  das  Problem  der  Trennung  der 
Wurzeln  als  das  ungleich  wichtigere  dieser  beiden  Probleme  specieller 
behandeln,  wobei  wir  hauptsächlich  die  praktische  Brauchbarkeit  der 
Methode  zur  Auflösung  numerischer  Gleichungen  im  Auge  haben. 
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XXV. 
Zum  Problem  des  dreifach  orthogonalen  Flächensystems. 

Sechster  Artikel.    FortsetEong  Ton  N.  XIY. 
Von 

jR,  Hoppe. 


14.    Allgremelnste  Fläehe  Ton  gr^meinsamein  ebenen  System 
mit  einer  Fläehe  2.  Grades. 

Nachdem  wir  im  Vorhergehenden  die  orthogonalen  Flächen- 
sjTSteme  untersucht  haben,  welche  2  ebenen  Systemen,  hervorgehend 
aus  Lösungen  der  Differentialgleichung  (8)  fttr  den  Fall  der  ver- 
schwindenden rechten  Seite,  entsprechen,  wollen  wir  nun  den  gleich- 
falls angedeuteten  Weg,  nämlich  von  der  Mitte  des  Problems  ans 
nach  beiden  Seiten,  verfolgen,  indem  wir  von  einer  Fläche  ausgehen, 
deren  Krümmungslinien  bekannt  sind.  Als  einfachstes  Beispiel  jietct 
sich  eine  Fläche  2.  Grades  dar,  deren  Gleichungen  in  Parametern 
der  Erümmungslinien  u,  v  lauten: 

05*  •»  a  — -r—  (t*  —  a)(v  —  a) 


wo 


a«  =  c  -    .    (u — c)  (v  —  c) 


A  —  (6— c)(c--a)(a— ^) 


(244) 
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Dieselbe  Fläche  ist  ausgedrückt  durch 

Bezeichnen  also,  wie  anfangs,  p,  9,  r  die  Richtnngseosmus  der  Nor- 
male, so  hat  man: 

p:q:r  ==:-.-..- 
^    ^  a   b    c 

Da  nun 

©  +  (f)  +  ©'-  ^i^^c^-^x^-X"-«) 

-{-ca  (a — c)  (u — b)(v  — b)'{-ab(b  —  a)  (u  —  c)  (v  —  e)\  =  "T' 
ist,  SO  ergiebt  sich: 

p  =  fl/?*5.       ,-|l/?*-^       r  =  Y"*?  (246) 

wodurch  zugleich  die  positive  Bichtnng  der  Normale  deiinirt  Boiu 
mag.  Diese  Relationen  stellen  die  Abbildung  der  Uräächo  nebst 
ihren  Krttmmungslinien  auf  der  Kugel 

dar,  wenn  man  p,  9,  r  als  die  entsprechenden  rechtwinkligen  Coor- 
dinaten  betrachtet.  Bildet  man  sie  von  dieser  wieder  nach  den  Re- 
lationen 

auf  der  Ebene  ab,  wo  |,  i}  die  ebenen  Coordinaten,  t  eine  Abkürzung 
ist,  so  erhält  man: 

t  ^  * 


y  abc^e  y  abc^t; 


Eliminirt  man  beliebig  u  oder  v,  und  bezeichnet  durch  k  einen  belie- 
bigen von  beiden  Parametern,  so  findet  man: 

+  *{a-(?)(Ä?-ft)5*+(Ä-c)(ifc-a)ij«)(l— 1>— n*)*-0 

als  gemeinsame  Gleichung  aller  Curven  des  ebenen  Systems.  Die 
sich  rechtwinklig  schneidenden  2  Scharen  können  Bieb  demnach  nur 
durch  die  Werte  von  k  unterscheiden. 
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Es  sind  nirn  femer  die  DifferentialgleichangeB  für  die  E&nptr 
krürnmungen  nach  (8)  herzuleiten.  Differentiirt  man  die  Werte  (246), 
io  findet  man: 

dp  ^     (d^  _A_\^P  (_}: 1\  gp 

du  ^     ^  \i^       2u)       2  \u  —  a       u)  ~  2u{u—a) 

und  analoge  Ausdrtlcke,  woraus  nach  (7): 

,p ,  (h\\  (h\\  i^y^  i  j  °v  I  f>w  ,  ^^  \ 

_  ahc  {      0^        ,        y*         ■         »*       > 
~  4«»»  Ku  —  a)«  ^"  (u  —  i)»  "*"  (tt  —  c)»  I 

aÄc(v  —  u) 
4tuh)  (u —  a)  (m — h)  (m  —  c) 

also,  wenn  man  zur  Abkürzung 

J7=  (u— a)(t4— Ä)(w— c);         F==  (v—a)(t?  —  ^)  (©—<?) 


set^t: 


Die  neue  Differentiation  ergiebt: 

dlogAf             u  d\ogN              V 

dv           2v(v — 1*)  *  3t*  2u{u — v) 
woraus: 

dM            \lohc(    u    \\  SN 


MNdv 


^      y    V  \u—v)    '         MNdfi.  ^      y    U  \v--u) 


und  die  nochmalige  Differentiation: 

3«  ^^^  ilfiV^8ü  ""     2tt  (i*  -  v) 

^»^^^J^fi^^^tt  "^     2v(t;— u) 

Demnach  lauten  für  unsem  Fall  die  61.  (8): 

8*m  u         dm  3v         8m 

8t*8v       2v(t« — v)  du    *   2u{u — v)  dv 
8^n    ^  t;  8n  3u     *  3» 

8tt8J;"^2t*(tt— ü)  8i;~*2v(tt— i?)8ii'" 
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nmi  zu  jeder  Lösung  einer  von  beiden  Gleiehungeü  ündet  man  die 
zugdiurigc  Lösung  der  andern  mittdst  dor  RdatioBeu; 

u—v  Bm^                             u-^v  dn  .    .. 

Ä  =  m  —  Xü  -^-^  Ä—  I         m  =  n~\-du ö~  \M)3} 


u 


p    Bu 


Zttr  Vorbereitnng  der  Integration  setzen  wir 

1,1  11 

a  =  '+-;       V  =^  -■ 

dann  geht  Gl.  (24B)  über  in 

B'^m-.l  dm        B^m  .   2  dm  /nfu\\ 

In  dieser  Form  wollen  wir  ihr  durch  den  gpecicUen  Wert. 

^  =  0*^^.^  (251) 

^  genügen  suelieu,  wo  <s  constant^  v^  Function  von  v  iBt  Dies  giebt 
nach  Elusetzuiig: 

^=ff(ff  +  l)v,  (252) 

Ein  Integral  dieser  Gleichnng  ist: 

V,  =  v/e«^*"=ö'"*(l-t-co3^?)S& 
woraus; 

^  _/eCJC"+rcoflÄ]  (1+C0S#)S^  (253) 

Ü 

Hiemach  mass  die  GL  (^48)  als  lineare  auch  befriedigt  werden  durch 
m  — 7  9?'(^+ V  cos  &)  (1  +  cos  &)  d&  (254) 

0 

wo  q)  eine  willktirliche  Fnuction  bezciehnet;  denn  betrachtet  man 
tp'x  als  l'uuL'tion  von  e^  und  entwickelt  diese  in  die  tnylorsche  Reihe, 
so  ist  jeder  Tenn  des  Integrals  enthalten  in  (253). 

Differentiirt  man,  zur  Darstellung  des  zugehörigen  w,  den  Wert 
mit  Beachtung^  dass 

&m        1  /      Bm      Bfit\ 

Bi^i^\~B^^Si) 
iatf  Bo  findet  man: 

£ ~^Jq>"ili-^vmmün^^B^ 

Q 
Ten  LTQ.  il 

Digitized  by  CjOOQ IC 


370      Hoppe:  Zum.  Problem  des  dreifach  orthogonalen  Ftaehen:qfetemM. 

nnd  iiach  teilweiaer  Integration: 

n 

dm  1      P  ^ 

g^«-^   /    «3P'(^+VCOS^)C08080 

Dies  in  61.  (249)  in  der  Form 
eingeführt  giebt: 

„  ^f(p'(li  +  VCOB9)(l  —  CQ6^)8^  (256) 

Um  aus  den  Hauptkrünunungen  m,  n  die  Gleichungen  der  Fläche 
abzuleiten,  iwenden  wir  statt  u,  v  und  ^,  v  ein  drittes  System  Unab- 
hängiger X,  l  an,  mit  jenen  verbunden  durch  die  Relationen 


u  2 


V  —  a  (i — V       n 

1  —  a ' 


(256) 


V  ^      "^     2  k 

Zur  Abkürzung  sei  überdies 

e==^+vcos^=^{l-x(uos»|+X«a'f)}       (2Ö7) 
Dann  wird  nach  (246)  (244) 

2>-±j/^^.H-Z?«  (268) 

Multiplicirt  man  die  Ol.  (256),  so  kommt: 

u  —  av — a 
u  V 

Hiemach  ist 

du  V  u  k    ^    ' 


(259) 


2x^av=» ö =  xA^■r 


folglich  nach  (258) 


Es  war  aber  (s.  Ol.  (10)) 


w^au+n^fe  (260) 
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Hoppe:  Zum  Problem  des  drei/ach  orthogonalen  Flächens^stems.      371 

daher  hat  man: 

8«-=f  Jj8(xi)+«18|} 

=  ||(»»+»)Öx+(m-n)|aA| 
das  ist  nach  (254)  (255)  (257): 

dx  ^D  rq>\S)  (8x  +  ~^8aW  (261) 

0 

Zur  Transformation  entwickeln  wir: 

a  <p(<9)8in'^  x/.       1\      y^(6)8in»» 


=;('-!) 


19  9^  •      9*^ 


^A2  cos«  2+ sin*  2) 


8  y(e)  2x       _   A^cos«|-sin^| 

8A  ,      9^,1.9^""     «^^        ,9      9^,     .  ,^ 
Acos« 2  ''"Ä        2  A^cos* ^  +  sin^  ^ 

19       «^         •  9^ 
A^cos*^  —  sin^ö 

-9,(8)       2       2 


Beides  addirt  and  zwischen  0  und  n  nach  ^  integrirt  giebt: 

y    Aco8«2+X^^  2  ® 

Unmittelbar  erhält  man: 

0     Acos*2+X^^  2  ^ 


woraus: 

TT 


0    Acos^g+x»"^  2  *^ 
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Integrirt  man  nach  dieser  Formel  die  Gl.  (261),  so  koranit: 

(2G2) 


=  —  ^  aDp  § 


0       AC08*2+TS1^1    o 


Nun  ist  nach  (257)  (258) 


Aco8»f+X'in«l  =  i^^'"*^^^^^^(^^^^> 


folglich,  mit  Anwendung  der  Analogie, 

r^pißm 


2 


Hier  ist  die  Grösse 


2 

0 

[cos«  2       8^^*  öl 

unabhängig  von  a,  ä,  c,  und  bleibt  daher  bei  Substitution  der  Ana* 
logen  zum  Ausdruck  der  beiden  andern  Coordinaten  unverändert 
Das  gleiche  gilt  von  der  Function  (p'(ö),  nicht  aber  von  der  Tute- 
grationsconstante  in  <p(ö),  welche  für  jede  Coordiuate  einen  andern 
Wert  haben  kann,  lieber  diese  3  Constanten  ist  nun  derart  zu  ver- 
fügen, dass  die  3  Functionen  unter  dem  Integralzeichen  im  ganzen 
Intervall  der  ^  stetig  werden.  Es  ist  leicht  zu  beobachten,  dasa 
immer  einer  der  3  Nenner  für  einen  Wert  von  &  versehwindet  Da 
nämlich  kX  reell  ist,  so  hat  k^  gleiches  Yorzeichen  mit  n\  also  nach 
(258)  auch  mit 


"•-  j 


(-f)(.-=) 


Wie  aus  (262)  zu  ersehen,  findet  im  Ausdrntk  von  x  die  Stetigkeits- 
unterbrechung statt  oder  nicht,  jenachdem  A^,  also  D^  negativ  oder 
positiv  ist.    Die  Bedingung  eines  negativen  D*  ist 

a>     >a 
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mit  Beziehung  der  Zeichen.  Um  sie  zu  erfüllen,  muss,  jeuacUdem 
unter  den  Grössen  a,  ä,  c  keine,  eine  oder  zwei  negative 
existircn,  a  die  mittlere,  grösste  oder  kleinste  vüu  ihnnn 
sein.  Daraus  folgt,  dass  b  oder  c  ftlr  a  gesetzt  in  allen  3  Fällen 
ein  positives  Z>*  ergehen,  dass  also,  wenn  in  x  die  Unstetigkoit  ein- 
tritt, y  und  z  davon  frei  sind.  Setzen  wir  die  soohen  hczoichnete 
Anordnung  voraus,  so  lauten  die  von  jeder  Unstetigkeit  befreiton 
Gleichungen  der  Fläche: 


ap 


./     a'8-2 


d^ 


71 


<p(9)±B 
'60  —  2' 


d» 


(264) 


0  / 

Was  die  BcdeatuQg  der  Constanteu  B,  C  betrifft,  so  findet  man: 

/  Ä«i^"^~"»^^  / ^ ^ 

V  i   t.(t*-ft)cos2|+u(t,~*)sin^| 


Da  nun 


ist,  so  heben  sich  in  (264)  die  variabeln  Factoron  weg,  und  B  ist 
einem  constanten  Increment  von  y,  ebenso  C  einem  soluhen  von  a 
proportional,  welche  beide  nur  eine  Verschiebung  der  ganzen  FlÄche 
ausdrücken,  daher  als  gleichgültig  unberücksichtigt  bleiben  künni>n. 

Für  rationale  Functionen  q>  ist  die  Fläche  stets  algebraisch.  li^t 
<p  zunächst  eine  ganze  Function,  so  kann  man  sie,  wegen  des  Über 
den  constanteu  Term  Bemerkten,  in  der  Form  darstellen: 


^,(6)=:  2;*^k(e*+i  — d*+i) 


(266) 


und  nach  einander 

.  =  ?. 

a 

2 

b* 

2 

c 
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X       y       z 

setzen.    Dann  ist  eine  beliebige  der  3  Grössen  - »    - »     -  ausgedrückt 

p       q       r 

durch 

und  man  findet  nach  (263) : 

0*3^  =  2*  ^  {h)gvß  ^v-0  I   (siii^j     (cos^j  a^ 

0  ~  *  0 

9=0 

Führt  man  dies  ein  und  vertauscht  die  Summationen,  so  wird  die 
gesuchte  Grösse 

Dies  lässt  sich  symbolisch  ausdrücken  durch 

""   iK(-i)(-i)i 

mit  der  Bestimmung,  dass  die   Grösse  in   eckigen  Klammem   nach 
Potenzen  von  -  und  -   entwickelt   werden,    und   die  Reihe  da  ab- 

brechen  soll,  wo  die   Summe  der  Exponenten  den  Wert  k  erreicht 
In  dieser  Schreibweise  lauton  die  Gleichungen  der  Fläche: 

f  ja  UV       k=o      \aj    [f    u — a  v  —  aju 

, = „  l/c±(a-c)  u-6  .-j.  -»^^  /2y  ri/:^;^! 

''  f  A  UV       k=Q       \b/    iV    u — b  V  —  bjk 

1  d  UV       k=o      \cj    17    u — c  V — cjk 
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Dio  ersten  Particularlö singen  sind  hiernach; 


^  1 /äc(cj--&)  tt — a 


(2m) 


_/4223     .   J^  ,     3  \  1  ßcic—  h)  u-^a  "p^^ 

et€.  die  tf  nnd  ^  analog. 

Die  erste  Lösung  stellt  nar  eine  Kugel  dar.    Die  zweite  giel)t 
jSu  nächst; 

wo  zur  Abküj-zung 

gesetzt  ist.  EÜEninlrt  mau  u,  «^  so  erhält  mau  folgende  Glcichnng 
lüten  Grades: 

Die  Krtimmiiiigalinion  dieser  Fläiho  erhält  man  durch  Eltmination 
von  u  oder  v  zwischen  2  beliebigen  derselben  Gleichungen.  Ans  den 
beiden  ersten  findet  man,  wenn  /.;  einen  beliebigen  der  Parameter 
w,  y  bezeichnet: 
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Die  Haaptkrümmangen  sind  bei  der  Annahme  (265) 
1  =  2  (k+l)Aif^(l±co^&)dd' 


m  I 
n 


das  ist  nach  der  oben  ausgeführten  Entwickeluug: 

m  =-2nj*i\-2)*(A;+l)^/i  {-^i)g(--i)f,^^^iu9'-k^9 
»=0  ig'=0 

n  =.  —  2»  i*'(— 2)*(A:  +  1).4/J  (-i),+i(- J)^,^«^^-*«,-!^ 
Der  vorstehenden  Particuiarlösung  entspricht  A.  =  -»  daher  ist  hier 

TT 

3.2  2,3 

Für  die  dritte  Particuiarlösung  -4^  «  -  hat  man : 

_3/5       6       6\  3/6.6   .    5\ 

Ist  fomer  cp  ein  rationaler  Bruch,  so  kann  man  diesen  zerlegt 
denken  in  eine  ganze  Function  und  Termo  von  der  Form 

^(e+c)-* 
Sei  zuerst 

dann  wird  eine  beliebige  der  Grössen 

X       y       z 
p        q        r 

1      P  d»    ^ 1_    / 8» 

~  +  *  d4^  r  ijr+2  iH^ 


\ 
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2       2       2 
wo  d  die  Werte  -i     ,--     -  hat    Daher  ist  im  einzelne u 
ah       c 

n       h       l/c^(a^ — o)    -ih  —  h     ü — h        . 


+6e  r  ^         e«+2  etJ+2 


Hierans  erhält  mau  durch  BiifGrontiation  naeh  e  für 


^(Sj  =  ^-=^^-  ^^P  =  (ö+cO  •*-  -  C^/+<)-^ 


den  Wert: 


A-i?fl 


gemeinsam  fftr  ^  ■    ^^    -^    Sei  z.  B.  A^  =  1;  dann  wird 

^     ^^^ (268) 

?t       «       |/äc(c — &)  u — a    u  —  af    2a      .        ^        i   ^_?__\ 
^ ^^4  2+^ r  ""3       ^r+2 S-RV2+t^"'~«^*+2+^+2/ 

«^---F4  .3_^^eJ/         ^        ew4-2et?+2l2  +  Äß"^ew+2'^^;+2^ 

"^  ""  ^  4  2+c*!  r  ^         tti-f2  ev-\-2\2+ce'^eu-^2^eD-^2j 

Die  Gl.  (267)  geben  uach  Elimination  von  «,  v: 

^+')+y'[t+  V  + '"  \c  +  '^  j  ^  412+«.)  (2+h.WTe^} 

das  ist  eine  Flftche  2.  Grades,  welche  einer  homofocaloii  der  Urfläche 
(215)  stlmlieh  ist,  und  für  e^O  nacli  Division  di^r  Liueardimensioncn 
^uvcU  —iTtVubc  in  die  UrÜäehe  übergeht.  Der  Urttäche  entspricht 
also  der  Wert 
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woraus  nach  (254)  (255): 

n 

m\  4        /*li:cos^, 


»  )        nyabc^ 
das  ist 


Von  dieser  SpeeiaHösung  der  GK  (248)  ausgehend  kann  mau  nun 
leicht  eiuc  allgemoinere  Lösung  ableiten.  GL  (250)  zeigt  nämlich, 
sofern  sie  bei  einem   constanten  Increment  zu  fi  unverändert  bleibt, 

dass  man  in  jeder  Lösung  zu  -  und  -  dieselbe  Constantc  -~  addiren 

kann.    Es  gehen  dann  u^  v  über  in 

6u  av 


Nach  Substitution  dieser  Grössen  und  Division  durch  6*  erhält  man 
zunächst  aus  (269): 

dann  allgemeiner 

V  ahc.t    (tt+<y)iy«4.<j'  \  ahcj   (v+9)\^u+6 

wo  die  willkürlichen  Functionen  t|/,  z?  ^^^  die  ebenso  willkürlichen 
Grenzen  der  Integrale  unabhängig  von  »,  v  sein  müssen.  Leitet  man 
aus  m  nach  (249)  n  ab,  so  ergiebt  sich  der  vorstehende  Ausdruck 
für  i{o)  =  '^{(f)^  also  enthalten  m  und  n  nur  eine  willkürliche 
Function. 

Nach  Einsetzung  der  Werte  von  m  und  n  in  (260)  erhält  man: 
oder,  wenn   «^  =  ^^^,     »i  =  ^»^    8^®*^*  *"^' 
also  nach  Integration: 
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''"r  ^  J  (c+ff)l/(»+tf)(«+^) 

Hier  entsprechen  jedoch  rationale  Functionen  ^  logariUirtJifichi'n  Aus- 
drücken der  Coordinaten.  Um  statt  dessen  eine  nijen<Ilit'he  Reihe 
algebraischer  Lösungen  zu  erhalten,  kann  man  von  dcü  Werten  (iJTU) 
aus,  denen 

__      1      1  /a{c-'b)(u—o)  (fj— ff) 

entspricht,  durch  Differentiation  partiell  nach  ü  neue  Werte  ableitou. 
Dies  giebt  successive: 

—    _1_  ^/a{c—b){u-a)(v--a)(    2  1  1     \ 

a;  =  -  ■^-  -  lA(^— ^M^  — <»U^— ^)  (       8        ■ 4     TJ  _   ,       ^     \ 

,3 ^2_  a      1 

In  diesen  Formeln  trägt  <y  nichts  zur  Allgcniciiiheit  bei,  man  kann 
es  daher  nach  den  Operationen  null  setzen,  und  einfach  schreiben: 

So  gelangt  man  auf  ganz  verschiedenem  Wege  wieder  zu.  den  Lö- 
sungen (266). 

Die  allgemeinste  Lösung  der  Gl.  (248)  wttrde  2  willkfirlich© 
Functionen  einer  Variabein  enthalten  müBsen.  Diene  Bedingung  läest 
sich  erfüllen,  indem  man  vom  vollständigeu  Integrale  der  Gl.  (252) 

V,  =  vj  {  g>(c)+^(a)J\^^^ 

ausgeht,  dieses  in  (251)  für  Vj  einführt,  dann  nach  cf  zwischen  don 
weitest  möglichen  constanten  Grenzen  integrirt.    So  erhält  man: 
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m 
WO 


0  V  t/      *'l    ' 


0 

und  würde  daraus  n  und  die  Coordinaten  in  der  beschriebenen  Weise 
berechnen  können;  doch  lässt  sich  davon  schwerlich  eine  Anwendung 
machen. 


15.    Allgremeinstes  ortho^ronales  Flttehen^ysk'm,  dessen  eine  Schar 
aus  eoaxialen  Flttchen  2.  Grade»  besteht. 

Bei  der  folgenden  Untersuchung  will  ich  die  bis  hierher  ange- 
strebte Allgemeinheit  der  Urfläche  ganz  fallen  lassen  und  ?on  einer 
Fläche  2.  Grades  ausgehen,  die  sogar  in  Bezug  auf  Mittelpunkt  oud 
Axenrichtungen  nicht  variiren  soll.  Allein  die  Bedingung  fester  Brenn- 
punkte fällt  hier  weg;  dies  ist  der  einzige  Schritt  der  Verallgemeine- 
rung vom  confocalen  System  aus.  Doch  schon  in  diesem  einfachen 
Falle  zeigen  sich  einige  neue  bemerkenswerte  BeziehungeD)  die  bei 
grösserer  Variabilität  sich  der  Beobachtung  entziehen  würden. 

Es  werde  die  eine  Flächenschar  gebildet  voa  der  yariabcln  FlÄche 
2.  Grades 

A  =  (Ä— c)(c— a)(a-W>)        ' 

WO  a^h^  c  Functionen  eines  dritten  Parameters  ^f,  l-  Function  von 
(tt,  tr),  und  l  Function  von  (r,  w)  ist.  Diese  Functionen  sind  so  zu 
bestimmen,  dass 

du  Bw     d^i  dw     du  Biv 

Bx  Bx^     By  8y  j^Bz  &  ^ 
Bv  Bw^~Bv  Bw^~Bv  Stt* 

wird;  dann  wird  die  Fläche  u7  =  const.  von  den  Flächen  »^^codsI 
und  V  »  const.,  welche  einander  bedingungslos  rechtwinklig  schneiden^ 
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Hoppe:  Zum  Problem  des  dreijach  orthogonalen  Mächenfi^slewa,       38| 

gleichfalls  rechtwinklig  geschnitten.     Dividirt  man  sie  bzhw.  durch 

ö7 »    57 »    80  gehen  sie  flber  in 

dx  Sx      Sy  dy   ^^Sz  dz 

dk  ft^  +  ät  Ww'^U  S^^^  f^'^^) 

dx  dx    ^^^^/  dy      dz  dz 

dl  dw'^didw'^di  dTo'^^ 

Ausserdem  ist,  identisch, 

dx  dx^^dy  dy      dz  dz 

Setzt  man 

c — b.        .  a     l — a 

x^=^  a  — -7—  {l — a)  == 7  

^  A     ^         '       a — b  a  —  c 

80  wird 

aj*  -=  x^{k — a) 

und  giebt  nach  Differentiation: 

fe  ^  2  ^  _  1  dx^ 1_  tdh  ^   \ 

dk         ^'      X  dw       x^dto^k — a\dw         } 

also  nach  Multiplication: 

dxdx 8a^i  j^    a?i    ^dk         \ 

dk  dw       dw  ~^k — a\d\o         ) 

Bezeichnen  ^j,  z^  die  analogen  Ausdrücke  für  x^^  so  erhält  man  nach 
Einführung  in  (272): 

8^_  ,  Sä  __  ^_h._  * 

3   .      ,        ,     .    .       3w7  .       dw  .       dw 

Nnn  ist 

a{c-b)(l-a)+h(a-e)il-b)-\.c(b-^)(f-c) 
*ii-yi-r«i  "= —j ^  —1 

daher  fällt  der  erste  Teil  der  Linken  weg,  und  nach  MultipUcatiou 
mit  {k—a)(le  —  b){1e—c)  bleibt: 

a{e-b){l-a){k-b)(k-e)  (^-«') 
+  j(«_c)(Z-6){t-c)(*-a)  (l^-y) 
+  c(6-a)0-c)(*-a) (h-b)  (^ - c')  =  0 
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das  ist,  entwickelt: 

(Ar— 0  (jk^  +  Pk^-^P^k+P^  =  P(Jb— a)(ik-i)(fc— c)    (273J 
and  analog: 

(^-^){^^^ii+^^^-^i^  +  ^^)  -  P{l-^){l-^){^-c)      (274) 

wo  zur  Abkürzung 

p  «a(Ä  — c)a'+Ä(c  — o)Ä'  +  o(a— Ä)c'  (275) 

Pj  «  a(i«— c«)a'  +  &(<?«— a«)J'+c(a2— &«)c'  (276) 

P,  «  oÄo{(Ä  — c)a'4-(c—a)&'+(a— ft)c'}  (277) 

gesetzt  ist. 

Soll  nun  Ol.  (273)  unabhängig  von  2,  soll  ebenso  61.  (274)  un- 
abhängig von  k  erfüllt  werden,  so  müssen  zur  Linken  die  bdden 
Klammem,  zur  Rechten  P  verschwinden,  und  die  gesammten  Bedin- 
gungen sind  jetzt: 

P-0 

dk 

Die  erste  Oleichung  reducirt  die  3  Functionen  von  w^  nämlich  a,  &,  <;, 
auf  zwei.    Da  sie  nun  sichtlich  durch 

a'  «  5'  «  c'  =  1 

und  durch 

aa'  «  bb'  «  tfc'  «  1 

erfüllt  wird,  so  ist  ihre  allgemeinste  Lösung: 

ada  =  adQ+dR-,      bdb  =  bdQ  +  BR]      cdc  =  cQ-f-Ä 

wodurch  die  GL  (276)  (277)  übergehen  in 

Pj  =  zf  Q' ;       Pj  =  -  ^R'  (278) 

und  die  Gl.  (273)  (274)  in 

Hiernach  sind  a,  i,  e,  ifc,  I  sänunüich  Lösungen  einer  (Heichosg 

«^-tQ'-l-Ä'  (279) 
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WO  Q,  R  willkürliche  Functionen  von  w  bezeichneii.    I@t 

t  sr,  f(w^  const,) 
das  Integral  derselben,  so  hat  man: 

a  -  /(«?,  A);      b  -/(«;,  B) ;       c  =Aw,  C) 

YfO  A,  By  C  willküi^liche  Constanten  bezeichnen,  und  u^  v  zur  Ver- 
einfachung  statt  beliebiger  Functionen  bzhw.  von  u  und  von  v  ge- 
schrieben sind. 

Ist  beispielsweise  Ä'  =  0,  so  giebt  Gl.  (279): 

t  «  Q4~c^nat. 
daher  ist  hier 

a=Q+A',      b^Q+B-,      c=Q-\-a 

nnd,  wenn  man  Q^—w  setzt,  so  gehöb  die  Gl.  (271)  über  in 
««=  ^^(u'-'A)(v—A)iw-^A) 
y«=  ^^(u--B)(v-B)0^-B} 

^  =  ^^^(u'^C)(v—C)(w—C} 

demnach  entspricht  der  Fall  Ä'  =  0  dem  confocaleu  Flächenaystcin 
2.  Grades. 

Umgekehrt  geht  aus  der  Annahme  fester  BronnpuuMe  der  ür^ 
fl&che  hervor: 

a — b  =  const. ;     a  —  e  ^  const.    also 

daher  nach  (277)  und  (279): 

Pj  =  0;      Ä'  -  0 

Folglich  brauchen  wir,  um  den  Fall  confocalor  Flächen  anezuachlieBsen, 
nur  festzusetzen,  dase  R'  nicht  constant  null  sei. 

Ein  zweites  Beispiel  der  Integrabilität  Ist 

Wir  setzen  der  Einfachheit  wegen  E'  ^  ),  dann  wird 

<8  « tff-fconst 
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daher 

und  man  hat  das  orthogonale  Flächensystem: 

JC*  =        ,  .  —r- : /  ytf-f-^ 

ixo^B  —  iw-\'A  ytc  +  C—Vw  +  A 
yw'-fC  —  Vw+B  Vto  +  A  —  yw  +  B     "'"*" 

^  yw+A-^Vtc-i-C  Vw  +  B-yw+C    *^ 

Der  Ausdrack  enthält  5  QnadratTvnrzcln,  deren  jede  anabhängig  von 
der  andern  durchgängig  positiv  oder  durchgängig  negativ  zu  nehmen 
ist.  Die  Vorzeichen  der  Wurzeln  Vio-\-A^  Viv+B^  i/tr^lTc  sind 
beliebig,  nur  nicht  sämmtlich  negativ,  weil 


y'- 


+  Zr^r 


ist.  Von  diesen  Vorzeichen  sind  die  der  Wurzeln  Vw-}"«*»  Vir+p 
nach  dem  Gesetze  abhängig,  dass,  wenn  man  alle  5  Wurzeln  sammt 
0  und  -|-  Qo  nach  Grössenfolge  ordnet,  zwischen  die  2  letztem  und  0 
und  00  je  eine  der  3  erstem  fällt.  Das  Flächensystem  umfasst  dann 
sämmtliche  hiernach  gestattete  Combinationen  von  Vorzeichen  und 
ist  nach  dieser  Bestimmung  identisch  mit  denjenigen,  welches  resul- 
tirt,  wenn  man  die  Gleichungen  in  rationale  transformirt 

Die  Gl.  (279)  ist  auch  leicht  zu  integriren,  wenn  R  linear  in  Q 
ist.    Sei  also  Q  =  «ü,  R^hw^  dann  wird 

integrirt: 

«»  =  «~Älog^^^     oder    «-|-Ä  =  const.6  * 
Dies  giebt: 

q— fg  6 — TP  c— r 

k—to  l—io 

Jc'\-h=^ue  *    •,  l-^h  ^  ve  * 

Das  orthogonale  Flächensystem  lässt  sich  dann  noch  durch  ein  System 
von  8  Gleichungen  darstellen,  indem  man  die  5  vorstehenden  zu  den 
3  Gl.  (244)  hinzufügt. 
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XXVI. 

Ableitung  des  allgemeinen  Ausdruckes  fflr  das 
Krfimmungsmaass  der  Flächen. 

Von 

Herrn  Dr.  G.  Eacherieh^ 

Privatdocent  an  der  Universität  Graz. 


Gauss  entwickelt  in  seinen  Disqaisitiones  generales  circa  aupez^ 
fides  curvas  zuerst  den  Ausdruck  fOr  das  Erümmungsmaass  untor  der 
Voraussetzung,  die  Oleichung  der  Fläche  habe  die  Form  z  ^  /(x,  ^) 
—  wobei  sich  zugleich  der  Satz  ergibt,  dass  das  Krümmungemaass 
gleich  dem  reciproken  Producte  der  beiden  Hauptradien  ist  —  und 
transformirt  dann  den  so  erhaltenen  Ausdruck  in  die  Variablen  p,  g. 
Bei  dieser  Transformation  sind  die  schleppenden  Rechnungen  des 
Art  10.  nicht  zu  umgehen  und  ich  versuche  daher  die  Formel  für 
das  Erümmungsmaass  direct  für  die  Variablen  p,  q  zu  entwickeln. 

-4,  jB,  (7,  jB,  jF,  G  haben  die  von  Gauss  gegebene  Bedeutung; 
jp,  q  seien  die  Variablen  der  Fläche  F;  p\  q  die  einer  Eugelfl&cbe 
vom  Radius  1,  deren  Centrum  im  Coordinatenursprung  0  liegt.  Zieht 
man  längs  dem  Contour  des  Elementes  ds  der  Fläche  alle  Kormalen, 
so  werden  die  durch  0  zu  ihnen  parallel  gezogenen  Geraden  auf  der 
Eugelfläche  ein  bestimmtes  Element  do  umgrenzen.  Da  nur  diese 
Parallelen  Normalen  der  Eugelfläche  sind,  so  hängen  die  den  Ele- 
menten ds  und  da  zugehörigen  Variablen  durch  die  Gleichungen  von 
einander  ab: 

Es  wird  also  dem  Punkte: 

Teil  LVU.  S5 
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Py         q      auf  F  der  Punkt  p\  q' 

P-Hp,       q         -  -         -  P'+^dPy  «'+^* 

auf  der  Kagel  entsprechen.    Daher  ist 

also: 

da_dp^d^_9^dq' 
ds        dp  dq       dq  dp 

Differentiirt  man  A=-  A\  B  '^  B*  sowol  nach  ji  als  g,  so  erhält  man: 

dp  dq       dq  dp   ^  \i9p"  dq'       dq'  dp'  )  \c^  dq       dq  d^ ) 

woraus  man  bildet: 

dB  dC_dB  de  _  (SByC^_dB^dC^\  /V?«'  _^'  ^\ 
d^  dq      8g  8p  ""  \dp'  dq'       8g'  dp'  )\dp  dq       ^  dp  ) 

dCdA     8^8A_/8c;a£     8£'8£'UV8«'     ^'?i'\ 
8p  ag~8g  8p  -\8p'  8g'  ""8g'  V  JW  8g  ""ag  8pJ 

Die  rechts  stehenden  ans  den  Differentialqnotienten  von  A\  B'^  C* 
gebildetem  Ausdrücke  lassen  sich  durch  die  Bemerkung  transformiren, 
dass  für  jeden  Punkt  x,  y,  z  der  Kugel  ist: 

A'^xW,    B'^fW'y    (7'— «TK' 
wo 

W  =  VÄ^^+B'^+C'^ 

Multiplicirt  man  die  so  umgewandelten  Gleichungen  der  Reihe  nach 
mit  Ay  B,  C  und  berücksichtigt,  dass  für  die  in  Rechnung  stehenden 
Elemente  A  =  A'^  B  =  B'^  (7  =  C"  ist,  so  erhält  man  durch  Addi- 
tion der  drei  Gleichungen: 

(dB  de     3-Ö  8C\  /8C  8^     ^^\  _L_n{^^?     ^^J^ 

"^{^  8g""8g  dp)'^^\dp  dq       dq   dp)  +  ^\dp  dq  ^ dq  Sp ) 
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mid  daraus 

^ 

B, 

ü 

d» 

dB 

8p 

de 
dp 

:U»+Ä»+C»)* 

ZA 

dB 

37' 

de 
äi" 

Da  nmi 


8p  "^     8p  -^     8p 


<^  ■*i+«i+<'i-« 


ist,  so  ist  das  Prodact  der  beiden  Determinanten 


A,. 

-B, 

C 

dA 

3B 

de 
dp 

X 

dA 

dB 

h 

de 

dx 
dp 

8p' 

d» 

dx 

9« 
8i 

A 

J3, 

C 

=-M«+-ß«-f-c«) 


8^8« 


de  dz 


8p  8p  '8p  8p  ""Sp  8|p' 
85  8p  ""Sg  8p  ""82  8p' 


dABx     Bßdy     BCB^  I 
8p  8g[  '  8p  85  'Sp  8^  ' 

8^8«     8^^     8cas  i 
dq  85  '8g  8g  ""ßg  8g  \ 

Diese  Determinante  zweiten  Grades  lässt  sich  durch  Substitution  der 
aus  den  Gl. 

mittelst  Differentiation  nach  p  und  q  erhaltenen  Resultate  in 


UH-Ä«+c*) 


A 


8p8g  "^     8p8g  "^     Bpdq 


B^x 


8*y 


dh 


,82« 


Bh 


^^+^p^+^Pi'    ^V'^^V'^^V 


umwandeln.    Da  die  früher  als  Multiplicator  fungirende  Determinante 
selbst  =  -4*4--S*+^*  ist,  so  ergibt  sich: 

A,  B,  C 
BA  BB  BC 


Bp  *  Bp  *  Bp 

BABbBC 
dg  *  dg  '  8g 


B^x 


B^y 


Bp 


»  +  B^,-\-e 


.dh 


dp^ 


^' 


BpBq*^     BpBq*^     BpBq* 


c!p8g  '      8p3g  '      8p8g! 
B^x    .       B^y   .        Bh  I 
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Nm  stad  in  der  Determinante  zw&tesoi  Gnules  die  Glieder 
Zeile  seibat  die  Determinaikten: 


d*x  dx  dx 

Sp^  dp*  Bq 

c^  dy  dy 

dp-  dp  Bq 

d^  dz  dz 

df^  dp  dq 


nd 


dp'  dq  dpäq 

^.  %  ^_ 

dp'  dq  ^pdg 

oz  oz  drz 

dp  dq»  ^^P^q 


Die  Glieder  der  zweiten  ZeSe  sind  dieselben  Determinante« 
umgekehrter  Anordnang.    Da  also  je  zwei  in  derselben  Zeüe  i 
Determinanten  immer  zwei  Colonnen  Ton  Gliedern  gemeim 
fo  erbjüt  man  nach  dem  La  Place'schen  Determinanten-Satz: 


A,  B,       C 

dA  dB^  de 

dp'  dp'  dp 

dA  dB  de  i 

dq  dq  dq   \ 


=  k(A^+B»+e*)*  =zk(EG-'FV 


dx  dx  8^ 

dp  dq  dpr 

dy  dy  S^ 

dp'  dq  dp* 

dz  dz  dh 

dp'  dq*  3p* 

0,  0, 


dpdq 
dpdq 

0.    0.    ^^. 


0,      0, 


dpdq 

dh^ 

dpdq' 
dq^' 

dq*' 

dh         dz      dz 
dq*         dp'     dq 


Diese  Determinante  multiplicire  man  mit: 


0,  0 

0,  0 

0,  0 

^  dx 

dp*  dq 

dy  dy 

dp*  dq 
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i    Cx 

d» 

d*« 

a»« 

!  W 

j 

h 

dq* 

apag 

0, 

0 

\ 

8p* 

8y 
83- 

a«y 
apa«' 

0, 

0 

1 

1 

d< 

a» 

a»» 

^«» 

f\ 

. 

dp 

s? 

85« 

p^- 

0. 

0 

==  —  Aj(£ff^F»)> 

i    n 

i*iL 

a^a! 

ac 

dx 

1      ' 

0, 

ap9g 

"V 

-^ 

-Fq 

f\ 

_  -^>-. 

a«y 

h 

ay 

0, 

0» 

äpäg' 

-V 

-dp- 

-dq 

d*z 

a*» 

dz 

dz 

0, 

0, 

-dpSq' 

~V 

-dp 

-dq 

Beachtet  man  bei  der  Mnltiplication,  dass 


dp      dp  dpdq  '   8p  dpdq      dp  dpdq 


:«+a«a«»+;)«a«2  ""  ^;w>"   ana«a«+ä«an;)/,+  ä«ftfi;j^  ~  ^Bg* 


&8»aj^8»y,8«<^^*»__9^         8£ 


8a!8»r 


>x  .   dy  d^y  .  8a  c^z 


dF      ,86? 


8p8g«+8p8g«+8^r^»""85  "    *8p' 
dx  d^x       dy  d^y    ,  dz   8«3         ,  f'G^      ac8»jr  ,  dyd^y  ,  8:58^^  _     8(9, 


y*i)^kr,^^i^!ÜC^^   "~  »an 


+;^/,ä/.8+;5/,Ä«a  ^  i 


8g  8p8g  '  8g  8p8g  ""  Sg  3^8g   '  8p  '  dq  8g*  "•"  8g  8g*  *~ dq  dq 

d^  8»ar   8^  d^      d^  dh       (  8»x  \«__  /  d^y  \_  (  8J^y 
8p»  8g^+8|,«  8g*  +  8;,>  8g»  ~  \dpdq)         \dpdq)         \dpdq) 


dq 


d^F 


d^E      ,  8»ff 


""cii8g""*8g«  ~*V  ' 


SO  findet  man  als  Resultat  dieser  Mnltiplication: 
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—  [ifc(iE(?  — F»)]«  = 


8(7 
^37 


*ai' 

0, 
0, 


\8p       *3g/      S^-      'a"»       *a-* 


-4 


0, 
0, 


0, 

dB 


8p« 


-i 


8G 

8p- 


durch  Yertauschnng  der  Beihon  gewinnt  man  hieraus; 


i 


0, 


0, 


0, 

0, 

,dB 

--*87 

0, 

(hF        8(?\ 

{B*F     J*E     .d*cr\ 
-V8p8«-*aa«     *V> 

-F, 

-0, 

(dF       9B\ 

■      -B, 

-F, 

,8£ 
— 4är- 

Diese  Determinante  ist  eine  Determinante  ganche;  sie  ist  also  selbst 
ein  Quadrat  und  zwar  ist  nach  Jacobi's  Bezeichnung: 

HEG—F^)  -=  (1,  2,  3,  4,  5,  6) 

woraus  man  nach  den  Regeln  zur  Berechnung  von  (1,  2,  3,  4,  5,  6) 
k  selbst,  ausgedrückt  durch  die  Grössen  E^  F,  O^  findet 

Dass  dieses  k  auch  gleich  dem  reciproken  Produkte  der  Haupt- 
radien  der  Krümmung  ist,  erhellt,  sobald  man  p  und  q  in  die  ortho- 
gonalen Goordinaten  x,  y  specialisirt.    Man  erhält  dann 
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dB 
0, 


8£ 
"~  s  5    * 

(dF        a&A 

vap"*a«A 


0, 

0 

0, 

0 

-*l. 

r-4")' 

*8p 

-£, 

-F 

-F, 

-G 

(dF        dG\ 


£ 


0, 


-4 


¥' 


0, 
0, 


r«-^ 


wo  p,  q,  r,  t,  t  die  bekannten  Bedeutungen  haben. 
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xxvn. 

Uaber  die  regalären  und  Poinsofschen  Körper  und  ihre 
Inhaltsbestimmung  yermlttelst  Determinanten. 

Von 

Herrn  Dr.  O.  Löwe 

in  Marburg. 


Die  vorliegende  Untersuchnng  hat  den  Zweck,  die  Inhalte  der 
füuf  regulären  und  der  Poinsot'schen  Körper  durch  Determinanten 
zu  bestimmen.  Da  sich  indessen  diese  Aufgabe  in  Beziehung  auf  das 
Tl  traeder,  Hexaeder  und  Oktaeder  fast  allzu  einfach  gestaltet,  so  möge 
dm  darauf  gerichtete  Untersuchung  gleichsam  nur  als  Einleitung  an- 
gesehen werden,  während  die  Betrachtung  des  Dodekaeders,  Ikosaeders 
und  der  Poinsot'schen  Polyeder  den^hauptsächlichsten  Inhalt  bildet. 

Aus  der  analytischen  Geometrie  ist  bekannt,  dass  bei  recht- 
wiukligem  Goordinatensystem  das  sechsfache  Volumen  eines  beliebigen 
Ti-Lraeders  durch  die  Determinante 


«»    y»     »» 
^".    y%    J\ 
x^.    y\    ««, 

1 

1 
1 

0^,     yl\     ^, 

1 

ausgedrückt  werden  kann,  worin  die  mit  den  Indices  versehenen 
Grössen,  die  Goordinaten  der  vier  Eckpunkte  des  Tetraeders  be- 
ssei ebnen.  Diese  Determinante  reducirt  sich  jedoch  auf  eine  des  drit- 
ten Grades, 


sobald  eine  Ecke  des  Tetraeders  mit  dem  Anfangspunkt  des  Coor- 
dinatensystems  zusammenfällt. 
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Bezeichnen  wir  die  halbe  Achse  mit  ^,  so  erhalten  wir  beim 
Hexaeder,  wenn  wir  ein  rechtwinkeliges  Coordinatensystem  zn  Oninde 
legen,  dessen  Anfangspunkt  der  Mittelpunkt  des  Körpers  ist  und 
dessen  Achsen  senkrecht  auf  zwei  gegenüberliegenden  Seitenflächen 
stehen,  die  Coordinaten  der  8  Eckpunkte 


Xi  '^  a 

flSji  »  a        x^  —  —  a 

«4  — — a 

yi  —  « 

y«— — «      yj^-ö 

y4  — « 

»1  — a 

«,  — a        «5  — a 

«4  — a 

«5  «  a 

dB^  —  a        «7  —  —  a 

ajg— — a 

yft  — « 

ye  — — «    y?  —— « 

ys«« 

«6  — -« 

^— — a     »,«-a 

%  — — a 

wobei   aj  =  ±a,    y  = 
flächen  sind. 

•i,<*%  »  =  +  a  die  Gleichungen  der  Würfel- 

Der  Inhalt  des  Hexaeders  ergiebt  sich  aus  einem  Tetraeder,  dessen 
Ebenen  durch  3  benachbarte  Eckpunkte  und  den  Mittelpunkt  gehen, 
für  welchen  wir  nach  Obigem  die  Determinante 


ßJ^ 


a 

'\ 

1 

1              1 

2 

0 

2 

a 

<.\       a» 

1 

1     —1 

-a» 

1 

1 

—  1 

a 

(      \ 

1 

-1              1 

2 

0 

0 

2a» 


haben.     Wir   erhalten    J  «  -^*  welches  mit  12  multiplicirt 
den  Inhalt  des  Würfels  giebt 


6(t\ 


In  Beziehung  auf  das  reguläre  Tetraeder  sehen  wir,  dass  die  mit 
den  Indices  2,  4,  5  und  7  yersehcnen  Coordinaten  Eckpunkte  eines 
solchen  bezeichnen,  dessen  Inhalt  wir  aus  der  Determinante 


^J 


1 

—  1 

1 


1  — 1 

1       1 

•1       1 


2  0-1 
0  2  1 
0     0      1 


»4aS 


finden  können.    Der  ganze  Inhalt  des  angenommenen  Tetraeders  ist 
demnach  4 .  i  a»  —  -g-- 

Für  das  Oktaeder,  dessen  Ecken  die  Mitten  der  Flächen  Yom 
obigen  Würfel  sind,  erhalten  wir  alsdann  die  Coordinaten 


»1  *«  a  c^  a>  0 
yi  —  0  y,  —  a 
»1       0      «,  — 0 


flp,  — 0'a?4« — a      a?5  —  0  oc^  —  0 

vz"^^    vi^^       ys— --«     ys  — 0 

»5—  a        04  «0  »6— ö  *6  ""  —  ** 


Digitized  by 


Google 


894 


Lömßt  Ueber  dit  re^Hlären  tind  PtriHs&t'schen  Körpir 


Der  Inhalt  ergiebt  sieh  gleich  dem  achtfachen  Inhalt  des  Tetraeden, 
welcher  durch  die  Determinante 


6-i  — 


a  0  0 
0  a  0 
0    0a 


4aS 


bestimmt  ist,  woraus  für  den  Inhalt  des  Oktaeders  ^  -^  folgt 


Gehen  wir  nun  zur  Entstehung  des  Ikosaeders  aus  dem  Oktaeder 
über,  so  ist  bekannt,  dass  sich  die  12  Eckpunkte  desselben  durch 
eine  nach  stetiger  Proportion  Yorgonommene  Teilung  der  Oktaeder- 
kanten erhalten  lassen.  Wir  wollen  hier  diese  Entstehung  durch 
eine  sweimalige  Abstumpfung  der  Ecke«  des  Oktaeders  bewirken. 
Die  Gleichungen  der  8  Oktaederfiächen  sind 


X — y+Ä — a  =  0 
— aj  —  y+«  — a  =  0 


x-^y — a — a  ««  0 

X  —  y — z — a  «=  0 

— X — y — 9 — a  =*  0 

— ac+y — » — a  =»  0 


Legen  wir  senkrecht  zu  den  Achsen,  in  der  Entfernung  am  (m  <C  1) 
vom  Mittelpunkt  des  Goordinatensystems^  Ebenen,  so  werden  die 
Ecken  des  Oktaeders  durch  quadratische  Flächen  abgestumpft  Be- 
zeichnen wir  die  Ecken  des  nun  entstandenen  Körpers  mit  QiQsQ« 
u.  s.  w.,  so  berechnen  sich  aus  Fig.  1.  die  Coordinaten 

farOj:    «  — 0  fttr  Q,:    «=— -a(l— w) 

y  — a(l— m)  y  =  0 

»  —  am  »  =  am 

„     Q«:    »  —  0  „     Q4:    «  =  a(l— iit) 

y— .^a(l  — m)  yÄsO 

0  >«>  am  z  =  am 

„     Qsi    «  —  a»  „     Qe:    « =  am 

y  — 0  y=sa(l  — m) 

M  ■=  a(l — m)  «  =  0 

„     Ofl     «  —  o»  n     Q«s     m:=e:am 

y-0  y=—a(l-») 

«—— a(l  — w)  »5*0 
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aj^ad— ») 

jfür  Qios  »  =  0 

y-^am 

lf=sam 

M-^O 

M  =sa(l — f») 

n. 

8.     W. 

für  Q9: 


Die  6  Punkte  Qi  Q4  Q5  Q«  Q9  Qio  bilden  ein  Sechseck  mit  abwechselnd 
gleichen  Seiten.  Sämmtliche  Ecken  dieses  Körpers  liegen  auf  einer 
Kugel  mit  dem  Radius 

Jetzt  stumpfen  wir  ferner  die  Ecken  Q^  Q4,  0^9  Qs  ^*  8>  w.  derart 
ab,  dass  von  jeder  quadratischen  FUlche  nur  eine  Diagonale  als  Kante 
übrig  bleibt  Der  Körper  hat  alsdann  nur  noch  12  Ecken  und  wird, 
wie  Fig.  1.  zeigt,  von  20  Dreiecksfiächen  begrenzt,  von  denen  8  (Ok- 
taederfi&chen)  gleichseitige,  die  12  übrigen  (die  Abstumpfungsflachen) 
gleichschenklige  Dieiecke  bilden,  und  es  leuchtet  sofort  ein,  dass, 
wenn  jene  gleichschenkligen  Dreiecke  ebenfalls  gleichseitige  werden, 
unser  Körper  in  das  reguläre  Ikosaeder  tibergeht. 

Um  diese  Bedingung  zu  erfüllen,    betrachten   wir  die   Fläche 
Q1Q3Q5,  deren  Gleichung  wir  aus  folgender  Determinante  erhalten 


X  y 

0  a(l  — m) 

0  -a(l  — f») 

am  0 


=  X 


.a(l — m)         am 
-a(l — m)         am 
0  a(l  —  f/0 


1 

1  ; 
1  1 


0 

am 

1 

0 

am 

1 

+  « 

am 

a(l-m) 

1 

0 

a(l  -  m) 

— 

0 

-a(l-m) 

am 

0 

0 
0 
am 


a(l — m) 

-aa—m) 

0 


z  1 

am  1 

am  1 

a(l— m)  1 

am 

am 

Kl-fn) 

0 

■      0       - 

am 

d.  h.    (2f»— l)x-)-ww — am*  =  0. 

Granz  analog  ergeben  sich  als  Gleichungen  der  Übrigen  gleich- 
schenkligen Dreiecksflächen 

—  (2i»-^l)a;-{-»MJ  —  am*  —  0 
mx'^(2m — l)y  —  am*  «  0 
mx — (2m — l)y  — am*  «  0 
msf-|*(2m  — 1)«  —  am*  —  0 
my — (2fii — l)jJ — am*  >*■  0 


am 

atn 

a(l— m) 
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and  die  anderen  sechs  durch  Umkehmng  der  Vorzeichen  der  Glieder 
mx,  my  und  mz» 

Die  Grösse  m  ist  jedoch  in  diesen  Gleichungen  noch  unbestimmt 

Sie  liegt,  wie  schon  oben  gesagt,  zwischen  m=»0  uiid  m  =  + 1  und 

bestimmt  sich,  für  den  Fall  des  Ikosaeders,  aus  einer  Relation,  die 

man  für  QiQs  =^  QjQ^  erhält,  nämlich  aus  der  Bedingungsgleichnng 

4a*(l— m)«  «  a*f»*+a«(l— i»)«H-a«(l  —  2i»)*    d  i. 

f»*-|-m  -—  1  «  0    woraus 

m  =  -^^^^^  =  0,61803  =  2sinl8» 

welche  Zahl  bekanntlich  den  grösseren  Abschnitt  einer  in  stetige 
Proportion  geteilten  Linie  misst.  Dieser  Wert  in  obige  Gleichungen 
und  Coordinaten  eingesetzt,  giebt  als  Gleichungen  der  eben  betrach- 
teten Begrenzungsflächen 

2(y5-2)a;+(V5  — 1)«— a(3— V5)  =0 
—  (V5-2)«+(y5  — 1)«— a(3— y5)«0 
(V5— l)aj+2(V5  — 2)y  — a(3  — yö)  «  0 
(y5  — l)«-2(y5  — 2)y— a(3  — y5)  =  0 
(yö  — l)y+2(y5— 2)«— a(3— y5)  =  0 
(y5-l)y— 2(y5  — 2)»  — aCS—yö)-© 


oder 


f-/T/T— iT-l=0 


(v^)-,(y-i) 


a 


—1=0 


■1=0 


.(V-i)    .(V-H) 


»-^-1=0 


—  1  =  0 
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worin    '     o       -»  i-|-w  ist. 

Der  senkrechte  Abstand  dieser  12  Dreiecke  wird  jetzt  gleich  dem 
senkrechten  Abstand  der  8  Oktaederfiächen  vom  Mittelpunkt  =  aVi, 
da 

"*   ==  =  ai/J    ist 


•  vs- 


Die  Coordinaten  der  12  Eckpunkte  des  Ikosaeders  sind  alsdann, 
wenn  dieselben  (s.  Fig.  2.)  durch  PiP2Ps....Pu  bezeichnet  werden, 
wobei  die  Punkte  PiPsP8....Pi2  r^P-  Qs^iOö-'-^si  entsprechen, 
folgende 
färPj:    »  — 0  fttrP,:    «  — 0 

„    Ffi    x——al — 2 1        „    P,:    «— —  a^      ^ — I 


„    P,:    x-'ay     2      j  „    P,:    «-a^     ^      j 

,,    P9:    «-0  „    Pio:  »«  — a^^'-g — j 


Digitized  by  VjOOQ IC 


398  Löwet  Ütber  die  regulären  und  Poinsof sehen  Körper 

Mit  Hülfe  dieser  Coordinaten  ergiebt  sich  der  Inhalt  eines  Te- 
traeders, welches  durch  drei,  einer  Seitenfläche  angehörige  Eck- 
punkte und  den  Mittelpunkt  gebildet  wkd,  durch  die  Determinante 


6^/  = 


0  a(l — in)         am 

0      — a(l — m)         am 
am  0  a(l— m) 


=  2a»i»«(l-w) 


,(1-1)  0         .(-t5) 


0 
0 


=  a»(7— 3y5) 


^  ==  g-(7  — 3yö);  demnach  wird  der  Inhalt  4es  Ikosaedeis 

lOa^ 
«~3-(7-3y5). 


Bezeichnen  wir  mit  q>  den  Winkel,  welchen  eine  der  Coordinaten- 
achsen,  mit  der  nach  der  benachbarten  Ecke  gezogenen  Geraden  bil- 
det, so  dass 

rC0B9  ^=  «»»i        rsin^  =  a(l — m) 

i  Kante      p      a(3-V5) 
^  r  r  2r 

M       a(y5  — 1) 

COS^)  =  -  =  — ^-gj; U.  8.  W. 

wird,  so  erhalten  wir  fttr  die  Eckpunkte  P,P2P8....P„  des  Ikosae- 
ders  die  Coordinaten 

fÜrPi:    «  —  0  fÜrP,:    a:  — a, 

y  m» — rsin^  y^TSing) 

a  —  rcOS^  0  —  rCOSg) 
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fllr  i*g: 


X  =  r  cos  qp 
y-O 

s  ^  r  sin  tp 
sc  --  — r&inqr 

!/  =■  —  rCOig) 

*  =  0 
flc  ^^  r  §in  (p 

y  =  rCOSqp 
«  =-0 

«  — 0 

y  =  — rflinip 

Ä  = — TEmtp 
y  =  rCoag? 
«  -0 


für  JP4: 


11     ■*% 


«  —  rsitiqp 
y  =  0 

«  —  0 


r^g; 


Den  Inhalt  des  Tetraeders,  welches  von  don  Eckpunkten  P^F^l^ 
und  dem  Mittelpunkt  des  Körpers  gebildet  wird,  finden  wir  aus  der 
Detemünante 

0        — rEmtp    rcosqp 
6^-= —         0  rsuxqt    rcoaqi» 

rcoiqp  0         mijup 

^r^(8m2^,coa(p) 
Hieraus  der  Inhalt  des  Ikosaeders 

—  ä^  r*(sm2(p.coaqp) 

Der  EadiuB  r  lüsat  sich  leicht  durch  a  ausdrac^ken,  da  stets 
fif*  4" ^* H- ^^  "^  *■*  ist.  Wir  erhalten^  wie  schon  oben  erwähnt, 
r  =  aVl  — 2wiH-i»*  =  ay5  — 2^/5. 


Die  Gruppirung  der  Flächen  des  Ikosaeders  in  ihr^r  Anordnung 
zu  fünf  wird  anschaulicher,  wenn  wir  zu  einer  Coordinateiuichsef 
z.  B.  der  js  Achse  eine  Eckenacbse  wählen,  das  Coordinatensystem 
also  um  die  x  Achse  in  der  ys  Ebene  um  den  eben  besprochenen 
Winkel  qp  drehen,    (s-  Fig.  3.) 

Alsdann  geht  die  x  Achse  durch  zwei  gegenüherli^ende  Eck" 
punkte  des  Körpers,  die  in  der  Projection  auf  der  ity  Ebene  als 
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Mittelpunkt  eines  gleichseitigen  Zehnecks  auftreten.  Die  neuen  Coor- 
dinaten  der  Punkte  PtP%P^  u.  s.  w.  erhalten  wir  durch  Substitution 
der  alten  Coordinaten  in  die  Gieichttngen 

T  —  yco8g)+«8inq) 
Z'  ==-  —  ysin9>-fsco89) 


Dieses 

giebt 

fttrPi: 

JBj— 0 

für  P,: 

X.-0 

yt-0 

y^  —  rain2igp 

«1  «r 

«1  —  rco829) 

«  Pf- 

«1  —  r  cos  9 
yi  —  rsinijp* 

99 

i'i: 

0^  — rsin9> 
yt »•coa<»>* 

8in29 

r  cos  2g) 

8in2qo              ^ 

»  Pi- 

«jj— — rsinqp 

i> 

i'e: 

«,— — rcosg) 
yj  —  rsing)* 

sin  2a) 

rcos2^ 

»1  —  rC0S29) 

«  P-,' 

yi  —  rcosq)* 

w 

ii: 

yi  «  — rsiny* 

sin  2a) 
% ••     2 

—  — rcos2g> 

»j  =— rC082^ 

„  P,'. 

«1  —  0 

yi  =  — rsin2q) 

»,  — --rco82qp 

»9 

^10 : 

ar,  —  —  rcosg> 
y,  —  — rsing)* 
a,  =— rco82<p 

M     ^tl* 

jCj-»— rsing) 
y,  —  rcos^)* 
«1  — — rc0829) 

19 

A.: 

«1—0 

yi«o 

«,— —  r 

Hiemach  ist  es  nun  leicht,  die  Oleichungen  der  verschiedenen 
Ikosaederflächen  aufzustellen.  Ordnen  wir  dieselben  zu  5  zusammen, 
so  erhalten  wir  zuerst  5  Flächen,  die  sich  um  den  Punkt  P^  lagern. 
Es  resultirt  fflr  die  GL  der  Fi.  PiP^Pz  die  Determinante 


9 
0 

0 

y           »       1 

0                r           1 
rsin27    rcos29>    1 

—  r*siny.Ä 

0             1 
2cos7    008  2^) 

1 

1 

rC087 

rsin^*    fC082^    1 

• 

sin  7     C08  29) 

1 
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0  11 

0        cob2(p    1 

cos  9     cos29>     1 


— r'sin^ 


0 

0 

cos  9 


0 

0 

cos  9 

0  1 

2co89>     cos2<p 

sing)      cos  2^ 


0 
2co3qp 

sin^i 


d.  h.    8in<p*(2cosg>— sing))ar- 


8in2<]p 


y+cosq)*« — rco^<p^  -=  0* 


Um  jedoch  sofort  die  Abschnitte  erkennen  zu  können^  welche  die 
bis  zum  Durchschnitt  mit  den  Achsen  verl&ngerten  Fläehen  auf  deu- 
selben  hervorbringen,  ist  es  ratsam  diese  Gleichungen  auf  die  Form 

p  '  q'  r 

zu  bringen.     Wir    erhalten    alsdann    für    die  Fläche   PiPiP^  die 
Gleichung 


rcoscp* 


4 


rcotgy  "^r 


-1  =  0 


sin  g)*  (2  cos  gi  —  sin  q>) 

Aus  der  Bedingungsgleichung 

»»«H-TO—l  —0, 

sowie  aus  dem  System  überhaupt,  können  wir  uns  jedoch  verachie- 
dene  Relationen  herleiten,  die  zur  Vereinfachung  unserer  CoefficienteD 
bedeutend  beitragen.    Es  ist 


rcosq) 
sing>  = 


rsiUijp  =  a(l  —  m) 
1 


Vi+t 


cosg> 


1 — m 


yf^'     tang„-  — -™ 


sin  29 ' 


C082q9— * 


2m         2(1— m«) 
l-fm«-     l+m« 

1 — m^  m 

l+wi« 


2cosg)  — sing)  =» 


1 


cos  9)' 

sin  9'+ cos  9'  —  2sin9C0S<)p* 
cos  fp^ —  sin  g)'  ■«  2  sin  g>^  cos  g> 

u.  8.  w, 

T«ttLTn. 


C0B9>  —  sing)  »  sing).tgg? 


fi 
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Nach  Auwendung  dieser  Formen  finden  wir  endlich  far  die  Flache 
PjPgP^  die  Gleichung 

« I       y       .» 

rC08<p.C0tg<p*  '  rcotgq)  '  r"~     ^ 

Fttr  die  Fläche  PiP^P^  erhalten  wir 


«              y  »        1 

0                0  r         1 

rCOfio»        rsiny^  rC08  29     1 

rsinq)    — rcostp*  rco82<)p    1 

0  1          1 

COfl<p      C0829>       1 

8in9>     C0829^     1 

0 
—  r*      COaq» 
8in<r 


-r»y 


=  r*« 


+   f^% 


0 


8in<)p' 
-cosy* 


1 
COS  297 
COS  2^ 


0  0  1 

co%q>  sin  9*  1 

Bing)  — CO89*  1 

1 


sin^'     cosSq) 

-COSq)*     C082q» 


d.  h. 


r(sinqp^+C08y^)  r(Biny^-{-cos<p')     "^  r      ^ 

2  sin  <p'  2  sin  <p'  (sin  q)  —  C08  q>) 

Dot  CoefQcient  von  x  ist  hier  gleich  der  Haihachse  a=rrcos9>.cotggo. 
Die  Gleichung  gehörig  reducirt  liefert 


rC0S9>C0tg9      rcotgfp*  "^r 
Für  die  Fläche  PtP^Pt,  ist 


1«0 


0                  0  r 

rsin<p     — rcosy*  rcos29> 

-rsinq)     —  rcosy*  rcos29> 

0  0    1 


+  r^8in9C089?*« 
d.  h. 


1  —1 

-1  —1 


—  — r*8in<p.y^ 


—  r^Bingjcosy* 


0 

1 


1         1 
C0829>    1 


—  1    GO829)    1 

0  0-1 

1  —1    cos29 

—1    —1      0082^ 


gcotggj* 


r 
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PjPgPe  liefert  die  Determinante 

1 
1 

1 
rsin^*    rco82<p     1 

0  11 

— siny    cos2<p    1 
—  co8<;p    cos  2<p    1 

0 


X  y 

0  0 

—  rsinip  — rC089* 

—  rCOS<)P 


-r*y 


M 

r 
rC0B2q> 
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0  11 

— coBtp*    cos2<p    1 

sincp'     C0829    1 


+   r' 


—  r» 


0 


0  Ol 

—  sinijp  — cos  9)*   1 

— cosijp  siny*  1 

1 


—  sin<p     — cos<p* 


— -CO89 


8m<)p^ 


cos  29 
cos  2^ 


d.  h. 


y 


'  r (sin  qp^+  C08<p^)  '       r  (sin  <p*+  cos <P^)       '  r 
2sm<p*  28in<p*(8iny  —  cosq>) 


—  1 


'rC08(pC0tg<p      rCOtgg>*"^r 


f"  — 1==0 


PjPüA  liefert 


X              y              «  1 

0              0              r  1 

—  rcosqp    rsiny*    r  cos  2g)  1 

0           r8in29   rco82<p  1 

0        11 

— r^cosip.y   — 1     C082^  1 

0    cos  2^  1 


d.  h. 


=  r*8ing).a; 


+  r«?¥^.. 


0  1 

sincp    cos2(p 
2  cos  9)    cos27 

0        0 
—  1      sinijp 
0    2cos9) 


.sin2(p 
-r' — 2i — 


0 

—  1 

0 


" rcosy* 

sin  qp*  (2  cos  9 — sin  q>) 


0  1 

gin  (p     cos  2q> 
2cos9    C0829> 


rcotgv  '  r 


rcosycotg^*  '  rcotgg)  '  r 


26» 
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Die  nächsten  Flächen,  deren  Gleichungen  bestimmt  werden  müs- 
sen, sind  diejenigen,  welche  sich  mit  ihren  Seiten  an  die  soeben  be- 
stimmten anlehnen.    Wir  erhalten  für  die  Fläche  Ps^sA 


0 


y 

r8in2<p 


rCOBq>    rsin<]p' 
rsin^D    rcoBq>^ 


2  1 

rcos2<p     1 

rcos2<p   .1 

—  rcos2g)     1 


'r*C082q).« 


—  r« 


r*C082qp.y 


0  1 

cos  9        1 
8in9>    —1 


+    r«a 


0  sin29> 
cos  q>  sin  q>^ 
sin^    cosqp^ 


0 
cosq) 
sin<p 

1 

1 

— 1 


sin  2<p  1 
sin^'  1 
cos^^  —1 

8in2<p 
sin^* 
coscp* 


d.  h. 


P^P^Pb  «>öbt 


. -*- 1^4. !_ 

rC0S9?C0tggp  "^r  "^rcotg^' 


-1-0 


X 

rcosqo 
rsinip 
rC08<p 

y               «          1 
rsin<)p^        rcos2q)     1 

—  rcosg)*       rco8  2q)     1 

—  rsin<p*   — rC082<p     1 

=  r*COS2<p.a; 

- 

sinqp* 
-cosqp* 
-sing)* 



1 
1 
1 

1 
1 
1 

1  cos  qp       1     1 

COS«p 

sing?* 

1 

- 

-r^cos2(/).y    sincp       1     1 

+r2s 

8in<p 

— cosg)* 

1 

COSqp    —-1      1 

C03(p 

—COS  9)* 

1 

cosip        8in<)p* 

1 

—  f8co82<p 

sinqp    —  cosijp* 
co8<p    —  sin<)p*    — 

1 
-1 

d.  h. 

»            y      1      • 

p-^ 

-0 

rC08<)l>      rcotgijp*  '  rCOtg< 

^4^^» 

liefert 

X  y  0        1 

rsingp    — rcosgp*      rC0s2<)p  1 

— rsingp*  —  rcosgp*      rco82<p  1 

0        — r8in2gp  — rco829  1 


=  —  r*sin9C0829.y 


1 
— 1 

0 
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also 


1     C0B9      1 
—  1      C08<JP      1 

0    2sm<p  1 


8iD2qp 
+  r'» — r —  cos2q> 


1 

COfl<p 

1 

— 1 

COBqp 

1 

0 

2aiii97 

— 1 

y 


■f- 


rcos2qp 


rCOS<p 

2siu^     (28in9>— co&<p)sm9^ 


gCOtgqp 

da  für  unsere  Bedingungen 

1 
sin  9 


rcotgy^ 


1  =  0 


2sin^-)-co8^  = 


nnd 


CQt<p 


2810  9  — COB^ 


=  CQtgtp^     ist 


Die  Fläche  P^P^Piq  liegt  in  Beziehung  zur  i/t  Ebene  symmetrisch 
zn  PjP^Pg.    Wir  erhalten  die  Determinante 


X  y 

— rsing)  — rcosq)* 


iS  1 

rC082<jP  1 
— rco8<p  rsinijp*  rcos2<]p  1 
—  rcosip  — rsinqp*  — rC0829  1 

1     1 

+»**cos2<p.y    C08g>       1    1 


sin^ 
cos  9 
cosq)   — 1    1 


I  —  cosqp'' 

»r*  cos  2^9,  OS         singf* 

I  —sin  91* 


smqp     — cosqs^ 


sin  ^'^ 


+  «^0082^^ 


sm9> 
cos  9 

C0S9> 


COSqp      "-Sill<p' 

—cos  9*       1 
sin  qp*        1 


1 

X 

—  1 


also 


rcosq)      rCOtgg)*  *^rC0tgip* 


PgPjPj],  welche  in  Beziehung   zur  j^«  Ebene  ftymmetrlsch  itt 
PjPsPv  Hegt,  giebt  die  Determinante 


— rcosq)     rsiny' 


z  1 

rc08  29>     1 


0  r8in2<jp        rco8  2<jp    1 

—  rsinqp     rcos^'     —  rC0829     1 


-«r*C0B2ip,as 


sinqp* 

1 

1 

sin2g^ 

1 

1 

cos  9^ 

— 1 

1 
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COS9     8iU(p^  1 

+r«C0829).y      0  11    — r*«        0        8in2q)  1 

sin<p    cos9>'  1 


cos  9 

1 

1 

0 

1 

1 

-r»« 

sinq» 

-1 

1 

+  r*C082<)p 


COS  9    sin  9*        1 

0        siii29       1 

sin^    cosijp*    — 1 


d.  h. 


+ 


y 


•r  cos  (JP  cotg  9?  "^  r  '^  r  cotg  98 


-1«=0 


Da  jede  der  übrigen  Ikosaederflächen  einer  der  soeben  Abgelei- 
teten parallel  ist,  so  ist  es  sehr  einfach,  ohne  weitere  Rechnungen 
die  Gleichungen  dieser  Flächen  aufzustellen.  Wir  erhalten  durch 
Umkehrung  der  Vorzeichen  fUr  die  Glieder  mit  jc,  ^,  z 


^6  -PjoAa  =  ■ 

Pi  A  Pn  ^ 

Pb  A  -Pjo  =  - 

P^Plf^PM-' 


rC0S<pC0tg<p*      rQO\jg(p        T 


rc0S9C0tg<)p     "^rcotgg?*      r 


l-»0 


gCOt«^« 


1-0 

r 


.4, ^ 1 1  _^  n 

rC0S7>C0tg9)    "^rcotgg)^      r 


r  C08<p  cotgy*      r  cotg  9>       r 
«  y  z 


r  cosqp  COtgqp        r      r  COtg  (^^ 
»       ,         y  z 


P^Pi  Pix- 


Pb  Pi  P^ 


Pi  A  ^9  = 


rcos^)  »^rcotgq)*      r  COtg  9* 
y  « 


— -— 1«0 
1«0 
1  =  0 


r     .  rcotgmS 

oCOtgCp  ^^ 


1  =  0 


rC0S9      rcotg<p*      rcot^y^ 


—  1  =  0 


y 


r  C08<p  cotg9>       r      r  cotg  <jp8 


-1=0 
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Ans  dem  regnlären  Ikosaeder  können  jedoch  noch  zwei  neue, 
sternförmige  Körper  abgeleitet  werden,  die  nach  ihrem  Entdecker 
P ein 90t,  die  Poinsofschen  Körper  genannt  werden.  Denken  wir 
uns  am  Ikosaeder  durch  je  5  Ecken,  welche  einer  Ecke  anliegen 
nnd  für  sich  ein  reguläres  Fünfeck  bilden.  Ebenen  gelegt,  so  erhalten 
wir  den  ersten  Poinsof  sehen  Körper,  dessen  Ecken  die  des  Ikosaeders 
sind  und  dessen  12  Flächengleichnngen  leicht  aus  folgenden  Deter- 
minanten hergeleitet  werden  können. 

Für  die  Fläche  P^P^P^P^Pß  erhalten  wir  die  Determinante 


-   r«a 


X 

y 

9 

1 

0 

rmi2g> 

rcos29 

1 

rCOSqp 

rsiny* 

rcos2<p 

1 

rsinqp 

— rcosy* 

rcos2q> 

1 

0 

sin  29 

1 

cos<p 

8in<p^ 

1 

singo 

—  cosg>' 

1 

—  r'cos2<p 


0  8in29)    1 

cos  9        singp'    1 
Bintp    — C089'    1 


d.  h. 


r  cos  29 


.1«0 


da  wir  nur  die  Coordinaten  von  3  Punkten  aufzustellen  brauchen, 
um  die  Ebene  zu  bestimmen. 

Für  die  Gleichung  der  Fläche  P^P^P^jP^P^  haben  wir  die  Deter- 
minante 


SB            y  » 

0             0  r 

0        r8in2<)i>  rco829^ 
rsinqp    rcosg)*  — r  cos  29 

0  1 
—  r*8in<)().y    0  cos27 

1  — cos2g) 


—  r« 


sin  29 


—  r^cos^.» 


1  1 

2%\Xiq>  COS  29 

COS  9)     —00829 


+  r««^"/^. 

0 
0 

0       1 

28in<p    1 

1 

cos^      1 

0                 1 

28in9>       cos  29) 

cos  9     —cos  2 

gp 

d.  h. 


rsin^  '  rcotgV      r 


^1-0 
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PiPfP^P^P^  liefert 


X                 y                   »  \ 

0                 0                   r  1 

rcOBg^        rsiii^'        reo%2q>  1 

rc089    — rginv*    — rC0829  1 

0  1 


=  r*8iiig>*.« 


Oll 

1        m%  2^    1 

— 1     —  cos2^    1 


— r*co89.y 


1 
1        C08  29    1 

1     —0082^      1 

— r*sm7>'c08  7 


+  r*8ing)*cos^,« 


0  0 

1  1 
1  —1 


0 

1 

1 

COH  2^ 

— 1 

—  cob2^ 

d.  h. 


rco89      rtang9  '  r 


Die  Gleichung  der  Fläche  P^P^P^P^^P^  erhalten  wir 


«  y  «         1 

0  0  r         1 

rBin^    — rC08g>*        rC082<p    1 

0        — r8iii29    — rco829    1 

0        11 


=  —  r*cosqp.a;  I  coagj     cOB2qp  1 
j  2sin4]p  coa24)p  l; 


—  r^%Uitp,y 


1     C0829 

0    C0829 


+  r8 


8in2y 


«8in20 


0 
coi^ 
2sinq0 


0  1 

C08  tp  COS  2^ 

2  sin  9    — GOB297 


d.  h. 


rco8  9      rtangg)  '  r 


da  sie  znr  vorhergehenden  Fläche  symmetrisch  liegt 

Die  Fläche  P^P^P^qP^^P^   liegt  symmetriich  zu   P^P^P^F^Pi. 
Ihre  Determinante  ist 


»  y  »  1 

0  0  r  1 

— rsing^  —  rcosg)*  rco829  1 

0  r8in29  rC0829  1 


j        0  ^        ^1 

=  r*C08g>.ar. — COa^J    CO829    1 
I    2nn^   C092^    1 1 
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+r*sill^.y 


0  11 

1  cos  29    1 
0    cos29>    1 

.sin  2^ 
—  r* — s — 


0 

0  11 

— 1    —  COS9    cos29 
0      2Bintp    eos2tp 


1 
—  cos  9 
2siii9 


d.  h. 


rcotgg?  ""r 


rsm^ 
PiPßPi^BfP^  liefert  die  Detenniiiante 


X 

0 


0 


—  rcos^    rsmy' 


«  1 

r  1 

r  COS  29     1 


— rsin^    rco89*    — rcos29>    1 


=  r*« 


0 
sin  9' 


1 
cos  29) 


0 

1          1 

0 

+  r»y 

COSqP          0082^     1 

-  r^z 

cos  9 

sin  9    — co»2ip    1 

sin^ 

0           0               1 

+  r» 

cos  9    sin  9'        cos  29 

sin^    cc 

mfp*    — cc 

^s2<p| 

cos  9^'    —cos  29    1  I 

0        1 
ll<p*    1 

SQP»      1 


d.  h. 

_*+•-_!  _„ 

2 

Die  Gleichungen  der  6  anderen  Ebenen  ergeben  sich  gleichfalls 
ans  diesen,  dnich  Mnlüplication  der  x,  y  and  9  mit  — ^1,  da  diese 
wieder  einzeln  denselben  parallel  laufen. 

Wir  erhalten  alsdann  als  Gleichungen 
+  1-0 

y 


r  cos  29 


rsmtp     rcotgfjp 

«    'j y. » 

rC089  ""rtang^     ^ 


r 


—  1-0 
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"  '--1  =  0 


rco8(p  *  rtangip      r 


+  -^ ^ --1  =  0 


r       r 
2 

Dor  Inhalt  eines  solchen  Köqiers  besteht  aus  13  congmenten 
Pyramiden  und  kann  derselbe  ebenfalls  durch  Delcrromantt^n  bestimnit 
werden,  wenn  man  dieselben  durch  2  Ebenen  jedesmal  in  3  Tt^trawier 
zerlegt,  wovon  immer  2  ebenfalls  congruent  sind.  Einfacher  resultirt 
jedoch  noch  der  Inhalt  aus  den  Goordinateu  des  Mittelpunkts  rom 
Körper,  des  Mittelpunkts  der  5seitigen  Grundfläche  uüd  zweier  aa- 
einander  liegenden  Eckpunkte.  Die  Pyramide  wird  dadurch  in  5 
gleiche  Tetraeder  zerlegt  und  das  mit  12  multiplicirte  Kc^oltat  Hefert 
den  Inhalt  dieses  Körpers.  Bezeichnen  wir  denselben  im  Folgenden 
kurz  mit  „Poinsot  I/^  und  stellen  für  seinen  Inhalt  die  Determinante 
aus  den  eben  erwähnten  Coordinaten  auf,  so  erhalten  wir 


6^  =  r« 


0  0       cos29 

0       8in29    con2q> 

cos  9    sin  9^    cos29 


r*  cos  2^  sin  2«^  cos  9 


d.  i.    Poinsot  I.  -«  10r3co82(;psin2<pcos9. 

Vergleichen  wir  hiermit  den  Inhalt  des  Ikosaeders,  ffkr  welchen 
wir  früher 

Ikos.  -«  —  r'sin29)C08<r 

fanden,  so  erhalten  wir  die  Proportion 

Ikos. :  Poinsot  I.  =  1 : 3  cos  2qp. 

Den  zweiten  Poinsot'schen  Körper  (Poinsot  II.)  erhalten  wir, 
wenn  wir  jedesmal  durch  3  Eckpunkte  eine  Ebene  so  legen,  dass  sie 
einer  Ikosaederfläche  parallel  läufL  Der  neu  entstandene  Karper 
besitzt  alsdann  20  Flächen,  während  die  Anzahl  der  Ecken  dieselbe 
geblieben  ist. 

Betrachten  wir  hier  die  Fläche  PjPyPg^  ho  gehört  diese  dem 
Poinsot  II.  an,  und  kann  die  Richtigkeit  ihrer  Gleichung  leicht  aas 
der  Bedingungsgleichung  für  zwei  parallele  Ebenen  nachgewiesen 
werden. 
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^      :h      ?l 
Bedingungen  ihrer  Parallelität.) 


Bilden  wir  hier  diese  Gleichungen  durch  Determinanten,  so  er- 
giebt  sich  fttr  die  Fläche  i\P,P, 


I    * 
i     0 

rsintp 

0 


y 
0 


z 
r 


rcos^'    — rcos2q>     1 


-r8in2q^ 


«r« 


r'cos^.sc 


—  r^Binqf.y 


•— rC082gp     1 

0  1 

1  —  C08  29 

0   . —  cos  29 

0 
-sin  29 
r* — ^~ 


0  11 

cos(p    —cos2(p  1. 
-28m9)  — cos2<p  1 


_^^sin25, 

0 

1 

0    - 

0                1 

cos  7        —0082^ 

■2sin<p    — c 

Ds29 

0 
cos  9 
28iu9 


also 


^ y_ L*_i  =  0 


Die  Richtigkeit  dieser  Gleichung  kann  dadnrch  leicht  erwiesen  wer- 
den, dass,  da  sie  mit  der  Fläche  ^8^4-^8  pftr&llGl  länft,  nach  obigen 
Bedingnngsgleichnngen 


cotgy» 
cosgp 


— ji      und      cotgqp  = 


tang^ 


sin9tang<jp' 
sein  mnss,  was  auch  der  Fall  ist. 

Die  Gleichung  der  Ebene  P^AAd  S^^^^  ^^  Determinante 

1 
1 


y 

0 


r 


rsin^        rcOB^)'    — rcos29     1 
-rc089>    — rsinv*    — rC0829    1 


=  r*» 


COSip' 


I«    — 


— nmtp' 


I»    — 


cos27 
cob27 
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-r*y 


0 

1         1 

0 

sinijt)    —  co82v   1 

+   r^- 

sin  9^ 

—  COSy     —  0082^     1 

— cos  9 

0 

0 

1 

-r» 

siago 

cos  9*   - 

-C082gi 

—  C08<p 

—  sing?*  - 

-cos  2g? 

cos  9' 
—  sinqp* 


folglich 


r  sin  (p  tang  q>  "^  r  tang  q>^ 


r.+;-i  =  o 


deren  Richtigkeit  gleichfalls  sofort  nachzuweisen  ist,  da  diese  Fläche 
der  Fläche  PjPeAi  parallel  ist. 

Den  Inhalt  dieses  Körpers  finden  wir  durch  Addition  der  20 
Tetraeder,  welche,  wie  schon  erwähnt,  von  dem  Mittelpunkt  des  Kör- 
pers und  diesen  mit  den  Seitenflächen  des  Ikosaeders  parallelen 
Flächen  gebildet  werden.    Es  ergiebt  sich  für  diese  die  Determinante 


^J r» 


0 
sing? 


0 
cosg)' 


2     


cos  2g) 


0       —sin  2g?    — cos  2g» 
r'sin9sin2g? 


Folglich:    Poinsot  II. 


—  r*  Bing?  sin  2g?. 


Stellen  wir  nun  den  Inhalt  des  Ikosaeders  mit  demjenigen  des 
Poinsot  I.  und  Poinsot  II.  zusammen,  so  erhalten  wir  folgende  Pro- 
portionen: 

Ikosaed.:    Poinsot  11.  »  litangg»  »  l:f/i 

Poinsot  I.:  Poinsot  II.  «  3co8g>*:l 

Ikosaed.:    Poinsot  I.:  Poinsot  IL  «»  l:3cos2g?:tgg?. 


Gehen  wir  jetzt  zum  Pentagonal-Dodekaeder  (Fig.  4.)  Aber,  so 
ist  klar,  dass  dasselbe  durch  12  Ebenen  gebildet  wird^  welche  durch 
die  Ecken  des  Ikosaeders  senkrecht  zum  Radius  der  umschriebenen 
Kugel  gelegt  werden.  Die  allgemeine  Form  der  Gleichung  einer  Be- 
rUhrungsebene,  welche  in  einem  Punkte  x^^y^z^  an  die  Kugel  gelegt 
wird,  ist 
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Hiernach  ist  es  sehr  einfach  mit  Hülfe  unserer  frühereu  Coor- 
dinaten  die  Gleichungen  der  12  Ebenen  des  Dodekaeders  aufzuätelleu. 
Bezeichnen  wir  die  den  Ecken  Pj,  P^  etc.  des  Ikosaeders  entaprecbeii* 
den  Ebenen  mit  den  römischen  Ziffern  L,  IL,...,  so  erhaltea  wir  als 
Gleichung  der  Ebene 

I.         «— r  =  0 

IL        ysin2qp+»cos2<p  — r  =  0 
in.         X  cos  (p'\-y  sin  q)^-\-z  cos  2g> — r  =  0 
lY.        xs\ng>  —  ycosq>^+zcos2(p  —  r  =  0 
V.     —  a;sin<p — ycosg)^+ÄCOs2g) — r  =  0 
VI.     —  «cos  g)+y  sin  <)()*+»  cos  2(p—r  =  0 
Vn.         aisin^»  •^yCOsg>^'—zcos2q>—r  =  0 
Vni.        xcosg) — ysmg>^  —  «cos2<p  —  r  =0 
IX.    — y  sin  2g) —«cos  2g)  —  r=0 
X.    — xcoS(p  —  ysinqp* — zcos2ip — r=0 
XI.    — xsmq>'\'ycosq>^ — zcos2q>--r  =0 
Xn.         z+r  =  0 

Wir  sehen  aus  diesen  Gleichungen,  dass  die  Ebenen  II. — VI. 


ein  Stück 


cos2<p 


in  der  positiven  Richtung  auf  der  z  Achse   ab- 


schneiden, während  von  den  Ebenen  VII.— XL  ein  gleiches  Stück  in 
negativer  Richtung  abgeschnitten  wird.    Dieser  Punkt  mit  den  Cöor- 


dinaten  «  =  0,  y  =  0,  z- 


ist  der  Pol  zur  Ebene  P^P^I\Fr,r^. 


cos2qp 

Ebenso  ist  jede  Ecke  des  Dodekaeders  Pol  zu  einer  Ikosaedt  rebeue, 
was  uns  ein  Mittel  an  die  Hand  giebt,  die  Coordinaten  der  Üode- 
kaederecken  aufzustellen. 

Es  ist  also  beim  Dodekaeder  das  Verhältniss  der  Flächen  und 
Ecken  ein  umgekehrtes,  wie  beim  Ikosaeder,  indem  hier  20  Ecken 
in  derselben  Gruppiruug  auftreten,  wie  beim  Ikosaeder  die  Flächen 
und  gleichfalls  die  12  Ecken  desselben  hier  12  Flächen  entfiprecbeu. 
Wollen  wir  demnach  die  Coordinaten  der  Eckpunkte  auf  gewühulicho 
Weise  ableiten,  so  finden  wir  diese  stets  durch  den  Durchschnitt 
dreier  Ebenen  bestimmt,  welche  nach  den  Unbekannten  aufgelöst, 
die  verlangten  Coordinaten  geben.  Die  Coordinaten  von  E^  eutstohen 
beispielsweise  aus  dem  Durchschnitt  dier  Ebenen  L,  H.  und  HL  Wir 
erhalten  sie  durch  Auflösung  der  Gleichungen 

«— r«0 

ysia2q>'\'»cos2q>—r  —  0 

xcosq>-\'ysiTiq>^'{'XC0s2tp — r  =  0 
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rtangg>* 

a.    s.    w. 

Anstatt  also  durch  Auflösung  je  dreier  Oleichongen  die  Coordi- 
naten  zn  berechnen,  können  wir  dieselben  ans  den  Gleichungen  der 
Polarebenen  finden. 

Beobachten  wir  hier  dieselbe  Gruppirung  wie  beim  Ikosaeder 
und  bringen  wir  alle  Gleichungen  der  Ikosaederflftchen  P^P^P^^ 
P1P3P4,  ...  auf  die  Form 

ax-\'by'{'Cz — r*  =  0 

so  sind  hier  die  Coefficienten  der  Variablen  die  Coordinaten  des  be- 
treffenden Eckpunktes.  Stellen  wir  daraus  diese  Coordinaten  zu- 
sammen, so  erhalten  wir,  wie  eben,  für 


E^iP.P.P,): 

dann 

EtiPiP^P^'^ 

rtangg?* 
cos9> 

rtang<p 
cos  9 

y  «  rtang^ 

y— rtangy» 

«  =  r 

«  «="  r 

E,(P^P,P,): 

Ä4(AAA).- 

x^O 

^      rtangqp 
*""        COS9) 

lf-  — ^tangv« 

y  «—rtangy» 

»  «  r 

«    T 

EsiPtPePf): 

X 

rtangq?' 
""        cös9~ 

y 

—  rtangv 

Die  zweite  Gruppe  hat  yon  der  XY  Ebene  den  Abstand 

•  —  rtsng^* 
Es  resultirt  lUr 
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^(AAA): 

^(i's/'4A): 

rtangv 
COS  9 

r 
cos  9 

y  — r 

. 

y  — rtangqo* 

«  «=  rtang9^ 

«  «  rtang^ 

^{AAi*9): 

E^{P^P,P,o): 

»«0 

X 

*  ""      cos  9 

y=  —  ^tang4p 

y  «  — rtangy* 

«  =  rtang^' 

«  =  rtangv' 

J5|o(P^P,P„): 

X  =" 

rtangv 
cos  7 

y  — 

r 

0  =■ 

rtangg)^ 

Die  übrigen  10  Goordinaten  ergeben  sich,  wie  die  Gleichungen,  eben- 
falls durch  Umkehrung  der  Vorzeichen  von  ar,  y  und  z. 

Für  den  Inhalt  des  Dodekaeders  berechnen  wir  uns  zuerst  den 
Inhalt  eines  Tetraeders,  dessen  Ecken  der  Mittelpunkt  des  Körpers, 
2  benachbarte  Ecken  und  der  Mittelpunkt  der  Seitenfläche  sind.  Die 
Goordinaten  dieser  Punkte  seien 


yi-0 


ar,  = 


rtangy* 
cos  9 
y«  — rtang9> 


«ii  — 


rtangy 


eo89> 
yj  — rtang^* 


so  dass  fftr  den  Inhalt  dessdben  die  Determinante 


^J  = 


0 

rtangy* 
cos  7 

rtangy 
cos? 


r^tangy* 
cos  9» 


0  r 

rtangy      r 

— rtangy*    r 

2r8tangyS^ 


r^tangy* 

COSy 


0 

1 


0 

1 


tgy  1 


{tangy»+ll  = 


COSy 


entsteht    Multiplidren  wir  das  Resultat  mit  { .  12  =  10,  so  erhalten 
wir  den  Inhalt  des  Dodekaedara 
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20y^tangy» 
"^         COSy 

Wie  schon  erwähnt,  hedeutet  r  der  Hadius  der  dem  Dodekaeder 
eingeschriebenen,  resp.  der  dem  Ikosaeder  umschriebenen  Engel. 
Offenbar  erhalten  wir  jedoch  den  Badins  der  dem  Dodekaeder  om- 
schriebenen  Engel  aus  der  Gleichung 

wo  X,  y,  z  die  Coordinaten  irgend  eines  Eckpunktes  des  Dodekaeden 
bezeichnen,  eine  Gleichung,  die  zu  gleicher  Zeit  zur  Prüfung  unserer 
Rechnung  dienen  kann,  da  für  alle  Coordinaten  R  denselben  Wert 
haben  muss.    Wir  erhalten  die  Gleichung 


hieraus 


«■-'•{>+»«»'+^'} 


''  =  JS?'^+"^''- 


Wir  erhalten  den  dritten  Poinsot'schen  Eörper  (Poinsot  HI.), 
wenn  wir  jedesmal  die  5  Ebenen  erweitert  denken,  welche  um  eine 
Dodekaederfläche  liegen.  Er  hat  12  Ecken  und  12  Flächen.  Die 
12  Ecken  desselben  sind  die  Pole  zu  den  Ebenen  des  ersten  Poinsot- 
schen  Körpers  als  Polarebene,  während  hier  die  Flächen  dieselben 
sind,  wie  bei  dem  Dodekaeder.  Die  Coordinaten  dieser  Ecken  er- 
geben sich  sofort  aus  den  Gleichungen  der  12  Ebenen  des  ersten 
Poinsot'schen  Körpers. 

Die  Gleichung  der  Fläche  P^P^P^Pf^P^  war 


■1=0      oder     rrrir  — »•*  =  0 


r cos 29  cos 29 

Hieraus  die  Coordinaten 

(B  =  0,    y=0,    •  = 


C0829> 

Aus  der  Gleichung  der  Fläche  P^P^P^P^P^ 

siny^cotgy^ 
resultirt 

__    r  ^  r 

*  ""  Bin?»  *      ^  ""  cotgy  *      *  "" 
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*-C08^'-      ^-' 

r 

F^P^P^P^qP^  die  Coordinaten 

r 

r 

«  =  r 


COS  7 


y-=- 


n.    8. 


'tang9»  ' 


»  -"  r 


Für  die  Inhaltsentwickelung  ist  es  am  zweckmässigsten,  von  den 
5  Punkten  eines  sternförmigen  Fünfecks  zwei  zu  wählen,  welche  eine 
Kante  desselben  begrenzen  und  diese  mit  dem  Mittelpunkt  dieses 
Fünfecks  und  dem  Mittelpunkt  des  Körpers  zu  einem  Tetraeder  zu 
vereinigen.  Es  entsteht  alsdann  ein  Tetraeder,  dessen  Inhalt  mit  5 
multiplicirt  den  Inhalt  der  Sternpyramide,  als  den  12ten  Teil  des 
Körpers,  giebt 

Nehmen  wir  hier  das  Fünfeck,  dessen  Ebene 

»  =  r     * 

ist,   so  sind  die  Coordinaten   aus  den  Ebenen   P^P^P^P^P^   und 

r  r 

■; flJo   SB 

sin9> 

r 


«^"-, 


«8«- 


«1  — r 


cotgg) 

I  r 


ys"*- 


cos  9 

r 


tang^ 


«8  •=«• 


wovon  fl^i^i«!   die  Coordinaten  des  Mittelpunktes  des  sternförmigen 
Fünfecks  bezeichnen.    Den  Inhalt  liefert  die  Determinante 


6^ 


r 
sin  9 


r 


cotgy 


-^T^    -''^*«^ 


^,/coSy»  — Siny»\ 

\  sin^^cos^'  / 


d,  L    ^  — 


3C0S9) 


Der  Inhalt  des  Poinsot  m.  also  = 


20r« 


cos  9» 

Wie  wir  schon  bei  einem  ebenen  sternförmigen  Fünfeck  einen 
falschen  Inhalt  finden,   wenn  die  um  das  Fünfeck  herumliegenden 
MILVQ.  97 
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Dreiecke  zu  demselben  addirt  werd^i,  so  ist  auch  hier  Aehdiches 
der  Fall  Indem  wir  dort'  die  Dreiecke  zum  doppelten  Fünfeck  zu 
addiren  haben,  so  mass  hier  der  Inhalt  sämmtüeher  Pyramiden  zum 
3  fachen  Dodekaederinhalt  addirt  werden,  wenn  der  Inhalt  des  Pein- 
sot  m.  resultiren  soll.  Entwickeln  wir  Imr  z.  B.  den  lahalt  einer 
auf  den  Seitenflächen  aufsitzenden  fUnfseitigen  Pyramide,  so  erhalten 
wir  dafflr  die  XXetenninante 


f^  =  - 


0 
0 


rtangy* 

cos  9» 

rtangy 
c;os9> 

0 
rtangy^ 

COSy 

rtangy 

COSy 
2r^tangy^ 


0 

0 

rtangy 

— rtangy^ 
0 
rtangy 

—rtangy' 

2r'tangy' 
cosy 


r 
cos2y 


cos2y 


rtangy* 
COfly 

rtwigy 
COSy 


rtg9 


•  tgy» 


sin  y  COSy' 

and  somit  fflr  den  Inhalt  sämmtlicher  Pyramiden 

20r'tangy'       ^J^^i9^ 

sinycosy*  ~       cosy 

Far  den  Inhalt  des  Dodekaeders  hatten  wir 

t;^'  •  •  20r8tangy» 

COSy 

Bilden  wir  ans  dem  dreifachen  Inhalt  des  Dodekaeders  nnd  die- 
sen Pyramiden  eine  Gleichung  mit  Poinsot  III.,  so  folgt 

G082y  =  tangy*  (1  +  2  cos2y) 

welcher  Ausdruck    sich   nach  Einsetzung  der  Zahlenwerte  auch  als 
gleich  erweist. 


Den  letzten  und  vierten  Poinsot'schen  Körper,  Poinsot  lY.,  er- 
hatten wir  epdiieh  dadurch,  dass  3  Ebenen  zum  Diurchsehnitt  gebracht 
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werden»  welche  den  3  von  einer  Ecke  des  Pentagonal- Dodekaeders 
ausgehenden  Kanten  anliegen. 

Die  Goordinaten  erhalten  wir  wieder  ans  den  Gleichungen  der 
Polarebenen  nnd  zwar  aus  der  Gleichung  der  Ebene  Pj^P^P^ 

rcotgy* 
*==~Sirr''      y=-*-C0tg9,      «  =  r 

und  aus  P^P^P^o  die  Goordinaten 

rcotgy 


siny 


y=rootg9«,     »«r 
n.    8.    w. 


Den  Inhalt  linden  wir  aus  einem  Tetraeder,  dessen  Eckpunkte 
der  Mittelpunkt  des  Körpers,  der  Mittelpunkt  der  Seitenfläche  und 
zwei  an  einer  Kante  liegende  Ecken  sind.  Seinen  Inhalt  erhalten 
wir  aus  der  Determinante 


0 

rcotgy' 
6ii/  ==       sin  9 

rcotgy 
sin  9 

r'cotgy* 
**     siny 

Der  Inhalt  des  Poinsot  lY.  ist  demnach 


0         r 
rcotgy'     r 

{cotg^+lj 


r^COtgff* 
sin  9 


2r^C0tg»* 
sing) 


0  0 
cotgv      —1 

1  C0tg9* 


20r>cotgy* 
"~"       sin  9 

Vergleichen  wir  zum  Schluss  wieder  die  Inhalte  der  zuletzt  be- 
bandelten drei  Körper,  so  ergiebt  sich 

Dodek.:  Poinsot  III.  =»  taugy*:! 

Dodek.:  Poinsot  IV.  «=  tangy*:! 

Poinsot  III.:  Poinsot  IV.  =  tang»^*:l 


17» 
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xxvm. 

Htscellen. 


1. 
Betretfl  eines  Satses  am  der  Theorie  der  formaleii  OpemtleneB. 

In  Hankers  ^Theorie  der  complexen  Zahlensysteme'*  S.32.  ist 
ein  wichtiger  Satz  bewiesen,  dass  wenn  zwei  eindeutige  ond^asso- 
dative  Operationen  dnrch  das  volle  distributive  Princip  mit  einander 
verbunden  sjnd,  dann  die  eine  notwendig  die  commutative  Eigenschaft 
besitzt.  Ich  will  hier  einen  Beweis  dieses  Satzes  mitteilen,  der  im 
Grunde  mit  dem  Hankel' sehen  abereinstimmt,  aber  in  allgemein«! 
Operationszeichen  geführt  wird. 

Bedeuten  J^  und  J^  zwei  directe  (thetische)  eindeutige  und  asso- 
ciative  Yerknflpfongen,  die  durch  folgende  Gleichungen  verbunden  sind: 

^«[^i(«,  *),  ^]  -  ^i[^«(«,  c),  J^(b,  c)-]  (1) 

^«  [a,  J^  (c,  d)-]  -  ^/l  [^/,  (a,  c),  ^,  (a,  d)]  (2) 

(a,  6,  e,  d  bedeuten  hier  irgend  welche  Objecto),  die  das  DistribntiT- 
gesetz  ausdrücken,  —  so  ist  die  Operation  Ji  commutativ. 

Um  dies  zu  beweisen,  ersetzen  wir  in  der  Gleichung  (1)  c  durch 
^(ü,  d)  und  in  der  Gleichung  (6)  a  durch  ^f  (a,  &),  —  es  wird  dann: 

Aus  der  Gleichheit  der  ersten  Seiten  dieser  Gleichungen  folgt  nun: 
/i,[^,{a,  ^/l(c,  d)l  J^{b,  Mc,  d)]-] 
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Wir  transformiren  die  erste  Seite  der  letzten  Gleichung  mittelst 
der  Gleichnng  (1)  and  die  zweite  mittelst  der  Gleichung  (2);  man 
erhält  dann : 

-  J^lJ^lJ^ia,  c),  ^,(6,  c)l  MM<h  ä),  Mh,  d)W 

Da  der  Yoranssetzung  zufolge  die  Operation  d^  associativ  ist, 
so  kann  man  diese  Gleichung  auch  so  schreiben: 

Vergleicht  man  hier  die  beiden  Seiten,  so  sieht  man  schon,  dass 
sie  sich  nur  durch  die  Ordnung  ihrer  Glieder  unterscheiden.  Be- 
zeichnet man  noch  der  Kflrze  wegen: 

J^(a,  c)  —  p,    2^,(a,  cO  —  g,    ^j(^  e)  —  r ,    2i,(*,  d)  —  « 
so  hat  man: 

^i(p>  «»  »•»  *)  =•  ^1  (p»  «'j  «1  «) 

Nach  dem  Associatiygesetze  lässt  sich  diese  Gleichung  so  dar* 
stellen: 

woraus  yermöge  der  Eindeutigkeit 

^i(p»  «»  «^)  — ^i(Pi  »■)  «) 
folgt    Schreibt  man  noch  diese  Gleichung  so: 

and  berücksichtigt  man  wieder  die  Eindeutigkeit,  so  hat  man  endlich 

welche  Gleichung  die  Commutativitftt  der  Operation  Ji  beweist. 

Auf  ähnliche  Weise  könnte  man  beweisen,  dass  im  Falle,  wenn 
die  Gleichungen: 

bestehen,  die  Operation  ^^  commutaliy  sein  muss. 

Warschau,  den  31.  December  1874. 

S.  Dickstein. 
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Ueber  die  Symmetrlepmikte  de«  Dreieeks« 

Tier  Punkte  im  Dreieck,  nämlich  der  In-  und  Umkreiftmittelpiuikt, 
der  Schwerpunkt  und  der  Höhenschnitt,  finden  bekanntermassen  he- 
sondere  Beachtung  wegen  ihrer  symmetrischen  Bestimmung.  Man 
kann  sie  demgemäss  Symmetriepunkte  des  Dreiecks  nennen,  und  es 
liegt  die  Frage  nahe,  wie  diese  ihre  Eigenschaft  zu  definiren  sei,  um 
überhaupt  alle  SymmetHepnnkte  von  den  Nichtsyäuhetriepunkten 
unterscheiden  zu  können.  Hierbei  ist  zunächst  auf  einen  umstand 
aufmerksam  zu  machen,  ohne  dessen  Beachtung  die  ganze  Frage 
illtosorisch  sein  würde:  nicht  fOr  ein  einzelnes  Dreieck,  sondern  nur 
für  das  allgemeine  oder  variabele  Dreieck  existirt  eine  bestimmte 
Glasse  Ton  Punkten,  welche  die  in  Rede  stehende  Eigenschaft  hat-, 
Jeder  bestimmte  Punkt  aus  dieser  Ciasso  ist  dann  auch  im  einzelnen 
Dreieck  zu  finden.  Solange  man  daher  bei  den  4  genannten  Symme- 
triepunkten  stehen  blieb,  und  auch  wenn  man  deren  Zahl  noch  rer- 
mehrte,  trat  dieser  Umstand  hicht  ein-,  denn,  war  einmal  die  Be- 
stimmung eines  jeden  festgesetzt,  so  passte  sie  natürlich  auch  für 
ein  einzelnes  Dreieck.  Ist  hingegen  ein  beliebiges  ungleichseitiges 
Dreieck  und  ein  beliebiger  Punkt  gegeben,  und  man  fragt,  ob  dieser 
Symmetriepunkt  sei,  so  zeigt  sich,  dass  jederzeit  in  ihm  unendlich 
Tiele  Symmetriepunkte  und  Nichtsymmetriepunkte  zusammenfiJlen, 
die  aber  nicht  identisch  sind,  sondern  bei  jeder  Veränderung  des 
Dreiecks  auseinander  gehen,  dass  also  keine  Entscheidung  existirt 

Um  die  Symmetrieptinkte  so  einfach  als  möglich  darzustellen, 
wird  man  offenbar  eine  trimetrisehe,  auf  das  Dreieck  selbst  bezttg* 
liehe  Bestimnmngsweise  wählen;  jede  andere  Methode  würde  Tjcie 
willkürliühe  Elemente  in  düe  Rechnung  einführen.  Doch  auch  dann 
bleibt  noch  eine  grosse  Auswahl  übrig.  Die  Plücker'schen  trime- 
trischon  Goordinaten  sind  hier  wegen  Ueb^rbestimmung  nicht  gut  zu 
gebrauchen.  Dagegen  eignet  sich  die  Möbius'sche  barycentrische 
Bestimmung  vortrefflich,  weil  sie  nur  von  den  2  Verhältnissen  der 
3  analogen  Grössen  abhängt.  Hier  können  wir  den  Symmetriepunkt 
folgendermassen  definiren. 

Seien  die  den  Seiten  Oi,  io»,  03  gegenüberliegenden  Ecken  eines 
Dreiecks  mit  Gewichten  Pt,  p%,  p^  belastet;  dann  ist  durch  letzteres 
System  als  dessen  Schwerpunkt  ein  Punkt  bestimmt  Wir  nennen 
der  Kürze  wegen  Pt,  p%^  p^  die  Gewichte  dieses  Punktes.  Ist  nun 
f(x,  y,  z)  eine  homogene,  für  ^,  0  sytnmetrische  Function ,  d.  fa.  hat 
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■  x. 

und  jeder  solche  Pnnkt  ist'em^^Symmetriepnnkt. 

Da  die  beiden  letzten  Gewichte  aus  dem  ersten  durch  Yertan- 
schung  der  a  hervorgehen,  so  genügt  zur  Bestimmung  eines  Sym- 
motriepunkts  immer  der  Ausdruck  des  ersten  Gewichts  in  o^,  og,  05. 

Ehe  wir  hiervon  Anwendung  machen,  mögen  einige  Sätze  ttb^ 
die  barycentrische  Rechnung  vorausgehen.  Ein  Punkt,  dessen  Ge- 
wichte pi,  p^  p^  sind,  sei  stets  mit  demselben  Buchstaben  p  bezeichnet 

Sind  tfi/^x)  ^ß2^  ^iß»  die  rechtwinkligen  Coordinaten  der  3  Ecken, 
xy  die  des  Punkts  p,  so  ist  b^anntUch 

xüp  =«  2ap\    ySp  =  ^ßp 

Bestimmt  man  den  willkürlichen  gemeinsamen  Factor  der  p  so,  dass 
£p  =  1  wird,  so  hat  man  kürzer: 

X  =»  £ap\    y  =-  Xßp  (1) 

Hat  man  2  Punkte  p,  q  mit  den  Coordinaten  fl^o^o  ^^^  ^Vit  ^^<^ 
ist  u  eine  unabhängige  Variabele,  so  ist  p\l—u)'\-qu  ein  variabeler 
Punkt,  der  eine  Linie  erzeugt,  und  f ür  w  =  0  durch  p,  für  t*  «  1 
durch  q  geht    Seine  Coordinaten  sind 

^  ?o(l  — u)Zp'\'X^ uSq  y^(l  — v^Sp-^-y^uHq 

^  "*  "   {\  —  u)Sp'\-uSq     '        y  ^       {X-^u)i:p'\-uZq   ' 

Eliminirt  man  i»,  so  erhält  man  eine  lineare  Gldchung  zwischen  »^  y\ 
die  Linie  ist  daher  stets  gerade.    Macht  msin  Zp^  Zq^l^  so  wird 

«  =  «o(i-*«*)+aiw,   y  —  yo(i— tt)+yii*  (2) 

Hier  verhalten  sich  die  Strecken  auf  der  Geraden  wie  die  Differenzen 
der  u,  was  ohne  die  specielle  Bedingung  nicht  der  Fall  ist  Wir 
stellen  daher  die  2  Sätze  auf,  im  erstem  von  beiden  j»+2  für  q 
substituirend : 

L  Der  Punkt  P'\-qu  erzeugt  bei  varürendem  u  die  gerade  Yer-- 
bindung  der  Punkte  p  und  q. 

IL  Ist  27p  =  ^g  =  1 ,  so  sind  die  Strecken  auf  der  Geraden 
p(l  —  M)+gu  proportional  den  Differenzen  der  Parameterwerte  u, 
also  von  p  aus  gerechnet  proportional  u  selbst. 

III.  Addirt  man  zu  jedem  der  3  Gktwichte  p4'9<*  ^^  beliebige 
Constante,  so  bekommen  «  «Ad  y  zwei  constante  Increwente,  felgHch 
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erleiden  alle  Punkte  der  Geraden  eine  gleiche  Yerschiebang  in  gleidier 
Richtung,  d.  L  die  Gierade  yerschiebt  sich  parallel.  Soll  nan  die 
Parallele  dnrch  einen  gegebenen  Punkt  m  gehen,  so  braucht  man  nur 
die  8  Gewichte  «»  an  die  Stelle  der  3  constanten  Terme  der  Ge- 
wichte der  Geraden  zu  setzen,  und  erhalt 

als  Ausdruck  der  ParaUelen  mit  p^quj  welche  für  «  =  0  durch  « 
geht. 

Sind  p,  g,  r  drei  Punkte  mit  den  Coordinaten  x^^q)  ^yu  ^t9t% 
und  man  sucht  den  Ort  des  variabeln  Punkts  p-\-gu'j'ru*j  dessen 
Coordinaten  ay  seien,  so  hat  man: 

oder 

(jc — xq)£p'^{x — Xi)u2q'\'(x—'X^)u^£r  «=  0 
Uf-yo)^P+(tf-'!fi)^Sq  +  (y^y^u*2r  «  0 

also  nach  Elimination  Ton  »: 


X — xq  X — Xj^l*  2p 

y— yo  y— y«l  ^a 


y— yo  y— yi 


*  ""*!  *i  —  ^  I  ^2 

y— yi  yi— ysl-^^r 


Jede  der  3  Determinanten  ist  linear  in  x^  y,  also  die  Gleichung  vom 
2ten  Grade.  Ausserdem  sieht  man,  dass  sie  durch  die  3  festen  Punkte 
erfüllt  wird,  uhd  man  hat  den  Satz: 

IV.  Der  Ort  des  Punktes  p-^-qu-^ru*  ist  im  aDgemeinen  ein 
Kegelschnitt,  der  durch  die  3  Punkte  p,  9,  r  geht  In  besondem 
Fällen  kann  er  in  1  oder  2  Gerade  degenoriren. 

Y.  Zieht  man  durch  den  Punkt  p  die  3  Transversalen  des  Drei- 
ecks, vertauscht  die  je  2  Stücke,  in  welche  durch  sie  die  Seiten  ge- 
teilt werden,  wobei  die  Strecke  von  einer  Ecke  nach  dem  jenseit  der- 
selben auf  der  verlängerten  Seite  liegenden  Punkte  als  negativ  so 
rechnen  ist,  und  zieht  3  neue  Transversalen  nach  den  neuen  Teü- 
punkten,  so  sind  letztere  die  Gleichgewichtslinien  für  die  Gewichte 

L      L      k 
Pi      Pt      Pz 

und  schneiden  sich  in  einem  Punkte,  dem  Schwerpunkt  der  3  red- 

proken  Gewichte.    Wir  nennen  den   so  zu  construirenden  Punkt  - 

den  redproken  Punkt  des  Punktes  p.  Yariirt  p^  so  können  ebenso 
die  Bahnen  beider  Punkte  redproke  Linien  heissen. 
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Wenden  wir  dies  auf  die  gerade  Yerbindang  der  Punkte  p,  q  an, 
wo  Zp  ^  Sq^\  sei,  und  suchen  demgemäss  die  reciproke  Linie 
zu  der  Geraden 

l>(l-ti)+gn  (3) 

Da  sich  offenbar  ein  Punkt  nicht  ändert,  wenn  man  seine  3  Gewichte 
mit  einem  gemeinsamen  Factor  mnltiplicirt,  so  ist,  das  Product  der 
3  Gewichte  (3)  zum  Multiplicator  genommen,  das  erste  Gewicht  der 
reciproken  Linie, 

vom  2.  Grade  in  Bezug  auf  u,  folglich  nach  Satz  IV.  die  reciproke 
Linie  jeder  Geraden  ein  Kegelschnitt 

Eine  Grerade  schneidet  im  allgemeinen  alle  3  (unbegrenzt  ver- 
längerten) Seiten.  Der  Durchschnitt  mit  %  hat  zum  ersten  Gewicht 
0,  also  der  reciproke  Punkt  die  Gewichte  1,  0,  0,  er  ist  mithin  die 
Gegenecke  Ton  a^.  Folglich  geht  die  reciproke  Linie  der  Geraden 
durch  alle  3  Ecken;  nur  der  Fall,  wo  die  Gerade  einer  Seite  parallel 
ist,  kann  eine  Ausnahme  machen. 

.  Die  Eenntniss  dieser  3  Punkte  des  Kegelschnitts  ergänzt  sich 
zur  vollständigen  Bestimmung,  wenn  auch  der  Mittelpunkt  bekannt 
ist.  Dieser  sei  m.  Ein  Durchmesser  vom  Punkt  P{u)  aus  gezogen, 
hat  dann  nach  Satz  11.  zum  ersten  Gewicht 

»4(1— r)  +  ^p^^jti 

wo  V  den  Parameter  bezeichnet  Da  dieser  fär  jenen  Punkt  des 
Kegelschnitts  den  Wert  1  hat,  so  muss  er  nach  Satz  11.  fttr  den 
diametralen  Punkt  den  Wert  — 1  haben.    Folglich  ist 

^"^^  2P{u)       ZP{u')  ^*^ 

wo  W  der  entsprechende  Wert  von  u  ist  Vorausgesetzt  ist  .^  =  1. 
Die  Summe  der  3  analogen  Gleichungen  giebt  1  =  1,  woraus  erhellt, 
dass  u'  nur  2  Gleichungen  zu  erfüllen  hat,  dass  also  nach  Elimina- 
tion von  u'  nur  eine  Gleichung  übrig  bleibt.    Zur  Abkürzung  sei 

«-p(l-t.)+(p*;      «'  =5>(l-t4')+««' 


VtPz 


«•«  = 


dann  wird 
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2re==0;  rr«'=:0  (5) 

Moltiplicirt  man  also  zwei  Analoge  der  Gl.  (4),  so  kommt: 
nuii — £nit  Ti,  T'u' 

Nach  Maltiplication  dieser  Gleichung   mit  r^  giebt  die  Summe  der 
3  Analogen  mit  Beachtung  der  Gl.  (5): 

4(ri»ising+rjm5fi»i+r8miW4)  +  2^^^j  =  0 

Der  erste  Teil,  welcher  von  u  nnabh^gig  ist,  sei  »  4JI/;  dann  hat 
man  die  ideBtische  Gleichung: 

oder,  da 

2£P(u)+£t^^t,*+t,^+H^+2(t,t^+t,t^-^t^t,)  «  (2?^«  =  1    (6) 

ist, 

i:{rm  —  M)t^'^Mz=0 

woraus  für  «  =»  0  und  «  «  1 : 
und  nach  Auflösung: 

das  ist  nach  Division  durch  u(l — u): 

oder 

Die  Summe  der  Analogen  ist 

Setzt  man  zur  Abkürzung 

N:^  {£ry^2i:r^  =  ^r^r,  -  {r,  +  r, -  r,)«  (7) 

SO  erhält  man  durch  Division: 


111 
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*»i—  J^ (ö) 

and  analog  die  Werte  Ton  m^,  m,. 

Nun  entscheidet  sich  leicht,  ob  der  Kegelschnitt  Ellipse,  Parabel 
oder  Hyperbel  ist.  Ein  nnendlich  entfernter  Pnnkt  hat  nftmlich  eine 
Gewichtsumme  =  0.  Demnach  hat  der  Kegelschnitt  unendlich  ent- 
fernte Punkte,  wenn  die  Gleichung 

-S-=0    oder    hh+hh+hh=-^0  (9) 

f&r  irgend  ein  reelles  u  erfüllt  ist  Sind  alle  p  und  q  positiv,  so  ist 
für  jedes  u  zwischen  0  und  1  die  Linke  positiv,  weil  es  alle  Terme 
sind.    Nach  Gl.  (6)  ist  also 

2;i«<l   für  0<tt<l 

Da  aber  keins  der  t^  ein  Maximum  hat,  so  ist  für  andere  u 

und  da  die  Linke  stetig  in  u  ist,  so  giebt  es  ein  u,  welches  die  Glei- 
chung £t^  =  1,  mithin  auch  Gl.  (9)  erfüllt  Folglich  kann  für  posi- 
tive p  und  q  der  Kegelschnitt  keine  Ellipse  sein.  Nun  folgt  weiter 
aus  den  Relationen 

£pr  =  0;     £qr  =  0 

dass  für  positive  p,  sowie  für  positive  g,  nicht  alle  r  gleiches  Vor- 
zeichen haben  können.  Bezeichnet  man  aber  zwei  r  von  ungleichem 
Vorzeichen  mit  r,,  ra,  so  zeigt  der  letzte  Ausdruck  (7),  dass  i^  ne- 
gativ ist  Folglich  existiren  unendlich  ausgedehnte  Kegelschnitte  für 
negatives  N,  Eine  Parabel  ist  kenntlich  durch  unendlich  entfernten 
Mittelpunkt,  d.  i.  nach  GL  (8)  durch  N=0,  Da  der  Fall  der  Para- 
bel die  Grenze  zwischen  Ellipse  und  Hyperbel  bildet,  so  folgt,  dass 
der  Kegelschnitt  Ellipse,  Parabel  oder  Hyperbel  ist,  jenachdem 
-^>0,  «=  0  oder  <;0  ist  Femer  weiss  man,  dass  die  Gewichte 
aller  Punkte  innerhalb  des  Dreiecks  positiv,  ausserhalb  von  ungleichem 
Vorzeichen  sind.  Folglich  ist  die  reciproke  Linie  einer  Geraden,  die 
durch  das  Dreieck  geht,  stets  eine  Hyperbel.  Die  Resultate  sind 
folgende. 

VI  Die  reciproke  Linie  einer  Geraden  ist  ein  Kegelschnitt,  und 
zwar  Ellipse,  Parabel  oder  Hyperbel,  jenachdem  iV>>0,  =0  oder 
<  0  ist. 

VII.  Geht  die  Gerade  durch  das  Dreieck,  so  ist  die  reciproke 
Linie  stets  eine  Hyperbel. 
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Vm.  Der  Kegelschnitt  geht  durch  die  3  Ecken,  und  sein  Mittel- 
punkt hat  die  Gewichte  (8;,  wenn  nicht  die  Gerade  einer  Dreiecks- 
Seite  parallel  ist. 

Die  ganz  ansserhalh  des  Dreiecks  liegenden  Goraden  können 
Kegelschnitten  von  allen  3  Formen  reciprok  sein.  Um  die  Grcii^o 
ihrer  Lagen  geometrisch  darzustellen,  suchen  wir  die  Einhallendc 
aller  Geraden,  denen  Parabeln  reciprok  sind. 

Zur  Vereinfachung  nehmen  wir  die  Punkte  p^  q  auf  den  YeriAn- 
gerungen  der  Seiten  o^  und  a^.    Sei  also 

Pi  — 0;  p,  =— »;    |>j«l+tt 

gj=.l-f„;      g,  —— „.,     gg  — 0 

dann  wird 

r,-(l  +  i4)t.;    r,-(l+i.)(l+t,);     r3  =  ti(l4.|,) 
und  nach  Einsetzung  in  (7)  findet  man: 

N 4+3(l-fttü)>+4ttt>(u-fü) 

Die  Punkte  p,  q  durchlaufen  die  Verlängerungen  von  aj,  a,  über  o, 
hinaus  ins  Unendliche,  wenn  u  und  v  von  0  bis  oo  variiren.  Setzt 
man  also 

80  hat  auch  t  nur  alle  positiven  Werte  zu  durchlaufen.  Nach  Sub- 
stitution ergiebt  sich: 

N-^^l^{(^i+^)(^t+3)v+2^+^*+12t+Z\  {(2i+l).,-i»} 

Alle  Factoren  der  Rechten  ausser  dem  letzten  sind  allgemein  positiv, 
mithin  das  Vorzeichen  von  N  gleich  dem  des  letzten  Factors.  Folg- 
lich bUdet  der  Wert 

t*  1 

«-2«+l--i/r7~\  (11) 


KJ+^) 


die  Grenze  der  Formen  der  reciproken  Linie,  'und  zwar  ist  diese 
Ellipse,  wenn  v  grösseren,  Hyperbel,  wenn  es  kleineren,  Parabel,  wenn 
es  gerade  diesen  Wert  hat.  Demzufolge  sind  die  Grewichte  f&r  den 
erzeugenden  Punkt  einer  Geraden,  deren  reciproke  Linie  Parabel  ist, 

2t+l    •  «(<+2)     2*-f  1'  t(t+2)  ^^^' 
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ihre  Summe  ist  identiscb  =  1.    Nach  Ol.  (1)  findet  man  darans  seine 
Coordinaten.    Differentiirt  man  deren  Ansdrflcke  partiell  nach  <,  in- 

dem  man  u?  als  Function  von  t  betrachtet,  so  erhält  man  für  ^  =0, 

Kji^  =0    2  Oleichnngen,  welche  ftr  den  Coincidenzpnnkt  jener  Oe- 

dto 
raden  gelten,  nnd  nach. Elimination  von  ^  ergiebt  sich: 

Führt  man  diese  Werte  in  die  Ausdrücke  der  Coordinaten  «,  y  ein 
und  ordnet  die  Gleichungen  nach  Potenzen  von  <,  so  lanten  sie: 


t*(x—a^)-^i(x — «1  +  «»  — «3)+*  — «1  =-  0    \ 


(14) 


nnd  nach  Elimination  von  t  erhält  man  als  Gleichang  der  Einhül- 
lenden: 


105  — tfj     05— ffj 


y—ßz  ßi  —  ßi 


X — «1  a^  —  03 

y— /^i  A—aI 


Sie  ist  2ten  Grades  und  wird'  durch  alle  3  Ecken  des  Dreiecks  be- 
firiedigt.  Für  unendlich  grosse  x^  y  gehen  die  GL  (14)  übereinstim- 
mend über  in 

«»+^  +  1  =  0 

können  also  nicht  durch  reelle  t  erfüllt  werden.  Folglich  ist  die 
Gurve  stets  Ellipse.  Die  Gewichte  des  erzeugenden  Punkts  dieser 
Ellipse  erhält  man  durch  Einsetzung  des  Wertes  (13)  in  (12),  nämlich 

<+l  <  ^(^+1)  .... 

Den  Mittelpunkt  der  Ellipse  findet  man  durch  eine  sehr  einfache  Be- 
trachtung. Ist  u  uneudlich  klein,  so  ist  nach  (10)  (11)  v  unendlich 
gross,  und  umgekehrt;  daher  geht  die  Gerade  p{l  —  ic)'\'qvD  d.i.  die 
Tangente  der  Ellipse  von  einem  Eckpunkt  des  Dreiecks  aus  immer 
parallel  der  Gegenseite,  und  die  Transversale  von  diesem  Berührungs- 
punkt nach  der  Mitte  der  parallelen  Sehne,  d.  i.  der  Gegenseite,  ist 
ein  Durchmesser.  Die  3  so  bekannten  Durchmesser  schneiden  sich 
dann  im  Schwerpunkt,  und  dieser  ist  der  Mittelpunkt.  Hiemach  sind 
von  der  Ellipse  bekannt  3  Punkte,  die  Ecken  des  Dreiecks,  femer 
die  den  verbindenden  Sehnen  coigugirten  Durchmesser,  nämlich  die 
Schwerpunktstransversalen,  endlich  hierdurch  der  Mittelpunkt  Es 
hat  sich  ergeben: 
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IX.  Beschreibt  man  nm  den  SchwerpfmU;  4^  Pm^ciu  als 
Mlttelpankt  ^arch  die  Ecken  eine  Ellipse,  so  ist  die  j^eciprotsie  einer 
Geraden  Hyperbel,  Parabel  oder  Ellipse,  jenachdem  die  Gerade  jene 
Ellipse  schneidet,  berührt  oder  meidet. 

X.  Die  Gewichte  einer  Berührenden  haben  die  Form  (12),  d^e 
des  Berühmngspnnkts  sind  (13). 

Verbindet  man  letztem  mit  dem  Schwerpunkt  nach  Satz  I.  und 
zieht  mit  ersterer  durch  den  Schwerpunkt  eine  Parallele  nach  Satz  HL 
90  erhält  man  zwei  coigugirte  Durchmesser.  Setzt  Qian  den  Winkel 
zwischen  beiden  gleich  einem  Rechten,  so  erhält  man  für  t  eine  Glei- 
chung 4.  Grades,  deren  Wnrzeln  den  4  Scheiteln  der  Ellipse  mit- 
sprechen. Die  Gleichung  zerfällt  in  2  quadratische,  die  sich  nach 
einander  auflösen  lassen.  Auch  kann  man  die  Gewichte  der  Scheitel 
in  imaginärer  Form  so  aufstellen,  dass  sich  bei  Yertauschnng  der 
Dreieckseiten  nur  die  3  Kubikwurzeln  der  Einheit  vertauschen.  Da 
jedoch  eine  reine  Symmetrie  nicht  zu  erreichen  ist,  so  Iftqst  sich  die 
an  sich  interessante  Untersuchung  nicht  als  zugehörig  zur  Theorie 
der  Symmetriepunkte  betrachten. 

Die  Yorsteben/ien  Sätze  wenden  wir  nun  aiyf  die  Symmetriepunkte 
an.  Die  Gewichte  der  4  bekannten  sind  folgende.  Für  den  Schwer- 
punkt ist  das  erste  Gewicht  »  1,  für  den  Inkreismittelpunkt  ist  es 
»=  a^,  für  den  Umkreismittelpunkt 

für  den  Höhenschnitt 

1 

für  den  reciproken  Punkt  des  Höhenschnitts 

Diese  Ausdrücke  führen  auf  die  Einteilung  der  Symmetriepunkte  nach 
Graden  gemäss  dem  Grade  der  homogenen  Function,  welche  die  Ge- 
wichte darstellt.  Es  ist  dabei  zu  beachten,  dass  sich  der  Grad  be- 
liebig erhöhen,  und  ebenso  die  gebrochne  Function  zur  ga,nzen  machen 
lässt  dwch  Multiplication  mit  einer  symmetrischen  Function  ^dier 
3  Seiten.  Yerßtehen  wir  demnach  unter  dem  Grade  eines  Symmetrie- 
punkts immer  den  niedrigsten  möglichen  des  auf  g^nze  Function  redu- 
cirten  Gewichtsai^sdrucks.  Dann  suxd  der  Umkreismittelpunkt  und 
Höhenschnitt  vom  4.  Grade,  und  fallen  ausser  Betracht,  wenn  wir  die 
Untersuchung  nur  bis  zum  2.  Grade  ausdehnen  wollen.  Wir  behalten 
dann  den  Schwerpunkt,  Inkrei^mittelpunkt  und  recipiK>]i:en  Höhen- 
schnitt als  Beispiele  der  Grade  0,  1  und  2. 
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Das  erste  Gewkht  des  aUgemeinsten  Synunelriepnnkts  1.  Grades 
ist  a^tt-j-aj-j-^-    Stellt  man  es  in  der  Form  dar 

a^+u£a  (16) 

so  zeigt  sich,  dass  der  Ort  dieses  Punktes  die  gerade  Verbindung  des 
Schwerpunkts  und  Inkreismittelpunkts  ist.  Für  diese  Gerade  ist 
Ä  =  Ol»  öl  =  Ij  also 

ri^-Oj  — o»;     r2-fr3—ri=  — 2(0,-08) 

Nach  (8)  ist  jetzt  das  erste  Gewicht  des  Mittelpunkts  der  reciiHroken 
Linie,  welche  nach  Satz  YII.  eine  Hyperbel  ist, 

"Das  ^te  Gewicht  des  allgemeinsten  Symmetriepunktee  2.  Gra- 
des ist 

t*aj«+t;a,(a,+  o,)4-M7a,a3+aj»+05«  (17) 

Alle  darin  enthaltenen  besondem  Symmetriepnnkte  werd^  durch- 
laufen, wenn  u,  v,  w  alle  Werte  von  — 00  bis  00  uuabhftugig  von 
einander  annehmen.    Nennt  man  die  4  besondem  Punkte 

die  Grundpnnkte  des  Systems,  so  kann  man  den  gesammten  Um&ng 
sich  entfahet  Torstelien,  indem  man  von  einem  Grundpunkte,  z.  B. 
dem  4ten,  nach  einem  andern,  z.  B.  dem  ersten,  eine  Gerade  zieht, 
d.  i.  t;  :=  «7  «  0  setzt  und  u  varüren  l&sst,  dann  jeden  Punkt  der 
(Geraden  mit  dem  zweiten  Grnndpnnkt  verbindet,  d.  i.  v  bei  constan- 
tem  tk  varüren  lässt,  endlich  von  jedem  Punkte  des  so  erhaltenen, 
bereits  die  ganze  Ebene  bedeckenden  Strahlenbüschels  nach  dem 
dritten  Punkte  einen  Strahl  sendet  Das  letzte  System  von  Strahlen- 
büscheln durchkreuzt  sich  unendlich  vielfach  in  jedem  Punkte  der 
Ebene*,  doch  sind  die  Kreuzungspnnkte  als  Symmetriepunkte  nie  iden- 
tisch, sondern  schieben  sich  bei  varürendem  Dreieck  über  einander 
hinweg,  weil  sie  verschiedenen  Systemen  der  «,  t>,  «9  angehören. 

Die  4  Grundpunkte  lassen  sich  leicht  construiren.  Sei  in  der 
Figur  S  der  Schwerpunkt,  J  der  Inkreismittelpunkt,  It  der  reciproke 
Höhenschnitt,  A^  B^  C,  />  die  4  Grundpunkte  2.  Grades,  die  Gewichte 
BO  reducirt,  dass  die  Summe  immer  »  1  wird,  also 

Äi  =  i5     ^^'^'Sit'     ^^ E^^ 

1       Sa^y       1        2   <h(h+<h<h+<h<H'        *       a««s+as«i+«i«t 
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Dann  hat  man: 

JB«  (1+2)5- 2J  (18) 

Ä  «  (l+i)S-iR  (19) 

2>«(l-i)Ä+iÄ  (20) 

C-(l+2)5— 2ä  (21) 

Ferner  weiss  man  zufolge  der  Relationen 

2««a8+(V+V  — V)  =  (ag+o»  — ai)-Sa 

dass  C£JJZ  und  AJB  je  eine  Gerade  bilden.  Hieraus  ergiebt  sich 
folgende  Construction. 

8  und  ./  sind  bekannt,  Cals  reciproker  Punkt  Ton  Jist  gleichwie 
R  nach  Satz  Y.  leicht  zu  finden.  Man  ziehe  durch  JS,  5  die  Gerade 
A8DR  und  mache  nach  Gl.  (19)  (20) 

AS^^RSi   DS^iRS 

Aus  A  durch  J  und  aus  C  durch  S  ziehe  man  dann  die  Geraden 
AJB  und  C8B'^  ihr  Durchschnitt  ist  der  letzte  gesuchte  Punkt  B, 
Auch  ist  seine  Lage  auf  C8  nach  GL  (21)  durch  die  Rekitioii 

C8:=^2B8 
bekannt. 

Der  Punkt  JEJ,  der  hierbei  nicht  gebraucht  ward,  ist  zu  weitaper 
Verwendung  mit  aufgeführt  worden.  Man  findet  ihn  gemäss  GL  (18), 
indem  man  die  Gerade  JSE  zieht,  welche  CR  in  E  schneidet,  und 
auf  welcher  aberdies 

E8  «  2J8 

ist.    Sei  F  der  reciproke  Punkt  yon  £,  also 

dann  ergiebt  sich  die  Construction  eines  bemerkenswerten  Punkts  M^ 
dessen  erstes  Gewicht 

denn  erstlich  hat  man  nach  (22)  die  Gerade  FAM,  und  femer  wegen 

die  Gerade  CDM. 
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Sa  in  48[  die  3  iyadwehgehendem  Oei«d«n  im  YnlOiMu  l^fi 
gcAeflt  wenten,  so  bemerid;  nuui  leicht,  Abu 

AJB  paraUd  CER 

um  ferner  Anwenduni^  von  den  Sätzen  YL  YII.  YIII.  zn  n^iphen, 
nehmen  wir  erst  die  symmetrische  Oei^ade  1.  Grades  j^l6).  Ans 
Pi  —  Oj,  2i  -=  1  geht  hervor: 

»•i  — ^— «s5    «'i+«'j— »-i^-^ÄC^^^Ii) 
folgUch  nach  (8) 

Die  redproke  Linie  dieser  Geraden  ist  also  eine  Hyperbd,  deren 
IDttelpnnkt  der  «oeben  constmirte  Pnnkt  M  ist. 

Wir  wenden  nns  nun  zu  den  Linien  2.  Grades,  nnd  verbinden 
zwei  beliebige  Symmetriepankte  des  Systems  (17),  deren  je^te  6e- 
wicbte  sind 

Zur  AbkflcsaBg  edhreiben  wir 


il^)^ 


ete. 


B^  fir  o,  s;i  os  xMe^^h9r  iit  ^^^  i^  « "^^ib  wird,  #ls9  r^  an4  n^rr% 
verschwinden,  so  folgt,  dass  letztere  2  Grössen  den  Factor  (%.— «n^ 
liabep.    Sei  also 

ri  -»  («t — «s)*'i'4     •'«+«^s  ---^i  »^  («f  — «s)  •'i'" 
dann  wird  das  erste  Gewicht  des  Mittelpankts  der  reclpi;oken  Linie 

Man  findet: 

+  0,0^  |(A^)  +  av)+(,i|.)  +j(^n).;|.  (lf«)l 

+«i(«t»+V)iav)+(f*»)} 

+«1  (V+«s^  {(i^)+ av)+ 3(^«)  -(V»)} 

+«A  K^f*)+av)+(f»«)  +(v»)}  +  2(a,+a3)(a,«+a,«)  (4»)    (23) 

Hiemach  ist  im  allgemeinen  der  Mittelpunkt  m  vom  8.  Grade.    Es 
TMl  Lvn.  SS 
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wird  eine  Aaszeichnang  für  besondere  Gerade  des  Systems  seiii,  weim 
er  sich  durch  Ausscheidung  eines  symmetrischen  Factors  auf  niederen 
Grad  reducirt.  Ueber  die  möglichen  Fälle,  wo  dies  stattfindet,  l&sst 
sich  im  voraus  folgendes  sagen. 

'  Hat  Ti  einen  symmetrischen  Factor,  so  haben  r^  und  r,  denselben, 
und  114  hat  ihn  doppelt.  Wir  wollen  mit  A^  B,  C  die  F&lle  bezeich- 
nen, wo  r^'  einen  symmetrischen  Factor  1.,  2.,  3.  Grades  hat  Um- 
gekehrt ist  ein  symmetrischer  Factor  von  u+r^  —  r^  auch  in  r^ 
enthalten. 

Enthält  r^'  einen  nicht  symmetrischen  Factor  eines  in  m^  stecken- 
den symmetrischen  Factors,  so  müssen  auch  die  2  analogen  Factonm 
in  974  stecken,  d.  i.  in  r^'  oder  in  r^"  oder  in  (o^ — a^)\  Das  §^eiche 
auch  auf  r"  angewandt  giebt  zunächst  die  2  Fälle: 

D,  Ein  linearer  Factor  in  r^',  die  2  analogen  in  r/'. 
je;.  Umgekehrt 

Ein  Factor  2.  Grades  kann  nicht  in  gleichem  Falle  sein,  weil  das 
Product  der  analogen  4.  Grades  sein  würde. 

Endlich  ist  es  denkbar,  dass  das  Product  der  Analogen  von 
ot—a^  in  rj'  oder  r/'  enthalten  sei.  Da  jedoch  das  Product  aller 
drei  bei  Yertauschung  der  Seiten  sein  Vorzeichen  wechselt,  so  sind 
nur  die  Quadrate  der  3  Factoren  zulässig,  d.  h.  das  genannte  Pro- 
duct muss  in  r^'  und  r/'  gleichzeitig  enthalten  sein.  Dies  sei  der 
Fall  F. 

Alle  sonstigen  Fälle  sind  Combinationen  der  genannten.  Nach 
Ausscheidung  eines  symmetrischen  Factors  ist  jedoch  stets  der  Aus- 
druck schon  so  durchsichtig,  dass  man  auf  Combinationen  gar  nicht 
auszugehen  braucht 

In  allen  genannten  Fällen,  ausgenommen  C,  muss  r^'  einen  linea- 
ren Factor  von  der  Form 

«i  +  K«s+«s)  (24) 

haben.    Dividirt  man,  so  wird  der  Quotient 

Xa«(|Ä  — V,  Ä)+(a,a,+  a3ai-f  a^OjXfiv) 

und  der  Rest  verschwindet  unter  den  2  Bedingungen 
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Der  Quotient  wird  symmetrisch,  wenn 

Dies  in  die  Bedingangsgieichungen  (25)  gesetzt  giebt: 

(l-d)(M«)  =  0;    (l-d)(v»)-0 

Der  Fall  ;r  =  tk^  =  0  einweist  sich  als  blosse  Specialität;  ebenso  der 
Fall  f  =  0;  wären  (/iw),  {yn)  null,  so  wären  A,  ^,  v,  »  in  beiden 
Punkten  proportional,  und  diese  fielen  zusammen.  Es  bleibt  ^  -*  1, 
das  ist 

als  einzige  Lösung  des  Falles  B  übrig.    Hier  wird 

IH  =  ai(«at+««+Ö8)f*+(at«8--<V)^  +  «'^a*  (26) 

«^1  =  (<H— «»)  {«1 +  «(«!+ «$)}-£• 

wo  I>  die  symmetrische  Function 

L  =  l?a«(f*— V,  «)  +  (a8a8+fl80i  +  aia8)(f*v) 

Da  demnach  JSr  =  0  ist,  so  hat  man  sogleich: 

daher  nach  Ausscheidung  des  symmetrischen  Factors  — 2I>*: 

fH  -  (««-«s)M«i+»(«t+«8)}*  (27) 

Zwei  Punkte  des  Systems  (27)  Ar  beliebige  Werte  von  fi,  v,  fc,  aber 
festen  Wert  von  $  bestimmen  also  eine  (Gerade,  deren  redproke  Linie 
eine  Hjrperbel  um  den  von  ft,  v,  n  unabhängigen  Mittelpunkt  (27)  ist. 
Demnach  ist  das  ganze  Hyperbelsystem  concentrisch.  Mit  i  variirt 
der  Mittelpunkt  und  geht  f flr  e  »  1  in  den  Punkt  M  über. 

Im  Falle  D  soll  der  Factor  a]-(-'^(^+%)  ui  r^  durch  den  Factor 

{«t+«(«s+ai)}  l«»+«(«i4^)}  (28) 

in  r/'  zu  einem  symmetrischen  Product  ergänzt  werden.  Dann  hat 
r^"  noch  einen  dritten  linearen  Factor 

yoi+^(«t+«8)  (29) 

Entwickelt  man  das  Product  von  (28)  und  (29)  in  der  Form  (23) 
und  identificirt  die  Coef&cienten  der  6  Tcrme,  so  erhält  man  6  61ei 
chungen,  denen  allein  die  Werte 

y 2aH ~— M»      ^ ^+f* 
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die  analogen  v^  und  n^^  und 

genügen.    Hiemach  geht  der  Factor  (29)  über  in  ySa^   and  £a 
mnss  auch  in  r^'  stecken.    Bo  ergiebt  sich: 

Pt  —  («1*— «'s*  -«i*-2«a»a,)A+{a,(«,-|-«8)  H o^-f^a-fH^^f 

rt" f  {«t+«(«.+«i))  K+'K+^t))  -£«(*»*) 

daher  nach  Ausscbetdsng  des  »jamiaetrisdiea  Factors* 

das  erste  Gewicht  des  Mittelpunkts: 

•»h  =  («j-«3)M-Sa-2(l-0^}  (30) 

Offenbar  liegen  alle  Punkte  p,  welche  beliebigen  Werten  von  l 
und  fi  entsprechen,  auf  einer  Geraden,  die  durch  die  l)eiden  Punkte 
k  «—1,  fA  »^  0  und  l  »1,  ft  »  1  geht.  Wir  können  daher  die 
ersten  Gewichte  der  2  bestimmenden  Punkte  schreiben: 

Die  reciproüke  Linie  der  geraden  Verbindung  ist  dann  ein  Kegelschnitt, 
dessen  Mittelpunkt  ein  Symmetriepnnkt  3.  Grades  (30),  und  zwar 
Ellipse,  Parabel  -oder  Hyperbel,  jenachdem  ^m  <:;^  0,  «0  oder  2>  0 
ist.    Sei  zur  Abkürzung 

dann  wird 

^£m^e (e^^/)  ~ ^ (n/-^)  {31) 

Man  kann  daher  s  den  3  (Formen  des  Kegelschnitts  gemäss  bestim- 
men. Will  man  umgekehrt  bei  gegebenem  t  die  entsprechenden  Re- 
lationen der  Seiten  suchen,  so  kann  man  diese  als  Wurzeln  der  kubi- 
schen Gleichung 

a»— 3ea«  +  3/a— ^  — 0  (32) 

darstellen,  in  wdlcher  g  der  obigen  Bedingung  gemftss  dorch  e,  /  ans- 


Digitized  by 


Google 


437 

zudrücken  ist.  Es  mag  hier  da»  Beispiel  «— i— ^  geaHgea.  Damit 
der  Kegclschuitt  eine  Parabel  sei,  wird  vedangt: 

aud  GL  (32)  geht  ttber  in 

Die  3  Wnrzdn  sind,  nach  der  Grösse  geordnet: 

<4  -*  e-^h'j    a^  =»  e\    a^  «  s — h 

wo  A  —  y3(«*^/),  so  wie  e  wfllkflrUch  innerhalb  gewisser  Grenzen 
bleiben.  Demnach  tritt  bei  «=^i,  d.  L  bei  der  Yerbinivig  Aer 
Pnakte 

1h.  — «i'+^s'+V  — «««81     21  —  «i-^a— 3a,<%  (33) 

der  Fall  der  Parabel  ein,  sobald  die  Differenzen  der  nach  ihrer  Gvötse 
geordneten  Seiten  einander  gleich  werden,  um  tber  die  2  andern 
Fälle  zu  entscheiden,  geben  wir  den  Seiten  unendlich  kleine  Incre- 
mente  bei  Constanzen  0^  f\  dann  ^gt  sic^,  dast 

ist.  Ans  (31)  sieht  man,  dass  der  Uebergang  zur  Hyperbel  oder 
Ellipse  bzhw.  bei  wachsendem  oder  abnehmendem  g  erfolgt  Setai 
man  also 

so  zeigt  sich,  dass  die  Werte 

ai  =  «-j-Ä+y,    a,  — «— 2y,    a,  — e— Ä+y 

«1— «1  — Ä+3y,    «8  — «a  — Ä— 3y 

für  positives  oder  negatives  y  bzhw.  der  Hyperbel*  oder  Ellipse  ent- 
sprechen; d.  h. 

Die  reciproke  Linie  der  geraden  Yerbindang  der  Punkte  p,  q  (33) 
ist  Ellipse,  Parabel  oder  Hyperbel,  jenachdem  die  grösste  Dreieck- 
seite nm  woniger,  ebenso  viel  oder  mehr  als  die  kleinste  von  der 
mittleren  differirt. 

Dies  mnss  ebenso  für  endliches  wie  für  unendlich  kleines  y  gel- 
ten, weil  bei  absolut  wadisendem  y  der  Fall  der  Parab^  nidit  eil»- 
treten  kann,  solange  die  Grössenfolge  der  Seiten  dieseHie  Ueibt 

IMo  Gewichte  des  Mitteipunkta  sind 

Digitized  by  VjOOQ IC 


ü 


488  MUcdUt^ 

«h  =  (fl»-«s)"(«-«i) (Ä-3y)«(Ä+y) Ji3+5yÄ« 

n^  -  (o,  -a,)»(a-ci,)  -  (Ä+3y)»(Ä-y)  «  A»+5yÄ« 
oder,  nach  Division  durch  Em  =  18)^A>: 

A     A  f  -Aj.A 

"*»'"l8""l8y'    ^^"9'     '^""18"*"l8y 

Der  Mittelpankt  liegt  daher  bei  unendlich  kleinem  y  ^  einer  Pa- 

4 
rallele  mit  Of,  im  Abstände  —  g  der  Dreieckshöhe,  in  unendlicher 

Entfernung  in  der  Richtung  von  der  Ecke  1  nach  der  Edce  3  hin. 
Denkt  man  von  ihm  aus  nach  der  Mitte  von  o^  einen  Durchmesser 
gezogen,  so  würde  dieser  der  Sehne  a^  bei  verschwindendem  /  paraDd. 
Da  eine  Parabelsehne  nie  dem  Durchmesser  parallel  sein  kann,  so 
folgt,  dass  in  unserm  Falle  die  Parabel  in  2  parallele  oder  1  Gerade 
degenerirt    Die  Gewichte  der  Geraden  p-\'gu  sind: 

—«(1  —  2»),     Ä(l+»),    «(1  —  2») 

also  die  der  reciproken  Lmie: 

^'         h  1+»'         ^ 

Demzufolge  ist  die  reciproke  Linie  die  Parallele  mit  der  Seite  a, 
durch  deren  Gegenecke.  Sie  gehört  zu  den  in  Satz  YIII.  genannten 
Ausnahmen;  denn  sie  geht  nicht  durch  die  beiden  andern  Ecken,  und 
zwar  braucht  sie  es  nicht,  weil  die  ursprüngliche  Gerade  der  Seite 
Of  parallel  ist 

R.  Hoppe. 


Ueher  Paralleltransversalen  im  Breleek. 

Zieht  man  durch  einen  merkwürdigen  Punkt  O  des  Dreieckes 
ABC  zu  den  Seiten  abc  parallele  Gerade  und  bezeichnet  man  mit  a 
das  von  den  Seiten  b  und  c  begrenzte  Stück  der  zu  a  parallelen;  so 
existiren  ziemlich  einfache  Relationen  zwischen  ab'e'  (welche  Längen 
wir  der  Kürze  halber  die  Paralleltransversalen  des  Punktes  O  nenn^) 
und  den  andern  Dreieckstücken. 

Zun&chst  erhält  man  für  jeden  Punkt  in  der  Ebene  eines  gldch- 
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scitigcu  Dreieckes  Sa'  »  2a.  Ist  hingegen  das  Dreieck  angleichseitig 
and  bczoichuet  pa  die  Normale  von  O  aaf  a,  trifft  ferner  a*  die  Seite 
b  in  dem  Punkte  Ab:  so  hat  man  folgende  allgemeine  Formeln: 

,        a(bpb  +  cpe)  a^pü 


2F 

a'b'c'        Zahpaph  —  2rpaphp9 

abc    "^  4F* 

a'b'       ^   ,   Eahpaph 

a 
A  ^6  ^e  d  =  ^^^  -  A  ^  Ä  ft 

WO  F,  r  and  «  Fläche,  Umkreisradias  and  halben  Umfang  des  Brei* 
eckes  bezeichnen. 

Wird  der  Pankt  O  specialisirt,  so  ergibt  sich  zanfichst  für  den 
Schwerpunkt,  dass  die  Dreiecke  ^5  Bc  Ca  dem  aus  den  Seitenhai btren- 
den  als  Seiten  gebildeten  Dreieck  ähnlich  und  jedes  den  Flächeninhalt 

F 

K^,   sowie  mit  dem  Urdreieck  denselbon  Schwerpankt  besitzt     Die 

übrigen  Formeln  verlieren  an  Interesse,  da  hier  a!  =  'a  ist. 
Für  O  als  den  Höhenpunkt  gelten  folgende  Gleichungen: 

'^a«'"     F    '  a»"8-P> 

Za'b'ifi  —  ^abcr\      HOA^ .  OAc  —  -Ta«  —  8r« 
wo  Q  den  Inkreisradius  bezeichnet 
Für  das  Umkreiscentram  hat  man: 


4= 

a 

r+9 
2F  ' 

£OAt.OAe  = 

r* 

4= 

=4. 

Sa* 

4 

Sa* 
-  2^ 

a' 
2 

+  «"- 

a 
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w6  fä  die  Komude  inty  welche  tom  Centntm  de»  FeverbachaclieB 
Kruses  auf  ä  gefUH  Wird,  «nd  a"  die  ParaUeltransYersale  deseelb» 
Punkte»  fte  die^  Seile  «. 

Hierher  gehört  «m^  der  Sata^  dass  JSOAt.  OAc  constant  ist,  wenn 
O  aof  der  Peripherie  eines  mit  dem  Umkreis  concentrischen  Kreises 
liegt 

Fflr  das  Inkreiscentmm  erlndton  wirr 


Zif  ^ ,     SOAt,  OAc  ^  Sr^ 


wo  A  (a'h'c')  den  Flftcheninhsdt  des  Dreiekes  mit  den  Seiten  a'b'e' 
bezeichnet 

Znm  Schlosse  sei  noch  bemerkt,   dass  man  anch  nach 
solchen  Punkt  O  Mgte  kann,  bei  dem 


b'^e' 


Man  hat  dann  wegen 


folgende  Gleichnngun: 


?V?---r_**P* -3g       c*pg 


~2F 


2F 


a^pm^h^ph  —  (a—b),2F 
Iflph  —  <^pe  «=  (& — c) .  2F 
apa-^hph+epe  «=  2F 


woraus: 


b-e,      +», 

0 

— • 

• 

0, 

0 

— e 

1,         +1, 

+1 

1, 

1, 

+« 

_2F 

a 

ab-\-ae—  bo 

und 


2a^ 


folgt,  womit  die  Existenz  des  Punktes  der  gleichen  ParalleltnuisTer- 
salen  bewiesen  ist 


Wien,  den  7.  April  1874 


Emil  Hain. 
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4. 
UeVer  den  Punkt  der  gleiehen  PanlleltnuurerMlen« 

In  jedem  Dreieck  gibt  eis  einen  Pnnkt,  dnrcli  welchen  man  zu 
den  Seiten  desselben  paraHele  6erc.de  so  zieben  kann,  dass  dJe  von 
den  Seiten  begmizten  Stücke  einander  gleich  sind.  Kennt  man  diesen 
Punkt  den  der  gleichen  Paral^eltransversalen  und  die  Länge*  i  einer 
jeden  die  ParalleltransTörsale  des  Dreieckes  mit  den  Seiten  abe,  so  ist: 

2ahe 
*  ■"  Sab 

Verbindet  man  nnn  Irgend  einen  Punkt  O  in  der  Ebene  des 
Dreieckes  ABC  mit  den  Ecken  und  nennt  die  Paralleltransversale 
des  Dreiecikes  BOC  ta^  die  des  Dreiedkes  ans  den  Seiten  OA  mit  t\ 
so  ist 


Man  findet  femer,  das»  die  Paralleltransversale  des  ans  den 
Höhen  eines  Dreieckes  als  Seiten  gebildeten  Dreieckes  gleich  ist  dem 
doppelten  Inkreisradiud  des  tJi'dreieckes. 

t^  Paralleltransversale  des. aus  den  Höhen  eines  Dreieckes  als 
Seiten  gebildeten  Dreieckes. 

1       XT  ^         XT±       2^       j_       1    1 
*i"*^^"*^2i?'""4JP'      2F      2'f 
a 

Wien,  den  7.  Juni  1874. 

Emil  Hain. 


6- 
Lehrsitse  Aber  Gerade  im  Baume. 

ErklArung.  Unter  dem  Winkel  zweier  Geraden  im  Räume  ver- 
stehe ich,  nach  Grösse  und  Stellung,  deigenigen,  dessen  Schenkel  mit 
den  Geraden  gleiche  Sichtung  haben. 

Lehrsats.  Errichtet  man  auf  der  Halbirungslinie  des  Winkels 
zweier  Geraden  eine  senkrechte  Ebene,  so  hat  die  Verbindungslinie 
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ihrer  Darchschnittspnnkte   mit   den   Geraden   gegen    diese   gleiche 
Neigung. 

Beweis.  Nehmen  wir  die  xy  Ebene  beiden  Geraden  parallel,  so 
ist  ihr  auch  die  Winkelebene,  mithin  auch  die  üalbiiningslinic  parallel 
Wir  können  nun  die  x  Axe  letzterer  parallel  und  die  aaf  ihr  senk- 
rechte Ebene  zur  y»  Ebene  nehmen.  Dann  sind  die  Gleichungen  bd- 
der  (Geraden: 

y«     fl;tga-|-^;      ff  constant 

y  =»— a5tg«+<?;      z  constant 

die  der  Verbindungslinie  der  Durchschnittspunkte 
y  — stg/?-{~^i      »constant 

folglich  der  Cosinus  des  Winkels,   den  letztere  einzeln  mit  beiden 

(Geraden  bildet, 

=:sinasin/? — cosa.O — O.cos/J  einerseits, 
=^miawiß'\'CO%u.O—O.QiO%ß  andrerseits, 

also  beiderseits  »  sinasinjS,  w.  z.  b.  w. 

I.  Zusatz:  Gleitet  eine  Gerade  an  zwei  anderen  so.  dass  sie  zu 
beiden  stets  gleich  geneigt  ist,  so  entsteht  ein  hyperbolisches  Para- 
boloid. 

Um  die  Gleichung  desselben  in  einfachster  Form  zu  erhalten, 
lege  man  durch  den  Halbirungspunkt  des  kürzesten  Abstaudes  der 
Geraden  G^  und  G^  eine  Ebene,  welche  mit  der  Halbirungslinie  g^ 
des  Winkels  {G^G^)  einen  Winkel  von  45^  cinschliesst ,  und  mit  G^ 
und  G^  gleiche  Neigung  hat;  das  sei  die  Ebene  XZ,  Auf  gleiche 
Weise  legt  man  die  Ebenen  XY  und  YZ.  Nach  dieser  Anordnung 
werden  die  Greraden  die  Gleichungen: 

öj  .  ,  .  y  =»  Bx-^h        und    «  =5aj— & 
6?,  .  .  .  y  =-— JBä— ft    und    «  —— j&a+i 

und  eine  auf  die  Halbirungslinie  ihres  Winkels  senkrechte  Ebene  die 
Gleichung  haben: 

(E)...y+n  =  P 

Es  werden  sich  somit  die  Coordinaten  der  Durchstosspunkte  M^ 
und  Mg  dieser  Ebene  mit  G^  und  (r,  folgends  gestalten: 

P4-26 


M^  . 

P 

•  •  *  ""     2B' 

P+26 

y-     2 

M,. 

P 

P— 2J 

y-    2 
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Lege  man  durch  diese  Punkte  eine  Gerade  O,  deren  Gleichungen 
folgends  aussehen  müssen: 

^Bh     ,  P  2Bb  ,  P 

ö'  .  .  .  y=»-p-»+2»       «"" — p"+2 

Setzt  man  in  diese  den  Wert  fOr  P  aus  Gl.  (£),  so  ist 

2Bb      .M+y 

2Bh      ,  ü+y. 
von  den  Brflchen  befreit: 

»«4-«y 2Bbx  +  z*+2zy+y^ 

oder     y*— a'  =  4B&c; 
Bb^^a  gesetzt,  so  ist 

y*— »*  =  4iia; 

als  Gleichung  des  hyperbolischen  Paraboloides. 

n.  Zusatz:  Eine  Fläche,  deren  jeder  Punkt  von  zwei  gegebenen 
Geraden,  die  in  ihren  Richtungen  um  90^  von  einander  abweichen, 
gleich  weit  absteht,  ist  ein  hyperbolisches  Paraboloid. 

Es  seien  O^  und  G2  zwei  Geraden  mit  den  Gleichungen: 

O^  .  ,  .  X  = — a,    «  =  0   'und    öj  .  .  .  «  =  a,    y  *=  0, 

durch  welche  man  die  Fl&che  bestimmen  will,  M  sei  ein  willkürlicher 
Punkt  derselben,  MS  und  MB  die  Abstände  desselben  von  den  Ge- 
raden G^  und  G^ ;  also  MB  =  JK£5,  nun  ist 


Es  ist 


demnach 


MB^^M^B^  +  MM'^    und 
MM"  —  y    und   MM'  —  x. 


MB^  -  (3.-1-0)84.,«,       j/B«  -  («— a)«+y«. 
Diese  Werte  einander  gleichgesetzt  und  gehörig  reducirt  ergeben 

y* — 0^  =  40» 
als  Gleichung  des  obgenannten  hyperbolischen  Paraboloides. 
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in.  Zittaus-:  Eine  FlOc&e,  bei  welcher  die  AbBtänd«^  jodes^  ihrer 
Punkte  von  zwei  gegebenen  Geraden  einander  gleich  slad,  ist  et« 
hyperbolisches  Paraboloid. 


^1 

and  ^2 

mit  den  Oleichnngen 

ffi. 

.z^By, 

0!  =  — 

e 

G,. 

.  ,  y^JOt, 

05  «  Ä 

seien  die  gegebenen  Geraden.  M  sei  ein  beliebiger  Pnnkt  der  Fläche, 
MR  =  MS  seine  Radienrectoren.  Man  ziehe  die  Geraden  MP  und 
MQ  and  es  ergibt  sich,  wenn  (r^,  (?)  die  «  Axe  in  P,  Q  schneiden: 

^*  —  MP*  —  Pß«    und 

!^  —  MQ*  —  iäS« 
oder 

MS!*  -  («+«)«+y>+»«  — PR« 

Setzt  man  diese  Ausdrücke'  einander  gleich,  sa  ist 

4«B  =  PÄ*— SQ» 

Legt  man  durch  M  die  Eb^en 

JSi  .  .  .  y+^«  =•  y'+^a»'    OÄd 
Di  .  .  .  ,+  By  — »'+jBy' 

senkrecht  auf  G^  und  (7s,  ffo  haben  die  Durchschnittspunkte  R  und 
iS  derselben  mit  den  Geraden  G^  und  G^  die  Goordinaten: 

«s  »»  d  f   ^i  — — « 

*•  ""    B*+l  \   ^  ■*       B*+l 

WO  die  mit  einem  Komma  bezeichneten  Buchstaben  die  Goordinaten 
des  Punktes  M  sind.    Und  es  ist 

'pR*  =  y*^n*    und 
5Q*  =  y,'+  »»*i    demnach 

daraus:  y«-«=-^^^^ 


B*— 1 
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Setzt  man  g.^_^  —  a,  so  ist 

die  Oleichang  des  vorerw&hQten  hyperbolischen  Paraboloides. 

IV.  Znsatz:  Die  Geraden  G^  and  Gf^  .aind  zwei  JLiageii  der  Er- 
zengenden einer  windschiefen  Fläche,  die  vom  Urspmnge  denselben 
Abstand  haben. 

Die  Gleichung  dieser  Fläche  wird  sein 

Das  hier  behandelte  hyperbolische  Paiaboloid  nnterscheidet  sich  von 
dem  allgemeinen  dnnch  folgende  Eigenschalten: 

1.  Sind  an  demselben  zwei  Erzeugende,  die  eine  des  ersten,  die 
andere  des  zweiten  Systemes,  welche  sämmtliche  Erzengenden  des 
anderen  Systemes  rechtwinklig  schneiden. 

2.  Sind  die  hyperbolischen  Schnitte  mit  aufeinander  senkrechten 
Asymptoten. 

S.  Hat  jeder  Punkt  desselben  von  zwei  bestimmten  fiktradaii 
gleiche  Abstände. 

4  Sind  die  gleich  weit  von  dem  Scheitel  j^ofcthrten  ebenen 
Schnitte  congruent 

Das  hier  zur  Sprache  gekommene  hyperbolische  Paraboloid  ist 
uns  unter  folgender  Enteftehungsweise  bekannt:  Eine  Gerade  bewegt 
sich  längst  zwei  anderen,  wobei  sie  stets  senkrecht  auf  einer  der- 
selben steht 

Lehrsatz.  Le^  man  durch  den  Halbimngspunkt  des  kürzesten 
Abstandes  zweier  Geraden  eine  Ebene  zu  beiden  gleich  geneigt,  so 
ist  die  Yerbindungslinie  ihrer  Durchschnittspunkte  mit  den  ersteren 
Geraden  gegen  beide  gleich  geneigt. 

Beweis.  Es  «eien  G^  und  iGü^  'dä^  Geraden,  ^aeen  iGleichungen, 
nach  passender  Wahl  der  rechtwinkligen  Coordinaten,  folgende  Form 
annehmen 

und 
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Miä^Uau 


ist  die  Gleichung  einer  Ebene  ^^  i^,  ci,  welche  dnrcb  den  HalbüimgB- 
pnnkt  fi  des  kOrzesUjit  Äbstandea  OB  hiBdurchgcbt  und  zu  G^  und  G^       i 
gleiche  Neigung  hat.    Ihre  Dnrchschnittspnnkte  M^  und  M^  mit  ^^ 
und  G^  werden  die  Coordinaten  ergeben; 


W^aB^ 


Die  durch  diese  Punkte  bindurcligciliende  Gerade  G  wird  die  Eich- 

tungscoeficienten  B  =  0  und  ^  ^  —  ^  haben. 

Dann  ist 

1 


cos  0|  ^= 


coso,  ^ 


1 


also    cos  ca^  ^  cos  ijf 
mithin  sind  auch  numerisch  gleich: 

^  ©j  =   (9| 

was  zu  beweisen  war. 

Wien,  den  19.  Deeember  lö69. 


Franz  Maly', 

ord.  Jlörcr  um  lt.  k.  polytiscbn*  Tnsfitule  wxi  Wii*p 


6. 
Bemerkuufen  znr  hfiier^eometrlseheii  Reihe. 

Kflrzlich  teilte  ich  Herrn   Professor  Rümker  in  Hamburg  die 
folgende  Relation  mit: 


<fip 


d^ 


/l  — (1— FjsinVy-^  ^  /  *  A-(i^fc*)flinVy 
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welche   ich  bei  Gelegenheit  von  UntersuchiiDgen  der   Gaassischen 
hypergeometrischen  Reihe  als  Nebenprodact  fand.    Eine  andere 

/>? ^^ cos  (—\   /*5  -Ä^= 

*{       (l~Ä;«sinV)  2  *^ 

entsinne  ich  mich  nicht,  irgendwo  gefanden  zn  haben. 

Ich  sachte  die  eigentlich  von  Lagrange  herrührende,  von 
Gaass  aber  weiter  darchgeftthrte  Untersachnng  über  die  Grenze, 
gegen  welche  die  arithmetischen  and  geometrischen  Mittelreihen 
zweier  Zahlen  a,  b  convergiren,  weiter  aaszadehnen  and  betrachtete 
die  Gleichungen 

3aM-|-i  =-  a»4-&«+ck 

wo  gleichfaDs  a^  =  J„  —  <j^  -=  M(a^y  *oj  <^)- 
Besonders  interessirte  mich  der  Grenzfall 

oq  —  1;    Äo""li    Cq  ^='  ^  8ehr  klein; 
ond  ich  fand  als  Grenze  von  a«  ="  *»  *"  <^oo 

/    A   \l 
(1)  3^(1, 


-m 


WO  A^  B^  X  constante  sind  and  zwar  wird 

log(l+*) 
*  "■  ^         log3 

wenn  k  die  Wurzel  der  Gleichung  ist 

*(!+*)»  =  3 
Der  Wert  von  X  ist 

iL  »  0,4333  1485 

Den  log  in  (1)  habe  ich  der  Bequemlichkeit  wegen  briggisch  genom- 
men und  dann  die  Werte  von  Ä  und  B  n&herungsweise  erhalten 

A  =  0,395  1642 
logbriggÄ  —  0,299  7049 

Ich  habe  die  Rechnung  durchgeführt  fttr  sehr  kleine  w  und  fand 
z.  B.  direct 
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ftr  w  -  ^,       Jkf-  0,1678  3257 

ftrw-£^,      If- 0,0148  8609 
Kiel,  den  8.  April  1874.  E.  Mei8«eL 


7. 
Neuer  Beweis  zu  dem  Satze  T.  55.  N.  XXVUI.  2. 

Werden  vom  Schwerpaukte  eines  Dreieckes  zn  den  Ecken  Ge- 
rade gezogen  nnd  die  JBfcengctaittyjiWfcte  iqr  ao  entstandenen  Drei-  1 
ecke  mit  einander  verbunden:  so  hat  dieses  Dreieck  der  Höhenschnitt- 
punkte  mit  dem  Urdreieck  gleichen  TlftchenSnhalt  | 

Ist  O  ein  beliebiger  Punkt  in  der  Ebene  eines  Dreieckes  ABC   i 
und  Ha  der  Höhenschnitt|MUiki  dea  Dneieekea  B0€^  so  M:  ' 

A  HüOHb  «  Fcot^OCcotCO^ 
ASaffbHe  —  F2:cotjBOC7cotCO^ 

Fftllt  nun  O  mit  dem  S(|lityerpuiikt  ß  zusammen,  so  ist: 
cotB^C-     ^^^ 

ZcoiBSCcotCSA  -  ^'^^^,'^"'  -  1 

Somit  ist 

ABaBiMc^SP'. 

(Vgl.  Archiv  LY.  S.  332.)  Emil  Hain. 
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Litterarischer  Bericht 

ccxxvm. 


beschichte  der  Mathematik  und  Physik. 

Bttlletino  di  bibliografia  e  di  storia  delle  sdenze  matematiche  e 
fisiche.  Pubblicato  da  B.  Boncompagui.  Tomo  YII.  iSoma  1874. 
Tipografia  delle  scienze  matematiche  e  fisiche. 

Das  Junihejft  enthält  einen  Brief  von  M.  Th.  H.  Martin,  Membre 
de  rinstitot,  aus  Rennes  an  D.  B.  Boncompagni  über  die  Epoche  und 
don  Autor  des  angeblichen  15 ton  Buchs  der  Elemente  Euklids;  ferner 
einen  Auszug  aus  Kit&b  al  Mobärek  von  Abu'l  Wafa  al  DJoueIni, 
ausgeschrieben  nach  dem  Ms.  1912  vom  arabischen  Supplement  von 
der  Pariser  Biblioth^ue  Nationale,  und  zum  erstenmal  ins  Franzö- 
sische übersetzt  von  Arislide  Marre,  Membre  de  la  Soci6t6  Asia- 
tique  in  Paris;  dann  ein  Publicationsverzoichniss.  —  Das  Juliheft 
enthält  einen  Aufsatz  von  Cornelio  de  Simoni  über  das  Leben 
und  die  Arbeiten  des  Genuensischen  Mathematikers  und  Astronomen 
aus  dem  14.  Jahrhundert,  Andalö  di  Negro,  und  anderer  Mathematiker 
und  Kosmographen  in  Grenua;  dann  das  Yerzeichniss  der  Arbeiten 
des  Andalö  di  Negro  von  B.  Boncompagni.  —  Das  Augustheft 
enthält  eine  Bemerkung  des  Ingenieurs  Ferdiuaiido  Jacoli  über 
2  Schriften  von  Baffaele  Gualterotti  in  I>lorenz  bezüglich  auf  das 
Erscheinen  eines  neuen  Sterns  im  Jahr  1604.  Dann  Mitteilung  bisher 
ungedruckter  Briefe  des  Verfassers;  dann  ein  Publicationsverzeichniss. 
—  Das  Septemberheft  enthält  historische  Notizen  über  die  Ketten- 
brttche  vom  I3ten  bis  zum  17ten  Jahrhundert,  von  Antonio  Favaro. 

H. 


TeilLVII,    Heft  4. 
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Lehrbücher,  Sammlungen  und  Tabellen, 

Abriss  der  Arithmetik  und  Algebra.  Von  Dr.  A.  Täschner, 
Lehrer  der  Mathematik  am  Gymnasinm  zu  St  Maria -Magdalena  in 
Breslau.  Erster  Theil:  Die  7  algebraischen  Operationen  und  die 
Gleichungen  ersten  Grades.    Breslau  1874    Albert  Clar.    61  S. 

Wenn  wir  die  Bezeichnung  als  Abriss  im  Sinne  einer  kurzen, 
alle  entbehrliche  Ausführlichkeit  meidenden  Darstellung  nehmen  dür- 
fen, so  hat  die  schon  hierdurch  motivirte  Kürze  auch  manchen  metho- 
dischen Vorzug  zur  Folge  gehabt,  indem  sich  in  der  Ausführung  nur 
der  Grundsatz  betätigt,  das  sachlich  Einfache  auch  formell  einfisush 
vorzutragen,  um  nicht  den  Anschein  einer  Schwierigkeit  herror- 
zubringen,  wo  im  Grunde  keine  vorhanden  ist.  Der  Lehrgang  ist 
ein  rein  arithmetischer;  er  beginnt  mit  der  absoluten  ganzen  Zahl 
und  leitet  die  Begriffe  der  negativen,  gebrochenen  und  irrationale 
Zahl  aus  den  Operationen  ab;  die  Vorzeichen  sind  Operationszeichen. 
In  diesen  Punkten  ist  das  Kurze  und  Einfache  zugleich  das  Gorrecta 
Zum  Teil  aber  ist  die  Kürze  nichts  weiter  als  Unvollständigkeit:  notr 
wendige  Lehren  sind  geradezu  vergessen  worden.  Es  wird  durchweg 
verschwiegen,  dass  Buchstaben  auch  negative,  gebrochene  und  irra- 
tionale Zahlen  bezeichnen  können;  in  der  ganzen  Operationslehre 
vertreten  sie  nur  ganze  absolute  Zahlen,  —  a  ist  immer  negativ,  ein 

Bruch  ist  nie  anders  als  in  der  Form  -  geschrieben;  bei  den  GM- 

chungen  muss  plötzlich  eine  Grösse,  deren  Form  man  nicht  kennt, 
durch  einen  Buchstaben  bezeichnet  werden;  ohne  dass  der  Schüler 
etwas  merkt,  hat  nun  derselbe  einen  andern  Sinn.  Freilich  würde 
es  dem  Verfasser  etwas  unbequem  gewesen  sein,  auf  die  CompUca- 
tionen  der  expliciten  und  impliciten  Vorzeichen  einzugehen.  £^  hat 
es,  wie  dies  beim  Unterricht  nicht  selten  vorkommt,  dem  Schüler 
leicht  gemacht,  dasjenige  nicht  zu  lernen,  was  er  später  braucht; 
und  diesem  ist  gewöhnlich  die  Einbildung  alles  begriffen  zu  haben 
lieber,  als  ihm  die  Belehrung  vielleicht  gewesen  sein  würde.  Schwere 
ist  es  zu  begreifen,  wie  die  ganze  Lehre  von  der  Addition,  Multi- 
plication  und  Division  der  Brüche  hat  wegbleiben  können.  Neben 
diesem  Mangel  sind  andere,  damit  in  Beziehung  stehende,  die  un- 
genügende Erklärung  eines  Bruchs,  die  einseitige  Darlegung  der  alge- 
braischen Division,  u.  s.  w.  kaum  erwähnungswert  Da  indes  alles, 
was  noch  fehlt,  blosse  Ergänzung,  nicht  gerade  Umarbeitung  fordert, 
so  war  es  möglich,  der  Leistung  auch  in  vorliegender  Gestalt  eine 
billigende  Beurteilung  zuteil  werden  zu  lassen. 
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Leitfaden  der  Arithmetik  nebst  Uebungsbeispielen.  Von  Adolf 
Sickenberger,  k.  Studienlehrer  am  Ludwigs -Gynmasiam  in  Mün- 
chen.   München  1875.    Theodor  Ackermann.    162  S. 

Das  Buch  ist  ein  Leitfaden  für  den  Rechenunterricht;  es  ist 
nicht  zum  kloiusten  Teil  für  wissenschaftliche  Ausbildung  eingerichtet, 
worauf  wenigstens  nach  unserm  Gebrauch  das  Wort  Arithmetik  hin- 
deuten könnte ;  vielmehr  verfolgt  es  in  klarer  und  entschiedener  Weise 
den  ausschliesslichen  Zweck  des  Verständnisses  und  der  Uebung  des 
bürgerlichen  Bechnens.  Nirgends  strebt  es  die  Allgemeinheit  an, 
sondern  gebraucht  dieselbe  nur,  soweit  sie  wirklich  die  Deutlichkeit 
fördert.  Wie  in  diesem  Punkte,  in  welchem  es  das  Mass  der  gewöhn- 
lichen Rechenbücher  überschreitet,  giebt  sich  auch  im  ganzen  eine 
höhere  Auffassung  der  Aufgabe  des  Rechenunterrichts  zu  erkennen. 
Derselbe  ist  hier  durch  den  sorgfältigen,  exacten  Ausdruck  in  allen 
Begriffserklärungen  und  Anordnungen  mit  der  Wissenschaft  in  vollen 
Einklang  gesetzt,  was  auf  die  Klarheit  des  Verständnisses  vom  besten 
Einfluss  sein  muss;  es  beteiligt  sich  demnach  nicht  an  der  oft  ge- 
hörten Ansicht,  welche  bei  Verzichtleistung  auf  wissenschaftlichen 
Zweck  oft  ungenauer  Fassung  um  der  Bequemlichkeit  und  Gewohn- 
heit willen  den  Vorzug  giebt.  Einige  leicht  zu  verbessernde  Aus- 
nahmen seien  jedoch  erwähnt.  Die  Subtraction  und  Division  sind 
erst,  wie  es  sehr  zu  billigen  ist,  als  inverse  Rechnungen  erklärt, 
werden  aber  dann,  statt  inverse,  indirecte  Rechnungen  genannt  Dies 
beruht  auf  einer  Verwechselung:  nicht  die  Rechnung,  sondern  die 
Erklärungsmethode  ist  indurect,  und  letzteres  geht  die  Schüler  nichts 
an.  Ferner  ist  von  Abkürzung  der  Decimalbrüche ,  sogar  von  un- 
endlichen und  periodischen  Decimalbrüchen  die  Rede,  ehe  noch  irgend 
etwas  über  annähernde  Berechnung  gesagt  ist,  ohne  welche  jenes  alles 
offenbar  keinen  Sinn  hat;  erst  später  kommt  eine  beiläufige  Bemer- 
]iung  über  Annäherung,  als  ob  sie  nicht  notwendig  dazu  gehörte. 
Drittens  ist  erst  die  Lehre  über  gemeinsame  Vielfache  vorgetragen 
(wobei  man  freilich  die  Darlegung  des  Algorithmus  vermisst);  nachher 
wird  aber  bei  Addition  der  Brüche  kein  Gebrauch  davon  gemacht; 
wie  der  Schüler  verfahren  soll,  ist  gar  nicht  angegeben.  Zu  diesen 
Ausnahmen  incorrecter  Abfassung  soll  nicht  gezählt  worden  der  Um- 
stand, dass  nicht  nur  in  den  Uebupgsbeispieleu ,  sondern  auch  sonst 
unzählige  der  Erklärung  bedüi-ftige  Dinge  bloss  mit  technischem  Na- 
men genannt  sind;  es  bleibt  dem  Lehrer  überlassen,  das  Nötige  hin- 
zuzufügen. Nur  ist  zu  erwähnen,  dass  die  Flächen-  und  Körper- 
berechnung, wenn  auch  ohne  Beweise,  erläutert  ist.  H, 

Anfangsgründe  der  Mechanik  fester  Körper  mit  vielen  Uebungs- 
aufgabeu  zum  Schulgebrauche  an  Gymnasien  und  technischen  Lehr- 
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anstalten.  Von  Dr.  Job.  Chr.  Walberer,  Professor  am  kdnigl. 
Gymnasium  zu  Münnerstadt.  Zweite,  vermehrte  and  verbesserte  Auf- 
lage.   München  1874.    Theodor  Ackermann.    166  S. 

Im  Vergleich  mit  unzähligen  Schulbüchern,  welche  die  Mechanik 
teils  in  einem  besondern  Abschnitt,  teils  aüsscliliesslich  behandeln, 
ist  es  eine  Auszeichnung,  dass  man  von  dem  vorliegenden  sagen  kann, 
dass  es  die  Grundbegriffe  der  Mechanik  in  correcter  Fassung  giebt 
Denn  obwol  in  neuerer  Zeit  die  meisten  sich  nicht  mehr  so  dreist 
wie  früher  dem  Tadel  grober  Unrichtigkeiten  aussetzen,  so  lehnt  sich 
doch  gewöhnlich  die  Methode  noch  sehr  an  unklare  vulgäre  Vorstel- 
lungen an,  während  die  Grundprincipieu  als  accideutelle  Sätze  in 
Schatten  gestellt  werden.  Das  gegenwärtige  Lehrbuch  beginnt  so- 
gleich mit  deujenigen  Sätzen,  welche  die  richtigen  scheidenden  Ge- 
sichtspunkte in  voller  Einfachheit  enthüllen.  Im  übrigen  ist  es  jedoch 
nicht  frei  von  Fehlern.  Im  Beweise  für  das  Parallelogramm  der  Kräfte 
verlegt  der  Verfasser  wiederholt,  im  Widerspruch  mit  dem  richtig 
aufgestellten  Satze,  den  Angriff  in  Punkte  ausserhalb  der  Richtungs- 
linie.  Der  Beweis  ist  darum  falsch,  eine  mögliche  Berichtigung  nicht 
wol  abzusehen.  Auch  steht  der  Satz  an  der  unrichtigen  Stelle,  näm- 
lich bei  den  starren  Systemen,  mit  denen  er  nichts  zu  tun  hat  un- 
richtig und  irreleitend  ausgedrückt  ist  die  Behauptung  (S.  2.),  ans 
einer  Kraft  müsse  immer  als  Wirkung  eine  geradlinige  Bewegung 
erfolgen,  „wenn  nicht  andere  Kräfte  zugleich  tätig  seien^'  —  was  sich 
sofort  dadurch  widerlegt,  dass  die  auf  einen  Punkt  wirkenden  Kräfte 
sich  immer  zu  einer  zusammensetzen.  Hier  war  die  correcte  Fassang 
um  so  wichtiger  wegen  des  vulgären  Irrtums,  dass  die  Wurf-  und 
Centralbewegung  mehr  als  eine  Kraft  erforderten.  Unrichtig  ist  es 
femer  (S.  3.),  dass  die  Statik  den  Fall  der  Ruhe  untersuchte;  doch 
folgt  hier  gleich  nachher  das  richtige  Wort.  Femer  wird  statisches 
Moment  erklärt  (S.  25.)  in  Bezug  auf  einen  Punkt,  eine  Gerade  und 
eine  Ebene,  als  wenn  es  3  verschiedene  Begriffe  wären.  Die  beiden 
letetem  sind  nur  überbestimmt  Geschwindigkeit  ist  nur  als  constante 
erklärt,  gleich  nachher  aber  bei  Erklärung  der  Beschleunigung  der 
Sinn  der  variabeln  als  bekannt  vorausgesetzt.  Soviel  über  die  Fehler. 
Die  Statik  ist  im  wesentlichen  theoretisch  vollständig,  die  einfachen 
praktischen  Uebertragungsmittel  sind  gleichfalls  behandelt.  Die  Dyna- 
mik beschränkt  sich  auf  diejenigen  Fälle,  welche  sich  mit  Hülfe  der 
Schulmathematik  wirklich  lösen  lassen.  Dass  sie  sich,  wie  angegeben 
wird,  auf  constante  Beschleunigung  beschränkte,  trifft,  unter  andern 
beim  Pendel,  nicht  zu.  Die  Aufgaben  bestehen  in  numerischen  Datis 
zu  den  nach  jeder  Seite  hin  aufzulösenden,  im  Lehrbuch  enthaltenen 
Relationen. 

H. 
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Sammlung  der  wichtigsten  Sätze  aus  der  Arithmetik  und  Algebra. 
Zum  Gebrauch  an  höheren  Lehranstalten  zusammengestellt  von 
Friedrich  Hofmann,  Professor  der  Mathematik  am  k.  Gymnasium 
zu  Bayreuth.  Dritte,  verbesserte  und  vermehrte  Auflage.  Bayreuth 
1872.    Heinrich  Grau.    36  8. 

Aufgaben  aus  der  niedem  Arithmetik.  Zum  Gebrauch  in  den 
untern  Klassen  höherer  Lehranstalten  bearbeitet  von  Friedrich 
Hof  mann,  Professor  der  Mathematik  am  k.  Gymnasium  zu  Bay- 
reuth. Dritte,  mit  Bücksicht  auf  das  neue  Mass-  und  Münz-System 
umgearbeitete  Auflage.    Bayreuth  1874.    Heinrich  Grau.    123  8. 

Beide  Bücher  sind  Ergänzungen  zu  der,  im  217.  litt.  Ber.  S.  3. 
bcsprochcucu ,  Sammlung  von  Aufgaben  aus  der  Arithmetik  und  Al- 
gebra desselben  Verfassers.  Das  erstcre  enthält  diejenigen  Sätze, 
welche  durch  die  Aufgaben  eingeübt  werden  sollen,  einfach  in  Reihe 
gestellt  Das  letztere  soll  für  die  niedem  Classen  der  Gymnasien 
dieselbe  Bestimmung  haben,  welche  die  genannte  Aufgabensammlung 
für  die  höheren  erfüllt.  Es  besteht  aus  5  Abteilungen,  welche  einzeln 
behandeln  unbenannte,  einfach  benannte,  mehrfach  benannte  ganze 
Zahlen,  unbenannte  gemeine  und  Decimalbrüche.  Die  erste  Abteilung 
übt  besonders  die  Auflösung  der  Klammem.  H. 


Arithmetik,  Algebra  and  reine  Analysis: 

Lehrbuch  der  Determinantentheorie  für  Studirende.  Von  Dr. 
Siogmund  Günther,  Privatdocent  am  kgl.  Polytechnikum  zu  Mün- 
chen.   Erlangen  1875.    Eduard  Besold.    236  S. 

Um  die  ausgesprochene  Bestimmung  des  Buches  für  Studirende, 
eine  Bezeichnung  die  im  Gmnde  von  jeder  wissenschaftlichen  Dar- 
legung eines  bekannten  Themas  gelten  mttsste,  näher  zu  erläutern, 
so  hat  der  Verfasser  das  Mögliche  getan,  das  Selbststudium  des  Gegen- 
standes zu  erh'ichtem  und  dadurch  die  Kenntniss  der  Theorie  zu  einer 
allgemeinen  und  schon  in  den  ersten  Semestern  zu  erreichenden  zu 
macheu.  Die  Anordnung  ist  eine  sachlich  systematische,  unbeeinflusst 
durch  den  Deductionsconnex.  Letzterer  ist  kein  ausgedehnter,  kunst- 
voll verwebter;  vielmehr  sind  die  Sätze  zjujn  grössten  Teil  durch 
directe  Betrachtung  bewiesen.  Da  Vollständigkeit  in  Aufstellung  des 
Lehrstoffs  nach  gegenwärtigem  Standpunkt  ins  Auge  gefasst  ist,  da 
mithin  das  Vorzutragende  historisch  aus  den  successiven  Entdeckungen 
zufloss,  so  lag  es  in  der  Natur  der  Sache,  dass  der  organische  Kern 
der  Theorie  eine  Reihe  einzelner  Theoreme  im  Gefolge  haben  musste, 
die  zur  Zeit  als  zufällige  Beigabe  und  ohne  sichtiiche  Verbindung 
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auftreten.  Der  Verfasser  hat  es  verstanden,  durch  die  Menge  des 
Accidentellen  die  Hauptsache  nicht  in  Schatten  stellen  zu  lassen, 
wozu  vor  allem  die  einfache,  allgemeine,  weitgreifende  Schlussfähig* 
keit  der  Determinantenlehre  gehört.  Die  Einteilung  des  Stoffes  ist 
im  ganzen  gut  gewählt  und  zur  Uebersicht  vortrefflich  geeignet 
Nach  der  Geschichte  der  Determinanteurechnung  folgen  zuerst  2  Ca- 
pitel  über  allgemeine  Eigenschaften  der  Determinaten  und  über  Deter- 
minanten von  besonderer  Form.  Zu  den  letztem  gehören  das  Diffe- 
renzenproduct,  die  Determinanten  adjungirter  Systeme,  die  symme- 
trischen, die  orthosymmctrischcn  und  die  symmetralen  Determinanten 
und  die  Halb-Determinanten.  Die  Sonderung  der  betreffenden  S&t^e 
von  der  allgemeinen  Theorie,  welche  nicht  in  allen  Bearbeitungen 
beobachtet  worden  ist,  ist  sehr  zu  billigen.  Das  folgende  Capitel 
über  kubische  Determinanten  ist  kein  Glied  der  Theorie,  auch  keine 
Anwendung,  sondern  bloss  ein  Anfang  einer  Erweiterung,  und  hätte 
demnach  wol  am  Schluss  des  Ganzen  stehen  sollen.  Das  5.  Capitel 
über  die  Eliminationsproblemo  schliesst  sich  der  Sache  nach  an  das 
2te  an,  lässt  sich  sogar  mit  demselben  methodisch  unter  dem  Ge- 
sichtspunkt der  Reciprocität  auffassen.  Aus  der  Theorie  der  Giei- 
chungssysteme  ergeben  sich  manche  elegante  Beweise  für  Deter- 
minantensatze, u.  a.  für  die  Multiplicaton  und  Potenzirung  der 
Determinanten.  Da  jedoch  eine  vorzeitige  Benutzang  dieser  Reci- 
procität dem  Anfänger  das  Erlernen  sehr  erschweren  würde,  so  war 
die  Trennung  der  Capitel  gewiss  gerechtfertigt;  jedenfalls  war  der 
geeignete  Platz  für  die  Gleichungen  unmittelbar  nach  dem  2tcn  Capitel. 
Es  folgen  nun  noch  3  Capitel,  welche  Anwendungen  enthalten,  näm- 
lich auf  EettenbrUche ,  auf  Geometrie,  auf  Transformation  der  Inte- 
grale (Functionsdeterminanten).  Hierin  musste  Auswahl  stattfinden, 
da  das  Bereich  unbegrenzt  ist  Namentlich  ist  von  geometrischen 
Anwendungen  nur  eine  kleine  Anzahl  aufgenommen.  Das  letzte  Capitel 
handelt  von  den  linearen  Substitutionen.  H. 


In  meinem  „Lehrbuch  der  Determinantentheoric ^^  sind  ausser 
den  im  Drucke  angegebenen  Unrichtigkeiten  noch  folgende  zu  ver- 
bessern: 

S.  7.      Z.  4    V.  0.  nach  Zähler  ergänze:  und  Nenner. 

S.  8.      Z.  11  V.  0.  st  §.  2  l.  3. 

S.  12.    Z.  12  V.  u.  1.  permutirt 

S.  17.    Z.  11  V.  u.  St.  ahcd  1.  ahdc, 

S.  42.    Z.  11  V.  0.  st  Zahlen  1.  Zeilen. 

S.  52.    Z.  16  V.  u.  st  Weyrauch  l.  Weihrauch. 

S.  89.    Z.  4    V.  u.  ist  Factor  (m-^p)  zu  streichen- 

8.  113.  Z.  11  V.  u.  st  Axen  1.  Axen-Ebenen. 
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S.  118.  Z.  12  V.  0.  nrass  es  heissen:   fOr  sich  m\  die  zweite  m\ 
die  dritte  etc. 

S.  123.  Z.  3    V.  u.  st  -  1.  -. 
y       » 

S.  163.  Z.  17  V.  0.  St.  A^x^  L  -4^«^!- 

S.  153.  Z.  21  V.  0.  St.  An-llOki  1.  An-\\x^. 

S.  196.  Z.  6    y.  0.  fehlt  vor  h  die  Klammer. 
S.  210.  Z.  3    V.  0.  St.  p^+(^+l  1.  (i>*+«*+l)*. 
S.  214.  Z.  8    V.  0.  8t  df  1.  rfV. 
Durch   diese  Ycrbesserangen   wird   hoffeDÜich   annähernd  voll- 
ständige Gorrecthoit  hergestellt  aein.  S.  Günther. 


lieber  Kettenbrüche  höherer  Ordnung.  Yon  R  Fürsteuau. 
Programm  des  kgl.  Realgymnasiums  zu  Wiesbaden  1872. 

Der  Verfasser,  welcher  sich  in  der  mathematischen  Welt  durch 
seine  schöne  Methode  zur  Auflösung  literaler  Gleichungen  höherer 
Grade  bereits  auf  das  Vorteilhafteste  bekannt  gemacht  hat,  liefert 
hier  eine  interessante  Abhandlung  über  eigentümliche  neue  Gebilde 
der  Analysis,  welche  er  mit  dem  Namen  der  ,,höheren  Kettenbrüche'^ 
belegt.  An  sich  ist  dieser  Titel  nicht  ganz  entsprechend,  denn  offen* 
bar  könnte  man  auf  diese  Bezeichnung  auch  gewisse  andre  Formen 
Anspruch  machen  lassen.  So  kann  man  mit  vollem  Rechte  sagend 
die  Methode,  mit  welcher  Reidt  (Schlömilch's  Zeitschrift,  17.  Jahi^.) 
den  irrcduciblen  Fall  löst  und  die  sich  leicht  auch  auf  andre  trino- 
mische  Gleichungen  ausdehnen  liesse,  bedient  sich  höherer  Ketten- 
brüche;  es  ist  nach  ihm,  für 

bekanntlich 


-V: 


«  + 


1/. 


v. 


fl+. 


Auch  Stern  hat  in  seiner  Schrift  „Theorie  der  Kettenbrttche  und 
ihre  Anwendung  ^^  diese  Formen  in  Betracht  gezogen.  Andrerseits 
könnte  man,  entsprechend  der  independcnten  Darstellung  eines  Ketten- 
bruches durch  Determinanten,  den  Quotienten  zweier  nach  einem 
analogen  Gesetze  gebildeten  cubischen  Determinanten  herstellen  und 
darunter  einen  Kettenbruch  von  höherer  Ordnung  (besser  wohl  ge- 
sagt: von  höherem  Range)  verstehen.  Als  Beispiel  eines  solchen 
„cubischen'^  Kettenbruches,  welcher  bisher  noch  gar  nicht  untersuch^ 
worden  zu  sein  scheint,  möge  nachstehender  Quotient  dienen: 


Digitized  by 


Google 


38  lAiterarischer  ßericht  CCXXVlll 

«IM     «llJ     0         0 
a,„    0        0        0 
0        0        0        0 
0        0        0        0 
Ott,     0        0        0 

0  OWS      «MS      0 

0        flfM    0        0 
0        0        0        0 
0        0        0        0 
0        ojM    0        0 

0  0  «333      0334 

0  0  «34,      0 

0        0  0        0 
0        0        0        0 

0  0        a^as    0 
0        0        0       0444 

Schliesslich  könnte  man  auch  versucht  sein,  sich  anter  EettenbrBicbeii 
höherer  Ordnung  jene  eigentümlichen  Bildungen  zu  denken,  welche 
Jacob!  als  „kettcnbruch&hnliche  Algorithmen*^  in  die  Analysis  dn- 
geführt  hat.  Hiermit  sind  wir  denn  auch  auf  das  eigentliche  Thema 
des  Herrn  Fürstenau  gekommen;  seine  Untersuchung  knüpft  un- 
mittelbar an  die  erwähnte  Arbeit  Jacobi's  an,  wie  sie  aus  seinen 
Papieren  im  69.  Bande  des  Borchardt'schen  Joumales  mitgeteilt  wurde. 

Jacobi's  Grundgedanke  in  dieser  posthumen  Schrift  ist  bekannt- 
lich kein  andrer,  als  eine  Erweiterung  einer  Reihe  von  Eni  er  zuerst 
gefundener  Sätze  zu  geben.  Derselbe  hatte  bemerkt  und  in  mehreren 
Aufsätzen  der  Acta  Petropolitana  nachgewiesen,  dass  ein  System  tri- 
nomischer  recurrirender  Gleichungen  mit  den  Eettenbrüdien  aufs 
innigste  verwandt  sei,  insofeme  jeder  Quotient  zweier  aufeinander- 
folgender Unbekannter  sich  unmittelbar  als  solcher  schreiben  läast 
Es  lag  nun  nahe,  die  Fragestellung  auf  polynomische  Gleichungen 
auszudehnen  und,  als  ersten  Schritt  hierzu,  zu  untersuchen,  wie  sich 
die  Sache  gestaltet,  wenn  jede  neue  Unbekannte  linear  aus  drei,  statt 
wie  bisher  aus  zwei,  vorhergehenden  zusammengesetzt  ist.  Jacobi 
hat  diese  Frage  eingehend  erörtert  und  von  dem  dabei  sich  ergeben- 
den Analogen  der  gewöhnlichen  Eettenbrüche  eine  Reihe  interessanter 
Eigenschaften  aufgedeckt,  er  hat  jedoch  auf  eine  explicite  Darstellung 
dieses  Analogons  verzichtet.  Dies  und  der  Umstand,  dass  sich  der 
grosse  Meister  des  Determinantencaiculs  dieses  gerade  in  unserem 
Falle  so  überaus  förderlichen  Hülfsmittels  gänzlich  entschlug,  machen 
es  uns  wahrscheinlich,  dass  derselbe  seine  Abhandlung,  soweit  sie  ans 
jetzt  vorliegt^  noch  durchaus  nicht  für  endgültig  abgeschlossen  ansah. 
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Der  Ideengang  des  Verfassers  konnte  mit  Bflcksicht  auf  das  Ge- 
sagte ein  dreifacher  sein.  Es  konnte  die  Untersnchnng  Jacobi's 
in  gleicher  Weise,  nur  mit  Httlfe  der  Determinanten,  nochmals  geführt 
werden;  man  konnte  aber  anch,  ganz  unabhängig  hiervon,  allgemein 
den  Quotienten  solcher  Determinanten  hinstellen,  welche  mit  Aus- 
nahme einer  willkürlichen  Anzahl  von  einer  Diagonale  parallel  lau- 
fenden Serien  durch  Nullen  gebildet  sind,  und  konnte  dann  zusehen, 
in  welchem  Connex  diese  .„Eettenbruchdeterminanten  im  allgemeinen 
Sinn^'  mit  Jacobi's  Algorithmen  stehen.  Und  drittens  war  es  mög- 
lich, den  Begriff  des  gewöhnlichen  Kettenbruchs  dadurch  zu  verall- 
gemeinem, dass  man  jeden  einzelnen  Teilnenner  und  Teilzähler  wieder 
als  Kettenbruch  ansah  und  nun  die  Beziehungen  zu  den  erwähnten 
Determinanten-Quotienten  und  den  kettenbruchähnlichen  Algorithmen 
aufsuchte.  Dieser  dritte  Weg,  welcher  offenbar  zugleich  der  instruc- 
tivste  ist,  wurde  von  Herrn  Fürstenau  eingeschlagen. 

Durch  wirkliche  Ausführung  der  in  der  folgenden  Doppelreihe 
angedeuteten  Substitutionen 


Vi 


't  =  *iH-^. 


*»  =  *»+;;;' 


»8  ■=  ««+ 

«8  —  *a  + 


findet  man 


yo  =  <»o- 


fti  + 


0,4- 


«.+ 


h  + 


«,+ 


h  + 


<h  + 


«8  + 


*3  4- 


*l  + 


1  + 


««  + 


*4  + 


«*  + 


6«  + 


«*+ 


«i+ 


**+ 


««+ 


1  + 


«6  + 


Asrh 

<»5-|- 


1    + 


«5  + 


h  + 


«5  + 


<H,-r 


h  — 


«8  + 


h  + 


«8  + 


««64- 


*6-|- 


«6  + 


Digitized  by 


Google 


40 


LiUerarücher  Bericht  CCXXVIll. 


und,  wenn  man  den  Nenner  des  durch  den  stark  ausgezogenen  Stich 
charakterisirten  Bruches  mit  N  bezeichnet, 


«b 


.*o+i 


Unter  einem  ersten,  zweiten  .  .  .  pten  Näherungswert  wird  man 
die  Gosammtheit  alles  desjenigen  zu  verstehen  haben,  was  durch  einen 
in  der  angegebenen  Weise  von  der  Linken  zur  Bechten  gezahlten 
ersten,  zweiten  .  .  .  i^ten  Yerticalstrich  abgeschnitten  wird,  so  dass 
für  die  Grösse  y^  sich  die  successiven  Näherungswerte 
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oo»    «o+: 


«0  + 


'■±a 


*.+ 


«o- 


-.+*-* 
___«» 


«,4 


■rti. 


ergeben,  und  entsprechende  Ausdrücke  auch  für  x.  Verwandelt  man 
diese  Näherungswerte  in  gewöhnliche  (unechte)  Brüche,  so  ergeben 
sich  für  xq  und  ^q  gleiche  Näherungsnenner,  so  dass  man  allgemän 
die  pten  Näherungswerte  von  xq  und  y©  gleich 

Xp        Yp 

Np'       Np 

setzen  kann.  Für  diese  drei  Ausdrücke  gilt  alsdann  das  Bildnngs- 
gesetz : 

(jr,  r,  N)p^i  =  a^+i(jr,  r,  iv)p+6p+i(x,  f,  N)p-i+(x,  r,  ivv-«, 

das  heisst,  jeder  dieser  Ausdrücke  ist  linear  aus  den  drei  unmittelbar 
vorhergehenden  derselben  Art  zusammengesetzt 

Die  so  entstandenen  recurrirenden  Gleichungen,  welche  ersichtlich 
mit  denen,  von  welchen  Jacobi  ausgeht,  vollkommen  identisch  sind, 
werden  nun  mit  Hülfe  der  Determinanten  aufgelöst,  und  es  finden 
sich  für  X,  F,  N  independente ,  den  gewöhnlichen  Kettonbruchdetcr- 
minanten  entsprechende  Ausdrücke,  z.  B.  ist 
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Dem  bekannten  Fnndamentalsatz  der  gewöhnlichen  Kettenbrücbe, 
dem  zufolge,  wenn  -^  der  |)te  Näherungsbruch  eines  solchen  ist,  die 

Relation 

Qp+i  Qp ,  - 

^P+i  Pp    ~- 

stattfindet,  entspricht  hier  die  Identität 
^+1  -3^  -Xp_i 


Np^i  Np  Np^i 


=  1. 


Bis  hierher  hat  sich  Herr  Fürstenau  ausschliesslich  mit  den 
Eettenbrttchen  der  zweiten  Ordnung  beschäftigt;  nunmehr  fasst  er  das 
Problem  in  erweitertem  Sinne  auf.  Stellen  wir  die  von  ihm  gewon- 
nenen Resultate  übersichtlich  zusammen,  so  können  wir  sagen  : 


Suchen  wir  ganz  allgemein  n  Grössen  9*1,  X2 
als  Brüche  der  Form 


fl-» 


.  «H=- 


N 


ZU  bestimmen,  so  kann  jeder  solche  Bruch  als  Kotten- 
bruch  der  («•— l)ten  Ordnung  geschrieben  worden.  Die 
pten  Näherungswerte  dieser  Kettenbrücbe  werden  die 
Formen 


N^ 


N. 


Np 


ai('*+i),  asi«i> 


besitzen,  und  es  wird,  wenn  o^^^)  ...  «1^-^.,^  aj-'  ...  ««v 
...  öTn+i^^^  ...  a»+i(~+i)  die  in  den  Kettenbruch  eingegange- 
nen Grössen  sind,  ganz  allgemein 

jrp(g)  ==  a^iP)Xp-\^<l)  +  a^<P)Xp^2^i'^+  . . .  +a«+i<P>X|,-«_i^«) 
Np     =ai(P)Np^i    +a2(P^Np-2    + . . . +an-^i^^  Np^n-l 

sein.    Die  Grössen  JP  und  JV  werden  durch  die  stets  exi- 
stirende  Gleichung* 


Zp(3)   Jfp«i(3)  jrp-2^8)   . 


-itl) 


-Ap-i»-!' 

Xp^H-1^3' 


^p(*)  Xp-i(~)  -arp-2(~) . . .  -yp-H-i 

iVp      JV^p-i      i^p-2      .  .  .  iVp-»_i 
in  Beziehung  zu  einander  gesetzt 


(») 


=  (— l)f  (n-l) 


Digitized  by 


Google 


42  Lüterarischer  Bericht  CCXXVllL 

Soweit  ist  allerdings  unser  Verfasser  nicht  völlig  gegangen;  es 
war  jedoch  leicht,  ans  seinen  Betrachtangen  dieses  elegante  Resultat 
indnctorisch  zu  erhalten. 

Im  zweiten  Paragraph  wird  gezeigt,  dass  und  wie  die  reellen 
Wurzeln  algebraischer  Gleichungen  vom  nten  Grade  in  periodische 
Kettcnbrüche  von  nter  Ordnung  verwandelt  werden  können.  Im  An- 
schluss  hieran  wird  dann  in  §  3.  die  für  die  praktische  Anwendung 
wichtige  Frage  discutirt,  wie  das  Mass  der  Annäherung  zwischen  den 
einzelnen  Näherungsbrüchen  und  dem  wahren  Werte  zu  bestimmen 
sei.  In  der  Weise,  wie  dies  bei  den  gewöhnlichen  Kettenbrücheu 
geschieht,  ist  es  im  allgemeinen  Falle  nicht  möglich;  der  Verfasser 
weiss  jedoch  durch  eine  elegante  Detcrminantonbetrachtung  auch  hier 
zum  Ziele  zu  gelangen,  indem  er  in  §  4.  zuerst  vorbereitend  die 
Kettenbrüche  der  zweiten  und  im  nächsten  diejenigen  von  noch  höherer 
Ordnung  behandelt.  Der  Hauptpunkt,  auf  welchen  es  hierbei  ankam, 
nämlich  die  Einschränkung  des  wahren  Wertes  zwischen  zwei  un- 
mittelbar aufeinanderfolgenden  Näherungswerten,  hätte  ungleich  kürzer 
erledigt  werden  können,  wenn  Herr  Fürsten  au  einen  vom  Bef.  auf- 
gestellten Lehrsatz  zu  Grunde  gelegt  hätte  (diese  Zeitschrift,  55.  TesL 
S.  397.).  Aus  demselben  geht  nämlich  hervor,  dass  unter  einer  ge- 
wissen Bedingung  jeder  Determinanten  -  Quotient  einem  gewöhnlichen 
Eettenbruche  nicht  bloss  gleich,  sondern  auch  äquivalent  sei,  wenn 
wir  dieses  Wort  in  dem  von  Seidel,  allerdings  bei  einer  andren 
Gelegenheit,  eingeführten  Sinne  gebrauchen.  Diese  Bedingung  ist 
aber  bei  den  einen  höheren  Kettenbruch  repräsentirenden  Detormi- 
nanten-Quotienten  von  selbst  gegeben,  und  es  ergiebt  sich  sofort  die 
angedeutete  Beziehung,  wie  wir  an  einem  andren  Orte  (Math.  Anna- 
len,  7.  Band.  S.  267.)  ausführlicher  dargetan  haben. 

Die  hier  charakterisirten  Betrachtungen  über  die  Periodicität  der 
höheren  Eettenbruche  —  beiläufig  bemerkt,  finden  durch  dieselben 
auch  die  von  Bach  mann  in  Borchardt's  Journal  angestellten  Unter- 
suchungen ihren  Abschluss  —  scheinen  uns  auch  noch  eine  weitere 
Frage  zu  provociren,  welche  erschöpfend  zu  beantworten  wohl  niemand 
so  geeignet  sein  dürfte,  wie  der  Herr  Verfasser  vorliegender  Abhand- 
lung. Für  die  Wurzeln  quadratischer  Gleichungen  existirt  bekanntlieh 
eine  doppelte  Kettenbruchentwickelung,  die  von  Lagrange  entdeckte 
der  Form 

und  die  bereits  aus  griechischer  Zeit  herstammende 
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^«  +  2«  +  ... 

Bei  der  ersteren  ist  das  Fortö^chreitungsgesetz  ein  camplicirtores, 
hingegen  sind  alle  Teilzähler  =  1 ,  bei  der  zweiten  ist  ersteres  so 
ein&ch  wie  möglich,  der  Kettenbmch  selbst  aber  besitzt  nicht  mehr 
die  reducirte  Form.  Offenbar  besteht  eine  Doppel-Entwickelang  anch 
für  nnsere  Algorithmen.  Die  vom  Verfasser  angewandte  Methode 
fahrt  ganz  allgemein  anf  eine  dem  ersten  Fall  entsprechende  Form, 
anf  die  zweite  würde  man  hingeleitet  werden,  wenn  man  die  (kleinste 
reelle)  Wurzel  einer  Gleichung  nten  Grades  nach  der  von  Herrn 
Fürsten  au  selbst  in  seiner  bekannten  Schrift  „Dai*stellung  der 
reellen  Wurzeln  algebraischer  Gleichungen^^  gegebenen  Vorschrift  als 
Quotienten  zweier  unendlicher  orthosymmetrischer  Determinanten 


%  «2  •    •  o»-i  1 

Oq  a^  a^    ,  .    ,    on^i  1     .    .    .    . 

.   Oo  Oj  a,  .     .     .     .     a»-i  1     .     . 

.        .  flO    Ö4 ÖH-l    1 


ausdrücken  würde.  Es  würde  hierzu  blo«s  erforderlich  sein,  sämmt- 
liehe  in  den  Entwickelungsschematen  auftretenden  Einheiten  durch 
willkürliche  Grössen  zu  ersetzen.  Möchte  es  dem  Herrn  Verfasser 
gefallen,  in  diesem  Sinne  seine  Leistung  zu  ergänzen  und  den  ange- 
deuteten Zusammenhang  zwischen  seiner  früheren  Methode  und  den 
kettenbruchähnlichen  Algorithmen  in's  Licht  zu  setzen. 

§  5.  bringt  eine  Reihe  instructiver  Beispiele  zur  Erläuterung  der 
vorgetragenen  Lehren.  Dabei  wollen  wir  nicht  unterlassen  zu  er- 
wähnen, dass  nun  gewisse  Methoden  eine  neue  Seite  darbieten,  welche 
man  vorgeschlagen  hat,  um  höhere  Irrationale  mit  Hülfe  gewöhnlicher 
Eettenbrüche  näherungsweise  berechnen  zu  können.  Führt  man  diese 
Berechnung  durch  (vergl.  hierüber  beispielsweise  die  Aufsätze  von 
Seeling  und  Grebe  im*  8.  und  10.  Bande  von  Grunert's  Archiv) 
und  verwandelt  den  betreffenden  höheren  Kettcubruch  vermittelst  der 
vom  Ref.  mehrfach  angewandten  Zusammenschiebung  ebenfalls  in 
einen  gewöhnlichen,  so  besitzt  mau  eine  gute  Gontrole  zur  Sicher- 
stellung beider  Berechnungsweisen. 

Vielleicht  ist  eine  Entschuldigung  nötig,  dass  sich  das  Referat 
im  Vorigen  hier  und  da  nicht  in  strengen  Grenzen  gehalten,  vielmehr 
zu  einem  kleinen  Commentar  ausgebUdet  hat.  Die  äusserst  concise 
Darstellung  des  Verfassers  wird  dies  entschuldigen,  wie  denn  auch 
seine  vorhin  erwähnte  Erstlingsschrift  von  Baltzer  im  6.  Bande  der 
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Schldmilch'schen  Zeitschrift  weniger  recensirt  als  yielmehr  paraphra- 
sirt  wurde.  Der  Zweck  dieser  Zeilen  ist  erreicht,  wenn  durch  die- 
selben zur  Lecture  der  Fürsten au'schen  Schrift  angeregt  wird; 
insbesondere  ist  diese  all  denjenigen  Freunden  der  Analysis  zu  em- 
pfehlen, welche  nicht  allein  geistreiche  Reflexionen  und  Methode 
sondern  auch  Resultate  lieben  und  in  dieser  Tendenz  auch  mühsame 
Rechnungen  nicht  a  priori  verabscheuen. 

München.  S.  Günther. 


Demonstration  de  la  propri^t^  fondamentale  des  ^quations  diffi§- 
renticUcs  unfaires.  Par  M.  P.  Mansion,  Professeur  a  TUni versitz 
de  Gand.    Bruxelles  1874.    F.  Hayoz.    16  S. 

Die  vorliegende  Abhandlung,  ein  Auszug  aus  den  Bulletins  de 
rAcad6mie  de  Belgique,  t  38.  n®  11.,  gibt  zwei  Beweise  für  den  Satz, 
dass  sich  jede  lineare  Differentialgleichung  7ttor  Ordnung  für  die 
Function  y  von  a;,  ohne  von  y  freien  Term,  auf  die  Form 

(Z>— ai)(Z>— oj)  .  .  .  (jD  —  a»)y«0 

bringen  lässt,  wo  D  die  Differentiation  nach  x^  und  «j,,  o^,  .  .  .  o« 
Functionen  von  x  bezeichnen.  Zu  beiden  Beweisen  verwendet  der 
Verfasser  eine  Hülfsgieichung,  linear  («-— l)ter  Ordnung,  nur  in  ver- 
schiedener Form  entwickelt,  welche  eine  beliebige  der  gesuchten 
Functionen  a  bestimmt,  wenn  man  die  linke  Seite  der  gegebenen 
Gleichung  erst  in  der  Form 

2;2?tZ>»(/)  — a)y 

darstellt.  Diese  Hülfsgieichung  wird  nach  verschiedenen  Metliodeu 
integrirt,  und  a  durch  das  vollständige  Integral  der  Urgleichung  aus- 
gedrückt. U. 


l^l^ments  de  calcul  approximatif.  Par  Charles  Ruchonnet 
(de  Lausanne).  Seconde  Edition  augmentöe.  1874.  Paris,  Gauthier- 
Villars.    Lausanne,  Georges  Bridel.    Zürich,  Orell  Fussli  e.  C.    65  S. 

Das  Buch  behandelt  die  Bestimmung  des  grössten  möglichen 
Fehlers  im  Resultat  der  gewöhnlichsten  abgekürzten  Decimalzahl- 
rcchnungen,  der  Addition,  Multiplicatton,  Potenzirung,  Division, 
Quadrat-  und  Eubikwurzelausziehung.  Es  enthält  weder  Neues,  noch 
empfiehlt  sich  die  Darstellung  durch  einfache  Gesichtspunkte  und 
exactes  Zuwerkegehen;  im  Gegenteil  werden  Dinge,  die  eine  geringe 
Ueberlegung  von  selbst  ergiebt,  durch  weitläufige  Herieitangen  ver- 


Digitized  by 


Google 


Lüterurüeker  Bericht  CCXXVIIL  45 

dunkelt.  Ueberdies  lässt  der  Verfasser  ganz  ausser  Acht,  dass  eine 
abgekfirzte  Decimalzahl  nur  am  die  halbe  Einheit  der  letzten  Ziffer 
vom  genauen  Werte  differiren  darf;  denn  er  nennt  stets  sowol  die 
nächst  kleinere  als  nächst  grössere  2^hl  die  auf  soviel  Ziffern  genaue. 
Auch  die  Schlussbemerkung  über  allgemeine  Functionen  enthält  nur 
Bekanntes.  H. 


Vermischte  Schriften.    Zeitschriften. 

Nouvelle  correspondance  math^matique  publica  par  Eugene 
Catalan,  ancien  61^ve  de  l'dcole  polytochnique,  Docteur  ds  sciences, 
Professeur  ä  Tumversit^  de  Li^ge,  etc.  et  Paul  Mansiou,  Docteur 
special  en  scieuces  mathdmatiques,  Professeur  ä  l'universit^  de  Gand. 
Mens  1874.    Hector  Manceaux. 

Dieses  Journal  ist  Mitte  vorigen  Jahres  gegründet  worden  mit 
der  Bestimmung,  an  die  Stolle  der  im  Jahr  1825  von  Quetelet  gegrün- 
deten Correspondance  math^matique  et  physique  zu  treten,  welches 
seit  1839  nicht  mehr  besteht  Es  ist  als  ein  Maugel  empfunden  wor- 
den, dass  seitdem  in  Belgien  kein  Blatt  existirte,  welches  der  Ver- 
breitung mathematischer  Kenntnisse  gewidmet  wäre,  da  für  Mathe-: 
matik  überhaupt  nur  die  Bulletins  und  M^moires  der  Akademie, 
diese  aber  nur  für  wissenschaftliche  Originalarbeiten  offen  waren. 
Das  gegenwärtige  Journal  soll  nun  vornehmlich  für  Zwecke  des  Un- 
terrichts tätig  sein.  Es  publicirt  1)  Originalartikel  über  Methoden, 
2)  Lösungen  ausgtswählter  Aufgaben,  3)  Analysen,  Auszüge,  Berichte, 
und  Uebersetzungen  von  Abhandlungen  oder  Werken.  In  Betreff  der 
elementaren  Artikel  soll  der  Grundsatz  aufrecht  erhalten  werden, 
dass  die  Methode  einen  wesentlichen  Fortschritt  enthalten  muss, 
Wiederholungen  mit  gleichgültiger  Abänderung  nicht  gestattet  sind. 
Unter  Aufstellung  obiger  Bedingungen  laden  die  Herausgeber  zur 
Einsendung  von  Beiträgen  ein.  Das  Journal  soll  voi  läufig  alle  2  Mo- 
nate in  Lieferungen  zu  32  bis  48  Seiten  erscheinen.  Man  abonnirt 
auf  6  Lief,  für  7  fr.  50.  Aus  dem  Inhalt  der  bis  jetzt  erschienenen 
3  Lieferungen  ist  zu  ersehen,  dass  die  angekündigten  Auszüge  nur 
je  einen  besondem  kurzen  Artikel  ausmachen.  Reichhaltiger  sind  die 
Aufgaben  und  deren  Lösungen,  welche  eine  Reihe  von  Artikeln  um- 
fassen. Den  grössten  Teil  aber  nehmen  die  Aufsätze  über  analytische 
Geometrie,  bestimmte  Integrale  und  andere  Zweige  der  höhereu  Ma- 
thematik ein,  in  Bezug  auf  welche  kein  Unterschied  gegen  andere 
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mathematische  Journale  bemerkbar  ist.  Den  Schluss  bilden  zwei  Ar- 
tikel 1)  die  Gorrespondenz,  d.  i.  Fragen  der  Einsender  beantwortet 
von  der  Redaction,  2)  die  Bibliographie,  d.  i.  Titel  mit  Inhalts- 
angabe einzelner  Werke,  nicht  Liste  der  gesammten  Litteratnr. 

H. 
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Gesehieht«  der  Mathematik  «ml  Phjrgik. 

Jahrbach  über  die  Fortschritte  d.  Mathematik,  hrsg.  v.  C.  Ohrt- 
mann,  F.  Müller,  A.  Wangerin.  4.  Bd.  J.  1872.  3.  Hft  8. 
Berlin,  G.  Reimer.    3  Mk.  60  Pf. 

Suter,  H.,  Gesch.  d.  mathemat  Wiss.  2.  Thl.  Vom  Anfange 
d.  17.  bis  Ende  d.  18.  Jahrh.  1.  Hälfte.  8.  Zflrich,  Orell,  Füssli 
&  Co.    7  Mk. 

Lehrbtteher,  Saramlmigen  und  Tabellen« 

Bardey,  £.,  methodisch  geordnete  Aufgabensammlg.,  mehr  als 
800  Aufg.  enth.,  üb.  alle  Theile  der  Elementar-Mathematik.  4.  Afl.  8. 
Leipzig,  Teubner.    2  Mk.  70  Pf. 

Ganitz,  F.  W.,  Katechismus  d.  niederen  Arithmetik.  4.  Hft  8« 
Bautzen,  Rtthl.    80  Pf. 

Herr  mann,  6.,  d.  graph.  Einmaleins  od.  d.  Rechentafel  e.  Ersatz 
f.  d.  Rechenschieber.    8.    Braunschweig,  Yieweg  &  S.    1  Mk.  20  Pf. 

Holfert,  H.  F.,  geometr.  Aufgaben.  II.  Stereometrie.  2.  Afl. 
8.    Dresden,  Huhle.    90  Pf. 

Ott,  G.  V.,  fünfetell.  Logarithmen-Tafeln.  8.  Prag,  Galve.  Geb. 
1  Mk.  80  Pf. 

Schrön's,  L.,  Logarithmen-Taf.  I.  u.  II.  Siebenstellige  gemeine 
Logarithmen  d.  Zahlen  1  bis  108000  u.  d.  Sinus,  Cosinus,  Tangenten 
u.  Cotangenten  aller  Winkel  d.  Quadranten  von  10  zu  10  Secunden. 
14.  Afl.    8.    Braunschweig,  Yieweg  <fe  S.    4  Mk.  20  Pf. 

—  dass.  Taf.  IH.  InterpoUtionstafel  zur  Berechng.  d.  Propor- 
tionaltheile.    14.  Afl.    8.    Ebd.    1  Mk.  80  Pf. 

Schütze,  F.,  stufenweise  geordnete  Sammig.  algebr.  Aufg.  m. 
elementaren  Lösgn.    8.    Ohrdruff,  Stadermann  jr.    1  Mk. 

Steck,  F.  K,  &  J.  Bielmayer,  Resultate  f.  d'.  arithmet  Auf- 
gaben.   8.    Kempten,  Kösel.    50  Pf. 
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Stadnirka,  £.  J.,  kapesni  logarithm.  tabiüky.  2.  Yjrd.  8. 
Prag,  Calve.    Geb.    1  Mk.  80  Pf. 

Yega's  logarithmisch-trigonometr.  Handb.  59.  Afl.  8.  Berün, 
Weidmann.    4  Mk.  20  Pf. 

Arithnietik,  Algebra  und  reine  Analysis. 

Adam,  W.,  Lehrbuch  d.  Bnchstabenrechng.  n.  Algebra.  2.  ThL 
8.    Neu-Ruppin,  Petrenz.    1  Mk.  70  Pf. 

Deter,  G.  G.  J.,  Leitf.  l  d.  Uuterr.  in  d.  allg.  Arithmetik  o. 
Algebra.    8.    Berlin,  Weber.    1  Mk.  60  Pf. 

Lorberg,  H.,   Leitf.  f.  d.  Unterr.  in  d.  Elementen  d.  Algebra. 

2.  Afl.    8.    Strassburg,  Astmann.    80  Pf. 

Pfenninger,  A.,  Lehrb.  d.  Arithmetik  n.  Algebra.  2.  Thl. 
Allg.  Arithmetik  n.  Algebra.  1.  HfL  Die  Elemente.  8.  Zorich^ 
Schulthess.    2  Mk. 

Schmidt,  J.  P.,  d.  Elementar-Arithmetik  n.  deren  Anirendang. 

3.  Afl.    a    Trier,  Lintz.    2  Mk.  50  Pf. 

Smolik,  J.,  Algebra  pro  stfedni  Skoly.  2.  Vyd.  8.  Prag,  Ro- 
her.   3  Mk. 

Temme,  A.  J.,  Leitf.  d.  Algebra  f.  Gymn.  2.  Afl.  a  Pader- 
born, Schöningh.    1  Mk. 

Tödter,  H^  Anfangsgründe  d.  Arithmetik  u.  Algebra  f.  d.  oberen 
Klassen  d.  Yolks-  u.  Mittelschulen.  1.  Thl.  8.  Stade,  Sehaiunbnrg. 
90  Pf. 

Zirndorfer,  H.,  Leitf.  bei  d.  ersten  Unt  in  d.  Algebra.  3.  Afl. 
a    Frankfurt  a/M.,  Jäger.    Geb.    1  Mk.  40  Pf. 

Geometrie« 

Battig,  G.,  Leitf.  f.  d.  Unterr.  in  d.  Banmlehre.  4.  Afl.  B. 
Breslau,  Morgenstern.    1  Mk.  20  Pf. 

Brock  mann,  F.  J.,  Lehrb.  d.  elementaren  Geometrie.  2.  Thl. 
Die  Stereometrie.    8.    Leipzig,  Teubner.    1  Mk.  60  Pf. 

Herr  mann.  F.,  Katechismus  d.  Raumberechnung.  2.  Afl.  a 
Leipzig,  Weber.    1  Mk.  20  Pf. 

Jarolimek,  C,  deskriptioni  geometric  pro  Ty^i  «koly  realne. 
Gast  1.    a    Prag,  Gr6gr  &  D.    2  Mk.  60  Pf. 

Pf  äff,  W.,  d.  Curven  d.  ebenen  Kegelschnitte  u.  ihre  Projec- 
tionen.    4.    Cassel,  Freyschmidt.    12  Mk. 

Pickel,  A.,  die  Geometrie  d.  Volksschule.  Asg.  L  f.  Lehrer 
n.  Seminaristen.    2.  Afl.    8.    Bielefeld,  Bacmeister.    1  Mk.  20  Pf. 

—    dass.    Asg.  n.  £  Schüler.    8.    Ebd.    40  Pf. 

Rumpelt,  Elemente  d.  Planimetrie.  8.  Breslau,  Gosobonky. 
2Mk. 
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Spitz,  C,  Lehrb.  d.  ebenen  Geometrie.  6.  Afl.  8.  Leipzig, 
C.  F.  Winter.    2  Mk.  80  Pf. 

—  dass.    Anhang.    6.  Afl.    8.    Ebd.    1  Mk.  40  PI 

—  Lehrb.  d.  Stereometrie.    4.  Afl.    8.    Ebd.    2  Mk.  40  Pf. 

—  dass.    Anhang.    4.  Afl.    8.    Ebd.    60  Pf. 

Staudigl,  R.,  d.  axonometrische  u.  schiefe  Projection.  (Parallel- 
Perspective).    8.    Wien,  Seidel  &  S.    4  Mk. 

Trigonometrie«   , 

Spitz,  C,  Lehrb.  d.  sphärischen  Trigonometrie.  2.  Afl.  8. 
Leipzig,  C.  F.  Winter.    3  Mk.  50  Pf. 

Vymazal,  F.,  erster  Unterricht  in  d.  Trigonometrie  n.  d.  loga- 
rithm.  Rechng.    8.    Brunn,  Earaflat    1  Mk.  ÖO  Pf. 

GeodAde  und  pracüsche  Geometrie« 

Liese,  A.,  angewandte  Elementar -Mathematik.  1.  Thl.  Geo- 
metrie.   8.    Beriin,  W.  Schnitze.    3  Mk. 

Rüdgisch,  R.  v.,  Instrumente  n.  Operationen  d.  niedcnu  Vcr- 
messnngsknnst.    2.  Abth.    8.    Cassel,  Kay.    3  Mk.  50  Pf. 
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Im  Verlage  von  Orell,  Fflssli  4^  Co.  in  Zllrleli  ist  erBchienen  und 
durch  jede  Buchhandlung  zu  beziehen: 

Geschichte 

der 

Mathematischen  Wissenschaften 

von 

Dr.  Heinrich  Snter. 

2.  Auflage. 
I.  Theil.    Von  den  ältesten  Zeiten  bis  Ende  desXVI.  Jahrhunderts. 

Mit  zwei  lithographirten  Tafeln.    Preis  Pr.  8.  — 
n.  Theil.   1.  Hälfte.   Vom  Anfange  des  XVII.  Jahrhunderts  bis  Ende 
des  XVIU.  Jahrhunderte. 
Preis  Pr.  7.  — 
Die  „Blätter  für  lit.  Unterhaltung",  eine  der  besten  liter.  Zeit- 
schriften, sag3n  darüber  unter  Anderm:  „Vom  ersten  Worte  an  fesselt 
uns  eine  reine  edle  Sprache,  jeder  Satz  zeigt  des  Autors  Liebe  für 
den  Gegenstand  und  das  Streben,  diese  Neigung  auch  bei  dem  Leser 
zu  erwecken.    Das  Buch  sollte  im  Besitze  jedes  Gebildeton  sein.   Ganz 
besonders  empfehlen  wir  es  auch  für  die  heranwachsende  männliche 
Jugend.    Die  gefürchtete  Wissenschaft  wird  ihr  in  ganz  anderm  Lichte 
erscheinen,  als  durch  die  wenig  anregenden  Lehrmethoden  auf  mancher 
Schule." 

In  der  €.  F.  WInter'schen  Verlagshandlung  in  Leipzig  ist  so- 
eben erschienen: 

Spitly  Dr.  Carl,  Professor  am  Polytechnikum  in  Carlsruhe,  Lehr- 
bueh  der  ebenen  Geometrie  nebst  einer  Sammlung  von  800 
Uebungsaufgaben  zum  Gebrauche  an  höheren  Lehranstalten  und 
beim  Selbstetudium.  Sechste,  verbesserte  und  vermehrte  Auflage. 
Mit  260  in  den  Text  gedruckten  Holzschnitten,  gr.  8.  geh. 
Preis  2  Mark  80  Pfennig. 

Anhang  zu  dem  Lehrbnehe  der  ebenen  Geometrie.  Die  Resul- 
tate und  Andeutungen  zur  Auflösung  der  in  dem  Lehrbuche  be- 
findlichen Aufgaben  enthaltend.  Sechste,  verbesserte  und  ver- 
mehrte Auflage.  Mit  112  in  den  Text  gedruckten  Figuren,  gr.  8. 
geh.    Preis  1  Mark  40  Pfennig. 

Lehrbueh   der  Stereometrie   nebst   einer  Sammlung  von  350 

Uebungsaufgaben  zum  Gebrauche  an  höheren  Lehranstalten  und 
beim  Selbststudium.  Vierte,  verbesserte  und  vermehrte  Auflage. 
Mit  114  in  den  Text  gedruckten  Figuren.  Preis  2  Mark  40  Pfennig. 

Anhang  dazu.    Mit  15  Figuren,   gr.  8.   geh.   Preis  60  Pfennig. 

Lehrbuch  der  sphärischen  Tri^cuometrie  nebst  vielen  Beispielen 

über  deren  Anwendung  zum  Gebrauche  an  höheren  Lehranstalten 
und  beim  Selbststudium.  Zweite,  verbesserte  und  vermehrte  Auf- 
lage. Mit  42  in  den  Text  gedruckten  Figuren,  gr.  8.  ffeh. 
Preis  3  Mark  50  Pfennig. 

Von  demselben  Verfasser  sind  noch  folgende  Lehrbücher  in 

gleichem  Verlage  erschienen: 

Ebene  Trigonometrie.  4.  Aufl.  2  Mark.  —  Ebene  Polygonometrie. 
1  Mark  80  Pf.  —  Arithmetik.  L  3.  Aufl.  7  Mark.  —  Arith- 
metik.  n.  2.  Aufl.  5  Mark.  —  Differential-  und  Integral« 
rechniiBg.    10  Mark  50  Pf. 


Digitized  by 


Google 


Bei  S.  Hirzel  in  Leipzig  ist  soeben  erschienen  and  durch  alle 
Bnchluuidlangen  zu  beziehen: 

Theorie  und  Anwendung 

der 

Determinanten 

von 
Dr.  Richard  Baiteer, 

Profewor  an  der  Unireraitftt  Oiesaen,  MitgUed  der  K.  SiLehs.  GeseUflcluA 
der  Wissensehafteii  zu  Leipzig. 

Vierte  verbesserte  Auflage, 
gr.  8.    Preis :  5  Mark. 
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